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SUR LA DENSITE ASYMPTOTIQUE DE LANGAGES FORMELS.
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Résumé : On introduit une notion de densité asymptotique d'un langage
formel et on en étudie les propriétés. Une application aux ensembles
acceptables de nombres est donnée.

INTRODUCTION,

La présente étude a été motivée par les propriétés concernant les
ensembles acceptables de nombres qui ont été obtenus grice a 1l'examen du
comportement asymptotique des ensembles de nombres en question (Cobham (3972),
Minsky, Papert (1966)). En particulier, c'est 1l'extension de ces résultats
aux ensembles de nombres correspondant & des langages algébriques, comme
déja suggérée dans Minsky, Papert (1966) , qui a paru intéressante. Il
s'est alors avéré que 1l'on pouvait dépasser le cadre.initial des ensembles
acceptables de nombres et définir une notion générale de densité asymptotique
d'un langage formel, Le résultat le plus frappant obtenu est que la densité
asymptotique, si elle existe, d'un langage algébrique non ambigu (resp.
rationnel) est un nombre algébrique, resp. rationnel. Transposé aux ensembles
acceptables de nombres, il donne, pour des ensembles de nombres correspondant
a4 des langages algébriques non ambigus, un critére analogue & celui de
Cobham (1972) pour les ensembles de nombres rationnellement acceptables. La
premiére partie introduit la définition de la densité asymptotique et donne
quelques propriétés générales. Au deuxiéme paragraphe, nous démontrons le
théoréme principal mentionné plus haut (Th. 2.1) et en tirons quelques corol-
laires, Le paragraphe suivant est consacré & 1'étude du comportement de la
suite de densité d'un langage rationnel ne possédant pas de densité asympto-
tique. Cette étude est rendue possible gr8ce & une propriété particuliére
des pdles des séries H-rationnelles en une variable, oi R est un sous-
semianneau de R (th. 3.2). Nous examinons au quatriéme paragraphe la
notion de densit® relative de deux langages qui semble pouvoir &tre utile
dans 1'étude de l'approximatien d'un langage par un autre, avant d'exposer
1l'application aux ensembles acceptables de nombres dans la derniére partie.

1. DEFINITIONS.

Tous les monoides libres considérés dans la suite sont supposés
engendrés par un alphabet fini non vide. Soit X* un monoide libre, et
H(x*) 1l'ensembledes morphismes de X* dans le monoide multiplicatif des
nombres réels strictement positif. Etant donné un langage L & X* , et un

*
morphisme T € H(X ) , on pose, pour tout entier r 20 ,

M.(L) =E{ne ;£ € L\x*x“’} .

345



346 J. Berstel.

o *
Définition : La densité asymptotique d“(L) du langage L € X rela-
tivement au morphisme T est la limite, si elle existe, définie par
m,.(L)
dn(L) = lim =feog-
ree 1 _(X)

La terminologie est justifiée par la remarque suivante : Soit L un lan-
gage sur un alphabet & une seule lettre x , et soit L° = {n € N : x* €L} .
8i M€ H(x*) est défini par MN(x) = 1, alors dn(L) n'est autre que
la densité asymptotique, au sens habituel du terme, de la partie °c N .

On appelle morphisme naturel 1'élément 1 € H(X*) vérifiant Tx = 1
pour tout x € X . La densité correspondante, appelée densité naturelle,et
notée d(L) , est définie par

Card_(L\KX)_

a(L) = 1im -2222- =% .
r= Card (X \X'X )
Enfin, le nombre |ﬂ| = T Tx sera appelé la norme du morphisme 1 . La
x€X
norme du morphisme naturel est Card X . Si |H| =1, alors T définit une

distribution de probabilité sur X . Ces morphismes ont été étudiés dans
Schiitzenberger (1965).

Exemples : 1. Soit £ € x* , et L = fx* . On a, pour 1 € H(X*) ,
A1) =Me si |0 =1, a') = ne 10|71 sinon.
*
2. Soit L= (XxP)" , o0 p22, et T €H(X ) avec

q=|1l>1.8 r=mp+s (msE€ N et 0 ss<p), alors
(m+1)p ’
ﬂr(L) = 3---5—--- . Il s'ensuit que pour s = 0,.,..,p-1,
q =1
m,.(L)
. A P
e Tlr(x ) qP-1

r=s(mod p)
donc que L ne posséde pas de densité asymptotique relativement au morphis-
me T .
Dans la suite on utilisera plusieurs fois sans mention explicite
la fait suivant découlant d'une propriété classique sur la sommation des
séries :

. r
I{ne : £ €L 0X 3 a une limite s , et si la série
Z{MF : £ EL' N X} (L)
de terme général IL{NF : £ EL'N Xr} diverge, alors s = 1lim ﬂzrfrf N

b s I

Si la suite

L'exemple précédent montre qu'un langage, méme rationnel, ne posséde

pas toujours une densité, On a par contre le résultat suivant
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* *

Proposition 1.1. : Soient LS X et MEH(X) ; si |N] <1, alors
T

la densité di(L) existe.

Preuve : La suite ('T]T(L))r20 est non décroissante et bornée supérieu-
rement par ?z%ﬂT ; elle posséde donc une limite. Il en est de méme de la
n_(L)
suite (-=--g-)
T,.(X) r20

Avant d'examiner la nature de la densité, nous établissons un lien

entre les densités d'un méme langage relativement & des morphismes diffé-

rents.
* *
Proposition 1.2. : Soient L € X , et T,TN' € H(X ) deux morphismes

linéairement dépendant vérifiant |N| > |1'| . 8i dn(L) existe, alors

, i 10
dn (L) existe, et de plus, dﬂ(L) = dTI (L) ssi |n]=21.

Preuve : Comme T et T' sont linéairement dépendants, il existe un
nombre réel k¥ tel que T = kT' ,et par hypothése on a k > 1 . Posons,

pour tout entier n 2 0

i n
£ |nf3 T o
ni ~ EE%T” —lig ______ (1=0,...,n-1) ; Pan = 139 —————— .
k T |ne)? S L TR
j=0 j=0
n
Par construction, on a S 2 0 pour tout n21 20, et b Py = 1.
i=0 ’
n (1) r (1)
De plus, =—-=---—z- = L Pr,j -==--g%— pour tout r 2 O . Enfin, pour tout
' i=
1 () gm0 T3 (x)
entier i fixé,
0 ssi |z
lim -
pee D (x=1)O=]1']) + j
ARSIV S Yk S z \ﬂl sinon.
i+1 .
¥ j=0

La proposition résulte alors de l'application d'un théoréme de Toeplitz

(cf. Pd1lya, SzegSs (1964), I. Abschn. N° 66 et III. Abschn. N° 43).

2. DENSITE D'UN LANGAGE ALGEBRIQUE NON AMBIGU.

Nous en venons maintenant au premier résultat prinéipal concernant
la nature de la densité des langages formels, si elle existe, Pour cela,
*
soit T € H(X ) ; on note, pour simplifier, E(ﬂ) 1'extension du corps Q

engendrée par les nombres Tx , ou x parcourt 1l'alphabet X .
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*
Théoréme 2.1. : Soit L © X un langage algébrique non ambigu

*
(resp. rationnel), et soit T € H (X) , de norme |1| # 1, tel que
dn(L) existe ; alors d”(L) est un nombre algébrique sur GQ(W) (resp.
" b

a'(L) € o(m) ).

Preuve : Soit y vune lettre qui n'est pas dans X , posons
R * *
Y=XU {yj , et considérons le langage L' = y L &Y . Etant donné un

entier r 2 0 , & tout mot f € L de longueur k = r correspond le

mot unique g = yr—kf € L' 1 Y' , et réciprogquement, on en tire

Card (L' N Yr) = Card (L N x*\xr*’x*) . Définissons alors un morphisme
T e H(Y*) par T(y) = 1 et ﬂ\x =T . Il en résulte que ﬂr(L) = £{fg
g €L NY).

D'autre part, le langage L' est algébrique non ambigu (resp.
rationnel) ssi 1 1'est. La série formelle car L' = o{f : £ EL]E §<<Y>>
est donc une série algébrique (resp. rationnelle). Soit t une nouvelle
lettre, Le morphisme ¢ : R<<Y>> = g[Lt]] , défini par ¢z = (Tiz)t pour

tout z € Y , transforme la série car L' en une série b(t) = T brtr
rz20
de ﬁL[tjj qui est algébrique (resp. rationnelle). Par ailleurs, on a
b = tifg : g €L nY) = ﬂr(L) . Comme enfin 32&52- = gl:lﬁl%:i b, en
T (=™

posant br ai ‘nl < 1
ar = br
R

la série a(t) =T artr est algébrique (resp. rationnelle) & coefficients
dans S(H) avec la série b(t) et par construction
d“(L) = |-Inl] 1imoa_ .
e r

La preuve du théoréme est donc achevée avec celle du lemme suivant :

Lemme 2.2. : Soit a(t) = & antn une série algébrique (resp.
n20

rationnelle) & coefficients a, dans un sous-corps kK de R ; si

d = iiz a, existe, alors d est algébrique sur X (resp. d €K ).

Preuve : Si d =0, le lemme est vrai. Supposons donc d # O

par conséquent le rayon de convergence p(a) de la série a(t) est 1 .
n
si b(t) = T bntn = (1-t)a(t) , alors I b, =a , donc b, € X pour

n20 i=0
tout i € ﬁ ; d'autre part b(t) est algébrique ou rationnelle avec
a(t) , et le rayon de convergence p(b) est 2 1 . Par hypothése
n
d =1lim ¥ b, , donc d = 1lim b(t) . D'autre part, il existe des polyndmes
nee i=0 °* t=1-0

Pi(t) € x[t] (0 si sk) (avec k=1 si b(t) est rationnelle) que 1l'on
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peut supposer sans facteur commun, et tels que l'on ait, pour itl <1
x i
£ P, (t)(b(t))” =0 .
. i
i=0

Lorsque t tend vers 1 par valeurs réelles inférieures & 1 , on obtient :

o i

r P (1)a =0,
. 1

i=0

et comme on ne peut avoir Pi(1) = 0 pour tout i € [k] , le nombre d

est bien algébrique sur K (resp. d € X ), ce qui prouve le lemme.

Exemple : Soit X = {a,b,c} , ¥ 1le langage de Lukasiewicz sur

p *

{a,b} défini par ¥ = a¥/ U b , et soit L =X CF . On voit que, pour
rz20

r r-1 Y J
3 Eésé_ﬁk_f_‘_;‘_l .y Card (¥OX)
card (X°) j=0  card (¥}) ,
Comme par ailleurs T tJ Card (¥ (1 X) = b B , on trouve que la den-

j2
sité naturelle d(Lg Odu langage L est égale a gg!é 5
Le théoréme ci-dessus peut &tre utilisé, dans certains cas, pour
prouver qu'un langage n'est pas rationnel. Je ne connais pas d'exemple d'un
langage algébrique inhéremment ambigu ayant une densité non algébrique.
Par ailleurs, je n'ai pas pu prouver pour les morphismes de norme 1 , une
propriété analogue au résultat suivant de M.P. Schiitzenberger (1965) qui

étend également la proposition 1.2.

* x
Proposition 2.3. : Si L < X st rationnel et si T € H(X ) est

T . .
.de norme 1 , alors dl(L) existe et appartient a Q(U) .

Il n'y a pas & réciproque au théoréme 2.1. Plus précisément, notons
g“(L) = % t'g(mf : €L n X} 1a fonction génératrice relativement a
rz0 *
T du langage L © X , Si T est le morphisme naturel, on retrouve la

notion habituelle de fonction génératrice.

* *
Corollaire 2.4. : Soit LS X et T €H(X) de norme |T| # 1
tel que dn(L) existe ; pour que dn(L) € Q(T) , il suffit que la série

il : o .
g'(L) soit une série rationnelle.

Preuve : Si la série gn(L) est rationnelle, il en est de méme de
. =1 &
la série gn(L)(1-t) = T ﬂr(L)tr . Le corollaire résulte alors de la
r20

preuve du théoréme 2.1.

Soit par exemple L 1le langage sur X = {x,y} défini par
*
L=1,UX, U}, on L= (£€x(xd) tlel > lel ) . ona

2 2
Card (L1 nx r+1) = 2°F , et la fonction génératrice naturelle du langage L
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est g(L) = %EEE . La densité naturelle d(L) de L , si elle existe,
est donc un nombre rationnel. En fait, d(L) = 142",

3. DENSITE DE LANGAGES RATIONNELS.
Dans ce paragraphe, nous étudions la nature et le nombre de points

1
d'accumulation de la suite (JILE;—) , que nous appelons suite de densité,
(x) r=20

lorsque L est un langage rationnel ne possédant pas de densité relative-

ment au morphisme 1 . Ceci nous permet en particulier 4'étendre le théoré-
me 2.1. & ce cas en remplacant la densité par la densité supérieure ou in-

férieure.

Soit W un sous-semi‘anneau unitiare du semianneau des nombres

réels non négatifs. Le semianneau Ratw(t) des séries WR-rationnelles
en la variable t est le plus petit semianneau & de séries formelles
contenant les polyndmes et tel que a(t) € X et a(C) = O impliquent
-1
at(t) = T (a(t)® = a(t)(1=a(t))™" € x .
nz0
On peut démontrer le résultat suivant (Berstel (1972))

Proposition 3.1. : Une série a(t) vérifiant a(0) = O appartient
a Rata(t) ssi il existe un alphabet X , un langage rationnel L & x* >

%
et un morphisme T € H(X ) & valeurs dans R tels que a(t) = gﬂ(L) .

On re dispose pas, pour l'instant, de caractérisation analytique
des séries #-rationnelles. Une condition nécessaire pour qu'une série
rationnelle & coefficients dans ® soit f-rationnelle est donnée dans
le théoréme suivant (Berstel (1971)), dont nous rappelons la démonstration

par souci de complétude.

Théoréme 3.2. : Soit a(t) une série rationnelle & coefficients dans

R qui n'est pas un polyndéme ; pour gque a(t) € Ratﬁ(t) , i1 faut que 1l'ar-

gument de tout pdle de a(t) situé sur le cercle de convergence de la sé-

rie soit multiple rationnel de 2m .

Preuve : Notons X 1la famille des séries rationnelles a coéfficients
dans R qui sont des polyn&me§V53nt les pbles situés sur le cercle de con-
vergence ont leurs arguments multiples rationnels de 2m . Pour démontrer
le théoréme, donc que Ratﬁ(t) S X , vérifions d'abord que X est un semi-
anneau. Pour cela, soient a(t) , b(t) € ¥ , et posons c(t) = a(t)+b(t)
(resp. c(t) = a(t)b(t) ).

Si a(t) et b(t) sont des pclyndmes, alors c(t) € X . Sinon,
les pdles de la série c(t) Ffigurent parmi les pdles des séries a(t)
et b(t) . Par ailleurs, p(c) = min (p(a),p(b)) , ou p(s) est le rayon

de convergence de la série s , et les pdles de c(t) de module minimum
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figurent parmi les pSles de module minimum de la série a(t) si p(a) < p(b),
des séries a(t) et b(t) , si p(a) = p(b) . Dans les deux cas, les pSles
de c(t) de module minimum ont leurs arguments multiples rationnels de 2m ,
donc c(t) € X .

Si a(t) est une série rationnelle non nulle, & coefficients non
négatifs, vérifiant a(O) = 0 , alors il existe un nombre réel positif
unique r < p(a) tel que a(r) =1, et r est pdle de la série
c(t) = (1—a(t))_1 . Cette série est & coefficients non négatifs et posséde,
par un théoréme de Pringsheim (cf. par exemple Titchmarsh (1968)) un pdle
réel positif sur son cercle de convergence, donc r = p(c) . 851 z est
un pdle de c(t) de module r , alors 1 = % anzn = T anrn , d'ol

n21 nz21
l'on tire anzn = anrn pour tout entier n 2 0 puisque a, 2 0 . Comme
la série a(t) est non nulle, ceci implique l'existence d'un entier p 2 1
tel que PR , et en choisissant p minimal, on a a, = 0 pour tout
entier n ¥ 0 (mod p) . L'argument de z est bien mmltiple rationnel de
2m , ce qui achéve la preuve du théoreéme.

On peut donner ®s exemples de séries rationnelles & coefficients
dans R dont tous les pdles sur le cercle de convergence ont leurs argu-
ments multiples rationnels de 2T , sans que ces séries soient R-ration-

nelles (voir Berstel (1972)).

Nous utilisons maintenant ce théoréme pour étudier le comportement

ﬂr(R *
de la suite (-~-- - pour un langage rationnel R C X .,
n.(x) r20
* *
Théoréme 3.3. : Soit R < X un langage rationnel et T € H(X ) ;
il existe un entier p 2 1 tel que, pour tout k (0 sk s p-1) , la
T]np-rk(R)
suite (==Z==--, %) converge vers un élément de g(ﬂ) .
2
T\mp-pk(x ) s
Preuve : Le résultat est vrai avec p = 1 si |ﬂl <1 par le

théoréme 2.1. et la proposition 2.3. Supposons donc q = lﬂl > 1. Soit y
une lettre qui n'est pas dans X, Y= {y}U X, et R' 1a partie ration-
nelle de 'a définie par R' = y R . Si T € H(Y*) est définie par

ﬂy =1, ﬂlx =T, la série ¢ (R') est R-rationnelle par la proposition
3.1, o RC Q(T]) est le sous-semianneau de R engendré par Q et les

Mx (x € X) . Par ailleurs gn(R') =a(t) = ¢ T]r(R)tr g
r20
Soit J 1'ensemble des pdles de la série a(t) dont les arguments

sont multiples rationnels de 27 , et soit p 1le plus petit entier tel que
p €3 implique oP € R+ . Pour chaque entier k € {0,...,p-1} , la série
a(t) = ¢ T, t? est R-rationnelle comme image de la série a(t) par
k n=0 p+k

la transduction R-rationnelle r = (tk,1)(1-(tn,t))-1 5
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Fixons alors k € {0,...,p-1} , et supposons que la série ay(t)
n'est pas un polyndme ; ses pdles étant les puissances p-iémes des ﬁ6les
de la série a(t) , la série a}(t) a un p8le unique réel positif o de
module minimum r en vertu du éhéoréme précédent, module qui peut d'ail-

leurs &tre plus grand que p(a) . Pour n assez grand, 1| (R) s'écrit :

np+k

0

n (R) = P(n)o” + ‘Z Pi(n)a? )

np+k 121
ou P(t) , Pi(t) sont des polyndmes, @ = 1 , et les o, sont les in-
verses des pdles de ay(t) autres que 0o ; donc o > lail (i € [s]) . 11

s'ensuit que

r
Yy T E md
dk = lim ===2==e=g- = Z== 1lim -=—=-=- e
n—e nnp+k(x ) n—e 1

existe? Pour que ce nombre soit non nul, il faut que o = qp , et que le
polyndme P(n) se réduise a une constante X , auquel cas dk = ﬁgiggh .
Notant A(t)/B(t) (A(t),B(t) € R[t]) 1a fraction rationnelle dont la
série ak(t) est le développement, il est classique que X = - «@ gg%%y ,
o B' est la dérivée de B . Il en résulte que dk € g(ﬂ) . Si enfin
ak(t) est un polyndme, alors évidemment dk = 0 . La preuve du théoréme

est achevée.

*
Appelons densité supérieure (inférieure) du langage R < X rela-

*
tivement au morphisme T € H(X ) 1le nombre

R)

T nr(R) T r
d'(R) = 1im sup (-T--g-) (resp. d'(R) = lim inf (-=--g-) ).
" ol m(x) - e T (X))
o r
On a donc 1le
*
Corollaire 3.4. : Pour tout langage rationrel R C X |, et tout

*x %
morphisme 1 € H (X ) , les nombres dP(R) et d?(R) appartiennent &
Q(m) .

L'exemple 2 du paragraphe 1 montre que le nombre de points d'accu-
mulation de la suite de densité d'un langage rationnel R peut &tre arbi-
trairement grand. Par contre, il est possible d'en donner une borne supé-
rieure en fonction du nombre d'états d'un automate reconnaissant R dans
le cas ol le morphisme considéré est le morphisme naturel. Pour cela, soit
¥ la fonction définie par :

1
V(N) = Max {p : p = ppem-(py,Pyse--4py)y1 21, T o(p.) SN},
j=1 e
ot ¢ désigne la fonction d'Euler. On a le
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* *
Théoréme 3.5. : Soit R < X un langage rationnel et T € H(X ) 1le
SO CTE 2o 2. s T -4
morphisme naturel ; la suite (JEKB;—) a_au plus ¥ (N) points d'accu-
T_(X') r20

mulations, ou N est le nombre d'états de 1'automate minimal reconnaissant

R ; de plus, si R n'a pas une densité naturelle nulle, le rayon de con-

o x 2 4 . -1 ~
vergence de la série génératrice de R est (Card X) , €t _tous ses pdles

sur le cercle de convergence sont simples.

Preuve : Si Card X = lﬂl =1, la densité d(R) existe par la propo-
sition 2.3. Elle est non nulle ssi R est infini, et alors la série géné-
ratrice de R est de la forme g(R) = P(t)(?-tm)-1 pour un polyndme P(t)
et un entier m 2 1 . D'ol le résultat.

Supposons -donc q = Card X > 1 , et que la suite de densité posséde
au moins un point d'accumulation non nul. Soient 01.02,...,ar (a1 = lail .
i= 2,...,r) les inverses des pSles de module minimum de la série
a(t) = ¢ T\r(R)tr ; soient a

r20
de sorte que pour n assez grand, on ait

n, (R) =

on B = T Pi(n)a? , et Pi(t) € c(t) pour tout i € [s] . Soit p 1le
i=r+1
plus petit entier, qui existe par le théoréme 3.2, tel que af = af pour

SCTEEETLA les inverses des autres pdles,

n

™Mo

r
n n
Pi(n)cvi = i?1 Pi(n)ai + B

i=1

tout i € {2,...,r} . Nous vérifions d'abord la deuxiéme partie de 1'énoncé.

o pyn u
Pour k = O,...,p-1, on a 1 (R) = Ok(n)(a1) + Bnp+k , et le polyndme

np+k
z X
Q}(t) = T Pi(tp+k)di n'est pas identiquement nul pour un k au moins.
) i=1

On entire 01 =q , et que Qk(t) est une constante u} pour tout

x € {0,...,p-1} .
Nous vérifions maintenant que les polyndmes Pi(t) (i € [r]) sont

des constantes. Soit en effet U 1le maximum de leurs degrés, posons

v
Pi(t) = X pilt1 . Le fait que Qk(t) soit une constante se traduit par :
1= :

o

My

v
1y,1-3\ Kk .
(¢ pil(j)k J)cxi =0 3=1,eee,U ; k=0,.0.,p=1 .
i=1 1=j

Comme les o, (i € [r]) sont distincts, ona p2r . Il en découle, en
considérant le déterminant de Vandermonde (af) (1 €lr] , x=0,...,r-1)

") .
que I pil(:;)kl-J = 0 pour tout j € [v] et x € {0,...,p-1} , d'ond
1=

enfin = 0 pour tout i € [r] et tout 1 € [U] . Ceci montre que les

P.
il
polynémes Pi(t) (i € [r]) sont des constantes, soit A, » donc que les



354 J. Berstel

pdles o (i € [r]) sont simples. Par le théoréme 3.3, on sait que le nom-

bre de points d'accumulation de la suite de densité est < p , nombre que

nous allons majorer. Pour cela, soit A(t)/B(t) = a(t) , oux A(t),B(t)

sont deux polyndmes sans facteur commun, et soit w = degré B(t) . Posons

B'(t) = B(g) . Les r racines de 1l'unité g- (i € [r]) figurent parmi

les racines de B'(t) . Or si ces racines sofit d'ordre p; » alors

P = ppcm(p1,...,pr) » avec d'ailleurs p, = 1 . Autrement dit, le polynéme

B'(t) contient comme facteurs les polyndmes cyclotomiques des racines

pi-iémes de 1'unité qui sont respectivement de degré w(pi) . I1 en résulte
r

que le degré w de B'(t) vérifie w-12 I w(pi) , et que le nombre p
i=2

appartient & 1l'ensemble des nombres p' de la forme p'é(p'z,p'3,..,p'm)

m
pour lesquels & w(p'i) S w-1. Do p = ¥(w=1) .

i=2
Soit maintenant A = <S,so,F,6> l'automate minimal sur X recon-

naissant R , et N = Card S . L'automate A' = <S',so,F,6'> sur

Y={ylUX (y§¢X), avec ' ={s}Us (5¢5S), et la fonction de

transition &' définie par : 6' | SxX = & , 6'(so,y) =5, 8'(s,y) = s
*

6'(s,z) = s (z € Y) , reconnait le langage R' = y R et a N+1 états,

Soit M (ms.s,) . r

8'(s,z) = s'} , posons M = (mS s') , de sorte que m
’

8'(s,f) = s'} et

la S'xS'-matrice définie par m_ _, = Card {z ey
’

(ri' = {(revY .

S

by mgr)s = Card (R' N Y) = ﬂr(R> i
s€F ?;)

Chacune des suites (m vérifie 1'équation de récurrence défini

s,s')rZO
par le polyndme caractéristique de la matrice M , et il en est de méme de
la suite (ﬂr(R))rzo . Comme B(t) divise ce polynfme, on a w = N+1 .,

Ceci achéve la preuve du théoréme.

4. DENSITE RELATIVE DE DEUX LANGAGES.

*
Lorsqu'un langage R C X est inclus dans un autre langage
*
R* © X , il peut &tre intéressant de savoir & quel point R approche de
R' , en comparant les densités de R et R' , Ceci conduit A la définition

suivante :

* *
Définijition : Soient R C R' © X deux langages et T € H(X ) . La
densité relative dn(R/?') de R A R' par rapport & T est la limite,

si elle existe, définie par :
n_(R)

U ') = 1lim  mlree
a'(R/R') = 11:'” ﬁr“" .

On définit de mé&me la densité relative supérieure d?(R/k') et inférieure
*

dT(R/?') . La densité (absolue) d'un langage RC X n'est autre que la
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*
densité relative de R par rapport a X .

*
Exemple : Soit X = {a,b} , A= {az,b} , B = bA . Pour calculer la

densité relative naturelle d(B/A) , on constate que Card (4 N X) =

Card (A 11 X*™1) 4 card (A N X*72) = Cara (B N X*3) (r 2 2) . Notant £
ce nombre, on a fo =1, f1 = 1, donc (fn)nzo est ia fuite ges nombres
de Fibonacci. Il est facile de voir que d(B/k) = lim "%“‘= === .

roe r 15

Cet exemple montre que la densité relative, méme naturelle, de deux
langages rationnels n'est pas en général un nombre rationnel. Par contre, on

a le

*
Théoréme 4.1. : Soient R C <X deux langages rationnels, et

Rl
X
TN € H(X ) . La densité relative d '(R’R') , si elle existe, est un nombre

algébrique sur Q(T) .

Nous démontrons le résultat plus général suivant

x
Proposition 4.2. : Soient R & R' & X deux langages rationnels et

T € H(X ) ; il existe un entier p 2 0 tel que, pour tout k (Osksp-1) ,

la suite (ﬁ-—_—(§77>n20 converge vers un nombre algébrique sur 3(”) .
np+k
Preuve : Soit & 1le semianneau des nombres de g(ﬂ) non négatifs.
o r . r
Les séries &(t) = % 1 (R)t" et &'(t) = ¥ 1T (R')t sont L-ration-

r20 T r20 T

nelles, et on peut donc appliquer le théoréme 3.2. Soit p un entier tel

que pour tout ple o de 6(T) et tout pdle o' de &'(t) Ad'argument

1
multiple rationnel de ™ , les nombres o? P

et o soient rationnels

positifs, et désignens par 6}(t) et 6|P(t les séries JI-rationnelles
5,(t) = = 8 (r)t" ' (t) = ©

rz20 ‘ rz0
6'}(c) ont un pSle unique de module minimum qui est réel positif par le

(R1)+" . Les séries 5}(t) et

)
rp+k rp+k

théoréme 3.2. Notons a et o les inverses respectifs de ces pdles ;
L < .
il existe deux polyndmes Pp(t) = aytm s Y, et F'}(t) = a'ytm PRt
a coefficients algébriques sur 0Q(T) tels que
- (R mr
“rp+P\ ) a,r ak
1im  ===-=735 = 1im —====3--- .
T R mrsr
e rp+k re a' r ”'y
- . . . <1 o
Cette limite existe puisque qrp+k(R) ‘rp+k(R ) 4, et si elle est non nulle,
alors a} = a'} , m=m' , et elle vaut a]{/a']r qui est algébrique sur
Q(M) , ce qu'il fallait prouver.
. . L . L. N o /o
Corollaire 4.3. : La densité relative supérieure d+(R R') (resp.
*

=
inférieure dj(R/R‘) ) de deux langages rationnels R < R'XC X  par

53
rapport & un morphisme T € H(X ) est un nombre algébrique sir Q(7) .
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* *
Comme exemple d'application, considérons le langage D; <X ,
* * *
od X = {x,y} et Dy = xDj yDi U {1} . On a 1e résultat suivant (Berstel
(1972)) :
*

Corollaire 4.4. : Pour tout langage rationnel R < D{ , la densité

=
relative naturelle d(R/b; ) est nulle.

*
Ceci montre que D; ne peut pas €tre "bien" approché par un lan-

gage rationnel contenu en lui.

5. APPLICATION AUX ENSEMBLES ACCEPTABLES DE NOMBRES.

Soit k 2 2 un entier, k = {0,1,...,k-1} et e 1le mot vide de
* ) *
k . On définit une application p de k dans N en posant, pour

. ¥
£=x X eee x €k (xi € k) :

n n-i
p}f = I xik‘ .
) i=0
L'entier p}f est le nombre m 2 0 qui s'écrit, en numérotation de base
¥ et éventuellement précédé de lettres O , sous la forme f= X X

ERES: S
1 n
*
Pour tout entier m 2 0 , on note Uym le mot f € X le plus court
4 1 *
tel que p f =m. En particulier 0,0 = e , et p. (m) =0 om .

Une partie A C ﬁ est rationnellement (resp. algébriquement, al-
gébriquement et non ambigument) acceptable en base k 2 2 ssi le langage
okA , ou de fagon équivalente le langage p;1A = O*ckA e:t un langage
rationnel (resp. algébrique, algébrique non ambigu) de k . On note res-
pectivement Rat(kx) , Alg(k), UAlg(k) 1'ensemble ées parties de N de

cette nature.

Exemples : 1. Pour k 2 2 , l'ensemble A, = (x™ : n € N} appartient
§4 c

w
a Rat(k) puisque O}A =eU 10 .

2. L'ensemble B} = {(kn+1)2 :n 21} appartient a
UAlg(k) pour tout k 22 . On a en effet :
A410%20"1 :n 20} si k=23 ;

o B =<

k n4+2

Y0%10™2%1 s nzo0) U {10%1) si k= 2.

La propriété fondamentale découlant des considérations antérieures est la

suivante :

Propriété 5.1. : Soit A C N un ensemble possédant une densité asympto-
tique 6(A) (= iiz 9252-3—0--51) ; si A € Rat(k) , alors &(A) est un

nombre rationnel ; si A € UAlg(k) , alors 6(A) est un nombre algébrique.

Dans le cas des ensembles rationnellement acceptables de nombres,

cette propriété a été établie directement par Cobham (1972). Nous la dédui-
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sons du théoréme 2.1. par la

Proposition 5.2. : Si AC N aune densité asymptotique é(A) , alors

- *
le langage L = py1A C k posséde, pour tout k 2 2 , une densité naturelle
a(L) , et d(L) = 8(a) .

Preuve : Ona Card {L (1 X*} = Card A N [¥'=1] , donc
o] T 47 r .
8(a) = 1im f2rd.A0 L =1 g Gard (0 1R 1 aq .
re [x -1] reeo Card (X )
Exemplec 1 : L'ensemble F des nombres quadrat-frei a une densité asymp-

totique &(F) = éi (cf. Hardy, Wright (1965)). Il en résulte pour tout
k22, ona F§UAlg(k) .

La proposition suivante donne un critére plus souple
Proposition 5.3. : Soit AC N, et soit b(t) = brtr une série

rationnelle & coefficients rationnels telle que pour un entier k 2 2 , la

dimite c = lim b_ Card (a N [¥])

I—.w
existe ; si A € UAlg(k) (resp. A € Rat(k) ), alors c est un nombre al-

gébrique (resp. rationnel).

Preuve : La série a(t) = T Card (A 0 [¥7=11)t7 est algébrique
rz20
(resp. rationnelle) en tant que série génératrice du langage p;1A . Il en

est de méme de la série u(t) =% urtr » ol uw =b_ Card (an [k-1]) en

tant que produit de Hadamard de a(t) par b(t) . Comme 1lim u, = c existe,

r—o
la proposition résulte du lemme 2.2.
Cette proposition peut s'appliquer comme suit
Exemple 2 : Soit d(n) 1le nombre de diviseurs de 1l'entier n , et
D= {d(1) + d(2) + ... + d(n) : n 21} . On sait (Hardy,Wright (1965)) que
T
- m r k .
D AP - 1 ¢ [ . — .
Card (D N [m]) T donc Card D N [k ] m=paset La série b(t)
de terme général br = E; est rationnelle, de sorte que le nombre c de
k
la proposition précédente vaut c = ia%-; qui n'est pas algébrique. Il en

résulte que D § UAlg(k) , quel que soit l'entier k 2 2 .
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