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1. Introduction. Il est bien connu [8] qu'un polyndme f & coefficients
entiers est puissance L-idme d’un polyndme & de méme nabure si f{n)
est puissance %-idme d’un entier pour tout ne N, et méme sl en est ainsi
pour tout we A, ot A est une partie de N qui rencontre toute progression
arithmétique [6]. D’autres propriétés analogues de factorisation, pour
I composition des fonetions, de polyndmes ow de fractions rationnelles
peuvent se formuler comme solutions partielles au probleme général
suivant:

(»),,Hitant donnés deux ensembles de nombres & et 7, deux applications
fet g de B dans F, et une partie A de E, déferminer les conséquences
de Iinclusion f{A) = g(E)”. .

Lfinclugion f{A) = g(F) équivaut & Pexistence d’une application &
de A dans F telle que f,;, = goh. La conclusion cherchée est que % est
»de méme nature” que f ou g, ét de déterminer la forme particnliére
que prend alors la fonetion f. Ainsi, si fe Z[1], et ¢ = t*, le théoréme rap-
pelé ci-dessus affirme que b est éga.lemenh n polvnome, et done que f
se factorise en f = W%,

On constate que- des propriétés établies lorsque 4 = N ou 4 = Z
restent souvent vraies lorsque A n’ext plux qu'une partie de N ou de Z
rencontrant toute progression arithmétique. Il en est aingi pour dnoncé citéd
plug haut; ¢’est le.cas également du théoréme de Fatou, comme I’n pronvé
Rauzy [10]. Un tel ensemble A est appeld arithmétiquement dense par Rauzy.

Dans ceb article, nous examinons Je probléme () dans quelques
sifuations trés partiouliéres, qui trouvent leur application dans 1étude
des propriéhés arithimnétiques de langages formels [3]; les ensembles E
et I seront N, Z ou @, et les fonctions f et ¢ des polyndmes, des fractions
rationnalles ou ce que nous appelons des fonetions adrationnelles, c’est-a-dire
des fonctions u telles que la smite (u(n)),., soit une suite récurrente.

Dans la deuxiéme section, mous rassemblons quelques propriétés
des ensembles arithmétiguement denses. Les résultats que nous avons
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obtenus ce formulent en trois théorémes princpaux qui sevont démontrés
avec leurs corollajres dans les sections 3, 4 et 5. Ces théordémes sont ley
suivants:

Trtokiye L Soit o = Yu,t* uné série vationnelle & coeff@cwmg
entiers et A = N un ensemble ar @thméhg@tommzt dense; &'l existe un entier
Bl del que, pour tout ne A, u, & au plus b factewrs premiers distinets,
alors o7 se met sous la forme:

-1

" tm
) o ) 5

ot PeZ[t], M=1, o ﬂm, bpeZ pour m =0,...,M—1.

Ce théoréme précise un résultat di i G. Pélya [6]. Remarquons qu'il
implique que, sauf si o ze met sous la forme (1), le nombre de facteurs
premiers divisant u,, et donc la taille du plus grand facteur prermier
divisant «,, ne sout pas bornés lorsque # tend vers Pinfini. Dans le cadre
du probléme (%) on peut formuler les hypothéses du théoréme I comme
suih: :

Ll’ensemble {u,: n > 0} est contenu dany l'ensemble H(N) des va-

_leurs d'une fonciion b qui émmure fex entlerﬂ ayant au plus b facteury

premiers distincts.

TehorBME IT. Soit fe Q (1) une fraction rationnelle ¢t A < Z um ensemble
arithmétiquement dense;
(1) 8i f(A) < gl&) pour ge Q(F), il ewisie re Q[t] tel que [ = gor;
(2) 81 f(A) = p(O) pour Pe QT%], il emviste g Q(t) tel que f = pog.
Ceci représente 'extension aux’ fractions rationnelles du théoréme
cité plus haut.
Ti{EORﬁME IIT. Soit o = ) 1.;(:"1)15.’L une série rationnelle &
n={
emwﬂs ayaint un pole unique simple sur son cercle de conver gmce st u{N)

& coefficients

< p(Z), pour pe C1), il ewiste une série rationnelle # = ,.\,:1 w(n) " & coef-
. ‘n=0

ficiends entiers telle que u = pow.”
. Ce théoréme est une généralisation d’un résultat di & Ch. Pisot (.
[1]). | | ,

2. Ensembles arithmétiquement demses. Un sous-ensemble 4 de
N (resp. de Z) est avithmétiguement dense dans N (resp. Z) &'l rencontre
+ toute progression arithmétique infinie de N (resp. de Z), donc si pour
tout a,be N (resp. w,bcZ), a 0, on a An(aN+b) #O (resp. An

N{aZ+-b) # &), La terminologie, due & Rauzy, est justifiée par la re-

marque guivante [10]: .
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8i 'on munit: N (1esp. Z) de la topologie la moins fine qui rende
continue les injections cancniques de N (resp. Z) dans @,, pour toub
nombre premier p, alors les progressions arithmétiques oN-4+b (resp.
aZ + by pour tout a< N {0}, foament une base de voisinages de b, et par
conséquent A est un sous-ensemble dense de N (resp. Z) pour cette to-
pologie.

$i A est arithmétiqguement denze dans N, il Dest également dans Z,
mais si A est arithmétiquement dense dans Z, alors 4NN ne Pest pas
nécessairement dans N. Donnons, pour références ultérieures, quelques
propriétés élémentaires des encembles arithmétiquement denses:

Prorogitiox 2.1. Soit A erithmétiguement dense dans Z.

(1) L'emsemble A remcontre toute progression arithmétique une infindté
de fois; ‘

(ii) Soicnta, be Z, azt O3 Vensemble B = {ke Z| al-+be A} est arithmé-
tiguemcm dense;

(ili) ZPensemble B = {ne A| in| =

Preuve. (i} est due & [5], et (i) en découle immédiatement. Pour

= N, fivé} est avithmétiquement dense.

 vérifier (ii), soit o' Z+ 3" (' 5+ 0) une progresrion arithmétique et soit

ze An(aa’'Z+ab’ 4 b). Il existe k'eZ tel que o =ala k’—]—b)—}—beA :
done k =a&'F --b'eB ot Bn(a'Z+4b") n'est pas vide.
ProposITION 2.2. 8% lo densité supérieure dTP de P < N est 1, alors
P est arithmétiguemens dense. '
Supposons en effet que

dtP = lim SUp — Oaad (Pnio, .

H—-0o

a”’}) =1,

et qve P ne rencontre pas la progression arithmétique aN-+-b (a1,
b= 0) Alors

Card (Pi0, ..., ak+ b)) < (a—1)k+b,

Des -ememples d’ensembles arithmétiquement "denses A< N sont
fourniy par les enzembles de fréquence =1 de Rauzy [9]. Rappelons que
J < N est de fréguence >1 #%l existe un nombre réel g > 1, tel que,

et dTP<L1--1fa.

pour tout m, >0, il existe ze¢ N, avec @ x, et {n: a<n< g} < J.

Les ensembles de fréquence > 1 ne forment pas tous les ensembles arithmé-

tiqguement denses de N, comme le montre ensemble 4 = ) {#®®*,n*--1, ...
. nelN
o, #P-Fn—1}. L’ensemble A contient des intervalles arbitrairement

grands de nombres entiers conséeubifs, et est par conséquent arithméti-
quement dense, sans étre de fréguence > 1. Uet exemple montre de plus
qu’il existe des emsembles arithmétiquement denges de densité agympto-
tique nulle. Une autre différence importante entre les ensembles arithmé-
tiquement denses de N et les ensembles de fréguence >>1 est que les
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premiers peuvent ne pas contenir de nombres premiers, alors que les
derniers en contiennent nécessairernent une infinité. I’ensernble B desy
entiers qui possédent un facteur carré est en effet arithmétiquement denge,
eomme on le voit immédiatement. :

3. Une généralisation d’un théeréme de G. Pélya. Soit & un corps

o3
commutatif; une série formelle o = } @, & coefficients dans K ext
n==(

rationnelle 5% existe g;, ..., g,¢ I, g, # 0, nye N tiels que;

(31) an-{«h m 'QI aﬂ,-}-h—l + e + gk ﬂ;'ri.

pour tout » = mn,. La série o7 représente alors le développement en série
de Taylor, autour de l'origine, d’une fraction rationnelle P/, oix P, Qe K[t],
ef

Q) =1 —qt—... —gt".

La relation (3.1) est Ia plus courte relation de récurrence que vérifie
la suite (@), i, et seulement si P et ¢ sont sans facteur commun; clle
est verifiée pour tout m > 0 s, et seulement si degré P < degré . Une
série rationnelle pour laquelle cette condition est véritide est dito TOTINA-
lisée. _ '

Appelons, avec'B. Benzaghon [1], swite de Pélya une suite (@, ).,
de nombres rationnels telle que la valuation p-adique 2, est triviale sur
(@u)izo DOUT tous les nombres premiers A Pexeeption d’un nombre fini
d’entre eux. G, Pélya [5] a caractérisé les séries rationnelles normalisdes

[
= X a,i" & coetficients rationnels dont la suite des coefficients 8- 2
n=0 ' =2

est une suite de Pélya (résnltat généralisé aux séries i coefficients dans
un corps de nombres quelconque par Benzaghou (1], en prouvant que
ces séries sont de la forme suivante, appelées séries de Pdlya:

M1

(3.2) o = Z’ A
ey 1 bth ’

ou M =1, et by, ..., b, ¢ Q. Nous DProuvons ici que la méme conclusion
reste vraie lorsque les hypothéses dn théoréme de Polya sont attaillies.
D’une part, on ne considére qu’une sous-suite de la suite des coefficients
dont les indices forment un ensemble A arithmétiquement dense dans N
{(suivant ainsi la démarche de Rauzy [10] pour le théoréme de Faton),
et d’autre part, on n’impose de restrictions que sur le nombre de facteurs
premiera distinets des coefficients &, (ne N). ' o

~ Appelons suite de Pdlya géndralisée une suite (@ )0 de mombres ya-
tionnels pour laquelle il existe un ensemble arithmétiquement dense A
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de N, et un entier & > 0 vérifiant: pour tout ne A tel que @, #* 0, on
@ vy(a,) ¥ 0 pour an plus & nombres premiers. Toute snite de Pélya est
une suite de Polya généralisée. La suite (a,),s., définie par a, = p si p
est premier, a, = 0 sinon, est une suite de Pélya généralisée sans &tre
une suite de Polya.

. .
TukorEME L. Soil o = 3 a,t" une série rationnelle normalisée & coef-
R}

Ji cients rotionnels; la suite (a,),=, st une swite de Polya généralisée si, eb seule-

- ment 8 s est une série de Pélya.

Remarque. On construit facilement des exemples montrant gue ce
résultat est le meilleur possible en ce sens que si 1'ensemble A & une inter-
section vide avee au moins une progression arithmétique bN ¢, la con-
clusion du théoréme cesse d’8tre vraie.

Dans Vexeniple d’application suivant, d{m) est le nombre de diviseurs
de me ZN\{0}, et d(0) = 0. - '

CoroLLATRE 8.1, Soit & = ' a,i" une série rationnelle & coefficients
. =4

entiers; pour que les coefficients de <7 soient bornés, il faut et il suffit quil
ewiste wn ensemble arithmétiquement dense A < N tel gque sup{d{a,)!
fne A} < oo,

Preuve. 8i sup{d(a,}| ne 4} = k< oo, chaque a, (ne¢d) a au plus
% facteurs premiers. On peut d’autre part supposer la wérie o normalizée
en modifiant au plug un nombre fini de coefficients; par le théoréme,
la série .7 est done de la forme (3.2), et comme chacune des séries

1L
&, t

11 contient une infinité de coefficients d’indice dans A (par 2.1),
T Y%m

on a bme.{—l, 0,1}, ce gui prouve le corollaire.
Pour la preuve du théoréme I, on utilise les trois lemmes suivants
dus & Benzaghou [1]. ' '

o
LEvve 8.2, Soit o7 = 3 a,t" une série rationnelle & eoefficients comple-
n=0

wes. Il existe un entier M tel que pour tout m = 0, ..., M—1, les séries

e,

(=]
A par = D, Oyt Sabisfont la propriété (8) swivante:
re=0 -

(8) aucun des quotients a;fo; de deuw poles a; ¢t ay de o, 3 nest une

racine de Vunité autre que 1.
: .
Levve 3.3, Soit o = Y a,1" une série rationnelle & cocfficients ration-
=0 .

nels, et p un nombre premier. Il existe N = 1, et un entier n, tels que Dap-
plication v = Uy (@, 1 piv) SOEE une fonction affine. :

Autrement dit, il existe 4, # tels que Oyl pony) = /"w_+ e
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LeMyE 3.4, 81 ld série of = Z w, 0" & cogfficients complewes, satisfait

a la propriéié (B), ¢ ¢, pour des mtms v, Ty 4l ewiste une relution de Ta Jorime
Gy == CA" Pour une infinité de ne N, alors o, est de la forme a, = o g™
pour fout ne N. ‘

Preuve du théoréme I. a). Daprés le théoréme d’Hisenstein,
il exivte un entier ge NN{0} tel que b, .= ¢“'a,eZ pour tout = = 0.
Gomme (@), est une snite de Polya génbralisée si, ot seulement si (b,),..
Pest, on peut rupposer & & coefficients entiers. D'autre part, il suffit
de prouver le théoréme ponr les séries of,, 5 donndes par le lemme 3.2.
Comme les ensembles A,, = {k: m-{—]rMeA} sont arithmétiquement
denses par 2.1 (ii}, on peut supposer que la série & véritie la condition (8).

b). Notons, pour une suite (u,),.n d’entiers, et une partie ¥ < N,
par 2((t,)pp) Iensemble des nombres premiers divisant an moiny un
u, avec neP. Nous allons vérifier qu’il existe un ensemble axithméti-
quement dense B < N, et deux entiers , T (I = 1) tels qug .@((a
ext fini. _

Soit en effet & le plus petit entier %’ tel que pour tout ned, a, 2
aw plus ¥ facteurs premiers distinets. 8i & = 0, 1’&.&&6]?111011 ert trivia-
lement vraie pour ¢ = 0, T = 1, B =A.

Supposons done & > 0, et supposons gue la suite (a,) vérifie la re-
lation de récurrence (3.1). Dans I'ensemble J des indices ne A tels que
@, & exactement % facteurs premiers distincts, soit r un de ceux pour
lesyuels le nombre s de facteurs premiers p ne divisant pas g, soit maximal,
Par construetion, on o done Card{p| ple, et p 1 g,} < s pour tout ned.
Soient Py, Pay ..., ¥, les facteurs premiers de @, ne divisant pas gy, et
P =pPs...p,. La suite (a,),n est puremént périedique mod P [4].
Soit T' sa période, et soit B = {n: r+ale A}, Par 2.1 (ii), B est arithmé-
tiquement dense dans N. Pour tout e B, 4, . = 0{modP), el en vertu
de la maximalité de s,
dehors de py, pa, ..., P, au plus les facteurs prerviers de gy, qui sont
en nombre fini. Les diviseurs premiers de la suite {@ppnmlnen FOUL done

. en nombre-fini, ce qu’il fallsit prouver. '

¢). Posons 2((a, mpp) = {P1; -, ;). Lo démonstration re fait
par vecurrence sur L 8i I = 0, alors a,,,p¢{0,1, —1} pour tout neB;
par le lemme 3.4, on a a, = & pour tout ne N ml e {0,1, —1}, et la sé-
tie est bien de Pélya. 8i 1> 0, posons pour tout ne B,

V‘-I-nﬁ")'n,eli)

PR o)

Gppnp = § epe {1, +13, ‘Pi('”’) eN.
La série 3 o, 1" - Stant rationnelle, il existe, par-lemme 3.3, des entiers

fno et N tels gue Papplication n-—sv 5y (O g Nmg) - BOIE affine. Posons
Vp ( yngryyrn) = M+ p. Tensemble (J

Gy 1€ IJO“Séde comme facteurs premiers, en -

{n: wy+- NneB} est arvithmé-
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tiquement dense, et la série b = }'b. 0" ol by e P = tp pp
(' =r+n,T, T = NT) est évidemment rationnelle. Il existe donc
un ensemble arithmétiquement dense C tel que 9’((br'+nr')mc) soit fini
et ‘de cardinalité —1. Par hypothése de récurrence Ia série b est
de Pélya donc a,.,,p s'écrit sous la forme @, = p¥+#ed™. Par le lemme
3.4, on a a, = ¢'d™ pour tout ne N. Ceci achéve la démonstration.

4. Factorisation des fractions raticnmelles. Dans cette section, nous
prouvons le théoréme suivant qui est Panalogue du théoréme de factorisa-
tion des polyndmes.

TutorEME IT. Soit fe Q(1),
arithmétiguement dense dans Z;

(1) 82 f(A) < g(Z) pour une fraction rationnelle ge Q1)
polynéme pe Q[t] tel que [ =gop;

(2} i f(A) = p(Q) pour un polyndme pe O 1], il existe yne fr a,ctw'n Té-
tionmelle ge O( Y telle gue f = pog.

Ce résultat est ume légore généralisation de [2]. Nous donnons Ia
preuve enlidre par souci de complétude. Si on pose p{t) = t%, on déduil
de (2) le: : '

CoROLLAIRE 4.1. Soit fe Q(1) et A un ensemble a ithmétiguement dense
dans Z; si pour tout ne A,%(n) ) est puissance k-iéme d'un-nombre rationnel,
il egiste une fraction rationnelle ge Q (1) tells que f = ¢~

une fraction rationnelle, et A un ensemble

, 1 ewiste un

A la base de la preuve est un théoréme de Davenport, Lewis et
Schinzel [5] que nous formulons comme lemme:

LeMMe 4.2. Soit F(t, t)e Z[t, '], et A un ensemble arithmétiquement
dense dems Z, si pour toul ne A, il existe me Z tel que Von ait F(n, m) =0,
alors 4l existe un polyndme re Q[t] tel que identiquement F(t, r(t)) = 0.

Pour F(t,¢) =fI}—#"* ce rvésultat donne le corollaire suivant,
déja mentionné dans introduction et dont on peut d’ailleurs donner
une preuve élémentaire (cf. [3]): :

CororLAIRE 4.3. Seit fe ZTt], ¢t A< N amthmémqmmmt dense; si
Sf(n) est puissance k- f.:eme d'un entier pour tout ne A, il exisle un polynéme
ge Z[t] el que f = g~.

Nous utilicerons dans la preuve du théoréme II le lemme suivant,
dont la premidre partie est classique et la denxidme est immédiate.

Leymye 4.4, Deux polyndmes a, be Z[t] sont sans foctewr commoun
sauf peul-ftre une constonte, si of seulement sl ewiste un entier N fel que
{a(w),b(n)) divise N pour tout neZ; de plus, si n = n'(modN), alors

(a(n), b(n}) = (a{n’), b(n").

Preuve du théoréme IL a). La premiére partie du théoréme
découle du lemme 4.2 comme suit: Posons f = a/b, g = a’fb’, avec



12 ) J. Berstel

@, b,a’,b'c Z[t], et soit Fe Z[f, '] défini par:
F(i, ) = a(t)b' (') — &' (£)b(D).

Par hypothése, le lemnme 4.2 peut étre appliqué, et il existe un polyndéme
pe Q[t] tel que If"(t, »(1)} = 0 identiquement; autrement dif, on a f = gop.

b}. Pour prouver la deuxidme partie, posons f = a/b, avec a, be Z[t]
sang facteur commun, le coefficient directeur de b étant pogitif. Supposons
d’abord le polyndme p unitaire et & coefficients entiers:

(1) =tk+pltkml+ coo FPuy Proee Pre L.
Pour tout neA, il existe deux entiers #,,z, premiers entre eux,
avec 2, >0, tels que f(n) = ply,/z,), d’oi:
W(R) _ Yt Dl Bt - P

b{n) 2k !

3

et comme cette derniére fraction ne peunt &tre rédmite, on a, pour tout
ne A

(4:1)

bin) = g,(a(n), b(n))zf  avee e,e{—1,1}).

¢). Soit maintenant N l'entier dont Pexistence est assurée par le
lemme 4.4, et posons d = (a(0}, 5(0)). Les polynémes % et b définiy par:
_ a(ty) (V)

B ===, -

sont a coefficients entiers par construetion ; 'ensemble B = neZ: nNe A}
est arithmeétiquement dense dans Z par 2.1 (ii), et il résulte de (4.1) que:

(4.2)

b(ﬂ‘) = SﬂN(zﬂN)
Le polyndéme b’ = §* vérifie les hypothéses du corollaire 4.3, et il existe
un polynéme wue Z[t] tel que b’ = u**. On peut supposer le coefticient
directeur de u positif comme ’est colui de 5; on en tive § = u®,

d). Soiti maintenant B = {ne B: |n| = N,}, ol ¥, est assez grand
pour que {n] = N, implique.-u(n) > 0 si le degré 1 de w est pair, nuln) = 0
si 1 est impair, Tlensemble B ext arithmétiguentent dense dans Z par
2.1 (iii). De (4.2), on déduit que pour tout ne B, ona um =g, sk

E pour tout nelB.

ou lest pair, eb u(n) = —z, sl k et | gont impairs; done Péquation
&{n) wmo\ -
= =P
b(n) A\ win)

2, pour tout e B’ la solution m = y,, dans le premier cas et m = —y,

dang le deuxidme cas. On peut done appliquer le lemme 4.2 au polyndme

L) = a(t)—(~.¢”C{~pl't”¢—lu_(t) o pfu(a)),
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Faclorisalion de fractions rationnelles 13

d’ol Pon tire l'existence d'un polyndme ve Z[t] tel que @/b = po(v/u),
o (t/N)

u(t/N)’

e). Supposons maintenant que le polynbéme p soit & coefficients
entiers: ' :

d*ot finalement f =pog avec g(f) =

p{t) = pot*+ 1,8 4 ...+,
et soit p'e Z[t] le polyndéme unitaire:

i
P =t Y
t=1
ol p; =pi~'p; pour ¢ =1, ..., k Olairement, on a p'(p,t) = pF~1p(t), et
si par conséquent f(A) <= p(Q), on a f(A)< p'(Q), avee f = pkif.
En vertu de ce qui préecede, il existe une fraction rationnelle g'< Q(f)
telle que f' = p'og’, d'olt Von déduit que pof = p¥f = (pep)og’, et
comme pop’ () = p(tfp,), également f = pog, avee g = ¢'[v,.

Soit enfin pe O[f] gnelcongue, et m le pged des dénominateunrs des
coefficients de ». Le polyndme mp est donc & coefficients entiers, et comme
JlA) < 9(Q) impligue quie mf(A) = mp(Q), il existe d’aprés ce qui précéde
une fraction rationnelle ge Q1) telle que Pon ait mf = mpoyg, dol Pon
tire que f = pog. Le théoréme est complétement dérmontré.

, 3. Factorisation de snites récmrrentes. Soit ¢ une fonetion adration-

. o0 .
nelle & valeurs rationnelles, et & = } a(n)f" la série rationnelle agsocide.
Z . .

Nous donnong iei des réponses partielles an probléme de factorisation
dans les cag a(N) < p(Z), ol p est un polyn(“)nie, et a(N)<= b(N), ot b
est une autre fonction adrationnelle. | _

La premiére inclusion se raméne, dans le cas particalier ol la série o
n’a que le pole 1, & I'inclusion des ensembles de valeurs prises par deux

polyndmes. De méme, le deuxiéme probléme se raméne au premier sila

[ea]
série # = 3’ b(n)t" n’a que le péle 1. Nous examinons le cas particulier
=0 .
du premier probléme ot « posséde un pole unique et simple sur son
cercle de convergence. Nous n’avons pu déterminer les conséquences de
la deuxi¢me relation d’inclusion que dans le cas ol la série & est une.
gérie de Pélya, mais pensons que la méme conclusion est valable sans
cette restriction. -

PrOPOSITION 5.1. Soient

o = i‘a(n)tn o &= Zm’b(n)tﬂ'

ez .
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deux séries rofionnelles normalisées & coefficients vationnels, . et soit A yn
ensemble arithmétiguement dense dans N; si a(d) < b(N) et 50 B o5t une
série de Polyn, alors =7 ¢st ume série de Polya, et de plus, il emiste un
entier M =1, et des entiers vy, M, =0 pour m =0, ..., M1, tels que
Von- ait:

a(m+nM) =b(r,+-nlM,,) pour toui ne N.

Preunve. La condition a(dy < b{N) exprime le fait que la suite
(a(n))mN est une suite de Pdlya généralisée. En vertn du théoréme T,
Ia série o7 est une série de Polya. Il suffit done de prouver la deuxidme
assertion pour une série . telle que a(n) soit de la forme a(n) = ac®
pour tout me N, avec @, ceQ, et on peut supposer que c¢¢ {0, 1, —-l}
Posons alors

. .11%1 b(m) e
7= 2 1T

=D "

et pour tout & =0, ..., M —1, soit

A, = {neN,3se N: aln) = b (kydi}.

Nous allons prouver que i 4, 5 @, alors 4, ext de la forme 4, = r, + M WV,
avec ¥, Mye N. Pour cela, soit 7, le plus petit élément de. A, supposé
non vide. L’ensemble

Io={neZ, dseZ: & =a} .

est un idéal, done de la forme I, = M, Z, et ne [,AN §i r,+ned,.
I'ensemble 4, est donc bien de la forme annoncée. Il en découle que
B={d;: k=0,..., M—1} est, & un nombre fini A’dléments prés,
une union de progressions arithmétiques de méme raison M, et comme
Pensemble A est arithmétiquement dense, on a B = NN§ ol S est un
ensemble fini. Puisque # est une série rationnelle normalisée, on a § = @
et la proposition est établie.

. | :
Tuoriye IIT. Soit o = Y a{n)t™ une série rationnelle & cosfficients

f=0
entiers ayant un pdle unique simple sur son cercle de conver gence, 6t P un

“polyndme o coeffwwﬂts complewes; si a(N) < p(Z), il.existe une série ration-
nelle # = Z b(n) |

W & coefficients entiers telle que Pon ait a = pob.
N=0
_ Nous ne savons pas remplacer Uinclusion a(N) < p(Z) par a(Ad)
< plZ), ol A est un ensemble arithmétiquement dense.
Pour p (1) =1t*, on obtient le résultat suivant df & Oh. Pisot (cf.

[1]): | r

icm
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COROLLAIRE 5.2. Soit o comme dans Uénoneé précédent; si a(n) sst
puissance k-ieme @un entier powr tout ne N, il existe une série rationnelle
o
B = D b(n)t" o coefficients entiers ielle que a = b*.
n=(
Soit d le degré du polynéme p. Si d est impair, P'équation a(n) = p(¥)
a au plus une solution si % (n) eyt assez grand. Si par contre, d est pair,
cette équation pent avoir nne on deux solutions. Le caractére rationnel
de la série Y'b(n)t" dépend bien entendu de la solution b(n) = y retenue.
En fait, le lemme suivant dit essentiellement que si d est pair, ’équation
a{n) = p{y) a soit tomjours une, soit toujours deux solutions, et donc
gu'un choix convenable de B({n) est possible.
Levye 5.3, Soit pe C[T] un polynéme; si Vensemble

— {we N,3ye —-N: p(@) = p(1)}
est infini, il existe s Q tel gue
pls+t) =p(—s—1).

Preuve. Posons p(f) = pot®+p. 4 4+ ... +p,, avec d pair. Pour
tout we K assez grand, il existe un entier y = y(:r;)e — N unique tel que

(@) mp(y(m )}; posons:

y(o) = —w—{(2) = —w(l+e(n).

ply(2))
plx)

. q . E
Comme (fy(m)) — =1, lorsque @—+oco dans K, on a &(#)—0

lorsque @ — oo dans K.

Pour tout ae K, ’éguation p(z) = p(wm(l +e(m))) donne:

Poll+s(@) = po+ p"( —{( =1L+ e(@) )+ O ),

ot k est le plus petit entier tel quep, # 0 (etk = d-+1sip, = ... = pg =0).
En développant, on obtient (@) =0z, Lol &z} = O(1).

Comme £(x) est entier pour tout we X; il existe nn entier ze¢ Z, et
un sous-ensemble infini I de K tel que 'on ait {(#) == pour tout ze L,
done p(—ax—=) = p(x) pour tout e L, donc pour tout xeZ. Pomnﬁ
§ = —z/2 on en déduit assertion.

_Preuv_e du théoréme I Par le lemme, I’dquation af{n) = p(y)
posséde, pour n assez grand, ou bien une solution b(n) ==y, ou bien deux
solutions b(n) >0 et y, lides par la relation b(n)--y, =h, oit % est un -
entier fixe. : ‘ '
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Par hypothése, a(n) est, pour » assez grand, de Ia forme
» :
ain) = bya™+ ZI’i(n)a,’f,
=1

ol a ext réel, |a| > || et Pye Ot pouri =1,..., 7. Posant

l r
o= (S i)
i=

il existe des nombres € >0, ef 0 < g << 1 tels que |y,| < Co" pour » assez
grand.

Considérons alors le développement de Puiseux de 2 = Py

y = g2 g+ 20 (1),

et posons d’'autre part:

i—1
afm)'* = (e Ly = (VP {1+ 3 a1 3 5i0 (),

=
0l I est choisi suffisamment grand pour que |¢¥g!] < 1. DloiL:
-1

bn) = ugbia™ 1+ 3 dpd) -, 4 ughYParidyl 0 (1) + a=mQ (1),
i=1 - .
ce gui montre qu’en posant: .
. -1 ’
w(n) = uybll¢ae {1 - 2 cljy.,’;) + g,
j=1

b(n) s’écrit sous la forme b(n) = w(n)-+e(n), ont M w(n)t® est une série
M=l .

rationnelle, et ol la série 2, #(n)t" a un rayon de -convergence > 1. Par
‘ . =0 - ’

le théoréme de Pélya~Carlson [7], la série § b(n)™

théoréme est établi. "

‘ Je remercie J, F. Perrot pounr Tes discussions gue j
lui pendant la rédaction de cet article.
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