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Séminaire de Théorie des Nombres 18-01
Année 1978-1979 - exposé n° 18 16 mars 1979

SUR LA CONSTRUCTION DE MOTS SANS CARRE
par

Jean BERSTEL

Résumé. - On montre que les quatre constructions de Thue, Morse-Hedlund,
Braunholtz et Istrail définissent le méme mot infini sans carré. On étudie alors
leur lien avec les tag-systéemes. Enfin, on prouve que l'ensemble des mots infinis

sans carré sur un alphabet a trois lettres n'est pas dénombrable.

0. - Introduction

La construction de mots sans carré, c'est-a-dire de mots ne contenant pas

. deux facteurs consécutifs égaux, a fait 1'objet de nombreux travaux depuis le
premier article consacré a ce sujet par Thue [19] en 1906. L'existence de mots
arbitrairement longs sans carré est en effet surprenante et constitue une propriété
combinatoire remarquable. De plus, ce probléme intervient dans la preuve de
l'existence de groupes infirmant la conjecture de Burnside (voir Novikov,

Adjan [17]).
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Le double but de cet exposé est de présenter et de comparer plusieurs cons-
tructions de mots infinis sans carré. Nous montrons notamment que les procédés
de Thue [20],‘ Morse, Hedlund [16], Braunholtz [4] et de Istrail [12] définis-
sent le méme mot infini sans carré. Il est remarquable que certaines de ces
constructions peuvent s'interpréter comme des ''tag-systems' (Nous utilisons ce
terme dans l'acceptation de Cobham [7] qui differe de celle de Minsky [15].
Les deux définitions sont des cas particuliers des automates a file de Franchi,
Vauquelin [10]). Ceci amene & se poser, dans le cas particulier des mots infinis
sans carré, la question que l'on peut formuler en termes généraux comme suit
Comment définir par un procédé fini un objet infini ? Connaissant plusieurs pro-
cédés de cette nature, on va en comparer la puissance '"générative' en montrant
que des suites obtenues par un des mécanismes ne peuvent pas &tre construites au

moyen d'un autre,

L'esquisse d'une hiérarchie ainsi obtenue comporte quatre classes
Les mots sans carré définis par itération d'un morphisme uniforme (Dejean [8],
Leech [11], Zech [21]) ; ceux qui, sans @&tre dans la premieére classe, peuvent
&tre construits par itération d'un morphisme (donc non uniforme) : le mot de
Thue déja cité plus haut est de cette nature ; le mot d'Ar¥on [1] ne peut &tre
obtenu de cette fagon, mais est engendré par un tag-systéme [2] ; enfin en ob-
servant que les mots infinis sans carré sur un alphabet & trois lettres ne sont pas
dénombrables, on constate que tous ces mots ne peuvent étre produits de cette

maniere.

1. - Notations et définitions

Soit M un monofde libre de type fini et X sa base ; alors M est isomorphe
au monofde, noté X', des suites finies d'éléments de X muni de la concaté-
nation. La terminologie suivante est usuelle : X est appelé alphabet, ses é1é-
ments des lettres, les éléments de X* des mots. Tout mot w s'écrit de

maniere unique comme produit de lettres

= >
W= X Xy e X n=0, xigx.
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L'entier n est la longueur de w , aussi notée |w|. Le seul mot de longueur 0
est 1'élément neutre ¢ de X* , nommé le mot vide. On pose X+= X*- {e }. Si
a,u,b,w sontdes mots, et aub=w , alors u est appelé un facteur de w .’ Si
de plus a=¢ (resp. b=¢€) alors u est facteur gauche (resp. droit) de w . Un

mot est sans carré s'il ne posseéde pas de facteur de la forme uu, avec uf e .

Un mot infini sur X est une application x : IN+ X . On 1'écrit

X =§(0) x(1) ... é(n)
ou encore

X T Ky Kyeew X e (xi=§(i) €X)
et on note X[k]:xx .

= o1 k-1

le facteur gauche de longueur k de x.

*
On note X" 1'ensemble des mots infinis sur X et on pose x%=x"ux".

Le terme ""mot' sera toujours réservé aux mots finis.

. ¥* * . <2 2
Tout morphisme o : X =+ Y étant entierement déterminé par sa donnée
z . . » ©
sur X s'étend en une application, encore notée o , de X dans Y® en posant,

pour lchw ,

a(x) = a(x(0)) a(x(1)) ... a(x(n)) ...

. [}
Etant donné x et une suite ves» X_,... d'éléments de X , on pose

1

%

lorsque, pour tout entier K , il existe N tel que

>_<[KJ = >_:IEK] pour tout n2N .

La topologie ainsi définie s'obtient comme une topologie produit de la manigre
suivante (voir aussi Boasson, Nivat [3]) : Soit y une lettre ne figurant pas
dans X, soit Z=XU{y} muni de la topologie discrete, Zz" muni de la topologie

. produit. Alors X~ s'identifie a la partie T de z¥  définie par
ze€T si _z__(n);-(y, n>0 = g(n-l)#y .

Clairement T est une partie compacte de z¥ puisque X est fini ; la topologie

. . ® w . .
induite sur X par celle de Z~ est précisément celle donnée ci-dessus.



18-04

. 2 *
Lorsque w,, w_,..., W est une suite d'éléments de X de longueurs non

1 2
bornées, la limite, si elle existe, est un mot infini. Ceci est réalisé notamment

lorsque chaque w est facteur gauche de w et distinct de w et plus par-

n+l n+l ’
. . ¢ . . . . * #* .
ticulierement dans la situation suivante. Soit a : X~ - X un morphisme, et
supposons qu'il existe une lettre X € X, telle que a(xo) =xob pour un mot non

-

: n
vide b . Posons w =a (xo) ; ona :

LA an(a(xo)) = an(xob) = wnocn(b) .

Si a (b)#e , la limite lim an(xo) est donc un mot infini que nous notons aw(xo) .

Ona : a(aw(xo)) = aw(xo) .

L'usage de mots infinis est commode lorsque 1l'on a affaire a une propriété P
sur les mots (;inis) qui est préservée par passage aux facteurs,autrement dit telle
que P(aub) = P(u), ce qui estle cas pour la propriété '"&tre sans carré''. Comme
1l'alphabet X est fini, donc X" est compact, l'existence d'une infinité de mots
vérifiant P équivaut alors a l'existence d'un mot infini x dont tous les facteurs
ont la propriété P, ce que l'on exprime en disant que x lui-mé&me vérifie P .
De maniere duale, si l'ensemble des mots (finis) vérifiant P est un idéal bilatere
I de X* , le fait que tout mot infini ait un facteur dans I équivaut a dire que

X*_1 est fini (Justin [13]).

2. - Quatre définitions équivalentes d'un méme mot

Sur un alphabet a deux lettres x et y , l'on a vite fait le tour des mots sans
carré, Les seuls mots de cette nature sont x, y, xy, yx, Xyx et yxy . Sur un
alphabet a trois lettres, la situation change totalemen‘t. I1 en existe une infinité,
donc des mots infinis sans carré. Le premier moOt infini sans carré a été donné
par Thue [19] en 1906. D'autres de ces mots ont depuis été trouvés (entre autres)

par Arson [1], Dejean [8], Istrail [12], Leech [14], Morse, Hedlund [16],
. Pleasants [18], Thue [20], Zech [21 ]. Dans cette section, nous prouvons que
les quatre mots infinis sans carré construits indépendamment, et de maniere dif-
~ férente, par Thue [20], Morse et Hedlund [16], Braunholtz [4] et Istrail [12]
sont en fait le m&me mot. Les trois premieres constructions se font en deux
étapes : la premiére consiste en la définition d'un mot infini particulier sur un al-
phabet 2 deux lettres qui, dans une deuxiéme phase, est transformé pour donner

le mot cherché. La constuction d'Istrail est directe.
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Dans ce paragrghe, X, Y, Z sont trois alphabets fixés : X= {0,1]},
Y={0,1,2} et Z={0,1,2,3}.

a) Le mot de Thue-Morse. - Soit y : x* 4 x* 1e morphisme défini par

u(@)=01, up(1)=10.
En vertu des remarques préliminaires, [ définit deux mots infinis

=u0) , t=u") .

e

La suite de Thue-Morse est le mot infini t :

t =011010011001011010010110011010011001011001101001... .

Cette suite a de nombreuses propriétés, Ainsi

t:(n) = dz(n) mod. 2

[«4

o dZ(n) est le nombre de '"1'" figurant dans 1'écriture binaire de n . Comme
)=t

on a notamment

M

Hes

= >
Ll(tn) th t2n+1 n =0 (1)

formule qui servira par la suite. La propriété fondamentale -pour notre propos-

est la suivante

PROPOSITION 1 (Thue [20], Morse, Hedlund [16]).- Le mot -t ne contient pas

de facteur de la forme xuxux , avec x€X, ueX* .

En particulier, t ne contient pas de cube.

b) La méthode de Morse-Hedlund. - Soit x = X XyeenX oo € x¥. Chaque fac-

teur x x ., peut &tre interprété comme un nombre compris entre 0 et 3 et
n

écrit en base 2 . Sil'on réécrit ce nombre en base 4, on obtient a partir de x

un mot infini x' sur Z . Formellement, x' est défini par

' = 2x + 0.
xn xn xn+1 ne

A partir de x' on construit un mot infini x'" sur l'alphabet Y en identifiant 3

a 0. Ainsi
x" = p(x')



18-06

ol le morphisme B : z* 4 Y* est donné par

B0O)=g(3)=0, g(1)=1, pg(2)=2.

Partant de la suite de Thue-Morse t , on obtient successivement :

t' = 13212013201213212012132013212013201213201321201...
et

Her

''=10212010201210212012102010212010201210201021201...

PROPOSITION 2 (Morse-Hedlund [16]).- Le mot infini s est sans carré.

La transformation qui 2 x associe x" est susceptible d'une définition directe

intéressante. On vérifie en effet sans peine que

"= -
xDo=x =X mod. 3 (2)

Cette formule permet de déduire de la proposition 2 de la proposition 1, La

suite t' peut aussi &tre définie par itération d'un morphisme.

PROPOSITION 3.- Ona t' = 0”(1), ot a : 2" + z¥ estle morphisme donné

par :
a(0)=12, a(1)=13, a(2)=20, af3)=21.
Preuve. - Nous étendons d'abord l'opération ' aux mots en posant, pour
W= X X, .00 X QX* , w'=x' x| ... x! GZ* . Ensuite, on vérifie les formules
o1 P o1 p-l

(1"(0)0) ' =a™(0), (17(0)1)'=a™(1), (u(1)0) = a"(2),

n

(L (1)1) = a"(3)

par récurrence sur n , le cas n=0 étant évident. Comme w7 (0) (resp. un(l))
commence par un ''0'" (resp. un ''1'"), on a par exemple

n+l n n n n

(0) w(1)o) =(u(0)1) (W (1)0)

+1(0) .

(b 7(0)0)' = (u
= a™(1) a™*@2) = o™
De méme pour les autres cas. Ceci montre que an(l) est facteur gauche de t',

pour tout n ; l'assertion en découle. \ 0
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COROLLAIRE 4.- Ona :
s = 8(a”(1)). o

c) La méthode de Braunholtz. - Une autre méthode pour transformer t en

un mot sans carré a été donnée par Braunholtz [4]. On verra qu'elle s'apparente
a la méthode de Thue. En vue de la proposition 1, deux occurences consécutives
de la lettre '"0'" dans t sont séparées par 0, 1 ou 2 occurences de la lettre

""1'", A partir de t , on peut donc construire un mot infini

b=b b,...b ...
= ol n

sur Y, ou br1 est le nombre de ''I'" entre la n-iéme et la n+l-ie¢me occurence
de la lettre '"0" dans t (on commence la numérotation & zéro). Procédant ainsi,
on obtient le mot

13 =21020121012021020120210...

ce qui suggere la

PROPOSITION 5.- On a

b =1+s mod. 3 pour n=0 .
n n

Preuve. - Notons P l'indice de la n-iéme lettre de t qui est égalea '0" .

On a pO:O , p1=3 , p2=5 , p3=6,... . Comme t =01 ou 10 pour tout n,

2n “2n+1
on a pn:2n ou pn:2n+1 . Plus précisément, la formule (1) donne :

2n si t =0
P_= "
T l2ntl si ot =1
. n
soit
= >
P 2n +tn n=0
Par définition :
bn - IJn-lrl B pn-1 ’

" d'olu, par la formule (2)

b =2(n+l)+t _-2n-t -1=t -t +1 = s +1 mod., 3. O
n n n n n n

+1 +1
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d) La méthode de Thue.- A. Thue [20] considére le morphisme & : Y* 4 x*

défini par
5(0)=0, 8(1)=01, &(2)=011.

L]
Comme 6(Y) estun code (suffixe), le mot t se factorise de manidre unique en
mots de 8(Y). Par conséquent, 6-1(3) est un mot infini sur Y qui est bien -dé-

fini, I1 est clair que 1'on a 6-1 (t)=b.

e) La méthode d'Istrail. - La construction d'Istrail [12] est intéressante par-

ce qu'elle est indépendante de la suite t . Par sa simplicité, elle fournit aussi la
preuve la plus courte de l'existence d'un mot infini sans carré,

¥ ¥*

On considére le morphisme o : Y -+ Y" défini par

o(0)=12 , o(1)=102, o(2)=0.

PROPOSITION 6.- On a :
a®(1) =

no

Preuve. - En utilisant les morphismes o et B définis en b), on va montrer que

o™(1)= p(a* 1 (132)), o"0)= (a1 (12), o™@)=8(d }(0)

d'ou il résulte que cn(l) est facteur gauche de s et par conséquent que ow(l)z S.

Les formules sont évidentes pour n=1 . Ensuite, on a

o™ (1) = 6"(102) = p(a” " (132)) Bla™ " (12)) B(a™ T (0)
= B(an_1(132120)) = B(an(132)).
On procede de méme pour les autres cas. O

3,.- Tag-systémes et automates finis

Nous présentons maintenant un cadre suffisamment général pour donner une
définition unifiée de la plupart des mots infinis sans carré explicitement connus.
I1 s'agit de ce que A. Cobham appelle tag-systemes [7]. Le terme de tag-systeme
est employé dans une acception plus large par Minsky [15]. Appelons k-uniforme
un morphisme ¢ : x*ayv¥ tel que H:(x) [ =k pour toute lettre x , et uniforme

un morphisme qui est k-uniforme pour un entier k.



18-09

a) Définition. - Un tag-systéme T est composé de deux alphabets A, B,
d'une lettre yeB, et de deux morphismes § : B¥* » B* et vy : B¥ o A* » le

tout soumis aux conditions
+
8(y)eyB ; o(z)#¢ (zeB) ; y(B)=A . (3)

Si le morphisme § est k-uniforme, le systeme T est lui-mé&me dit uniforme
de module k . On a alors nécessairement k22. Les deux premigres des condi-

tions (3) assurent l'existence du mot infini

8" (y)

appelé la séquence interne de T ; la derniére des conditions (3) montre que

v(6”(y))

est un mot infini, appelé la séquence produite par T .

b) Lien avec les automates finis. - Considérons un tag-systéme uniforme T

de module k . Suivant Cobham [7] on lui associe un automate fini M de la
manidre que voici : l'alphabet d'entrée de M est k= {0,1,...,k-1}, l'ensemble

d'états est B, 1'état initial y . La fonction de transition est

z.i=z, si 0(z)=2z =

0?1 %1 (iek, z,€B).

On vérifie alors facilement que pour un mot wek* , on obtient

YW=y
ol n est l'entier représenté par w en base k et ol v, est la n-ieme lettre de
la séquence interne ew(y) . Ainsi, le mot infini ew(y) décrit la séquence des
états de M atteints lorsque les mots w¢ 15* décrivent la suite des entiers. L'ap-
plication Yy estune fonction de sortie qui a chaque état de M associe un symbole.
Lorsque A ={0,1}, on peut interpréter Y-l(l) CB comme l'ensemble des états
terminaux de M , et {nfyn =1} estun ensemble k-reconnaissable de nombres
~au sens de Eilenberg [9] . Notons qu'il existe un lien trés remarquable entre ces

constructions et les séries algébriques sur un corps fini (Christol; Kamae,

Mendes France, Rauzy [5]).
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c) Deux exemples.-Du couple de morphismes a, p défini en

un tag-systdme dont voici le graphe de l'automate.

0
1@1 1| 1
| ®

L'état initial est 1

~ O

AV 4

2-reconnaissable de nombres.

2.b résulte

. Ici k=2, donc l'ensemble {n]| s(n)=1} estun ensemble

Arson [1] a donné en 1937 un mot infini sur un alphabet a trois lettres dis-

tinct du mot s décrit plus haut. Ce mot est produit par le tag-systéme que voici

(cf. [2])
B={0,1,2,0,1,2},A=1{0,1,2}, y

8(0) =012 , 9(0) = 210
6(1) =120 , (1) =021
8(2) =201 , g(2) =102
v(x) = v(x) =x (x=0,1,2).

La suite d'ArSon est

a = Y(ew(O))= 012021201210201021201210120102... .

L'automate qui lui correspond est le suivant :
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d) Deux conséquences. - Le lien étroit avec les tag-systémes permet de

prouver que certaines suites ne peuvent &tre engendrées au moyen d'un mécanisme

moins puissant. L'outil de base, pour ce faire, est le théoréme suivant :

THEOREME DE COBHAM [6,7].- Si x estle mot infini engendré par deux tag-

systemes T et T' uniformes de module k et { respectivement, et si x n'est

. s 4 . . . n
pas ultimement périodique, alors il existe deux entiers n, m> 0 tels que k = Lm.

#
COROLLAIRE 7. - Il n'existe pas de morphisme uniforme y : {O,.I,Z}*-O {0,1,2}

tel que le mot infini s soit égal a q/w(l) .

Notons que s = ow(l) , ou o0 estle morphisme non uniforme d'Istrail, Le
corollaire dit donc qu'il n'est pas possible de remplacer ¢ par un morphisme

uniforme.

Preuve. - Supposons que s = ww(l), ou | estun morphisme k-uniforme. En
vertu du corollaire 4, s est engendré par un tag-systéeme de module 2, Comme
s n'est pas ultimement périodique puisque sans carré, l'entier k est, par le

théoreme de Cobham, une puissance de 2, soit k=29,

Comme s = §(s), le mot y(102120) est le facteur gauche de longueur 6k de
. En particulier, les lettres s(k) et s(5k) sont égales, puisqu'elles sont égales

la premigre lettre de {(0).

D'autre part, et avec les notations 2.b), comme 132120 est facteur gauche
de t'= o’(1), le mot a%(132120) = a 1) a¥3) a¥212) ¢ ?(0) est le facteur gauche
de longueur 6.29 de t'. Par définition de o , la premiere lettre de aq(3)
(resp. aq(O)) est "2" (resp. '"1"), donc t'(k)=2, t'(5k)=1, d'on s(k)=2 et

s(5k)=1 . Ceci donne la contradiction. 0

Cette observation montre donc que la suite sans carré s est plus "compliquée'
que certaines autres suites sans carré, comme par exemple celles de Zech [21],
Leech [14], ou Dejean [8] qui elles s'obtiennent par itération d'un morphisme
uniforme. Néanmoins, il n'est pas encore clair dans quelle mesure ceri se reflete
dans certaines propriétés des suites. Ainsi, la suite de Dejean posséde des pro-

priétés remarquables.



18-12

La suite d'Arfon s'insére dans ce cadre en vue de la

PROPOSITION 8 [2].- Il n'existe pas de morphisme ¢ : {0,1,2}*+{0,1, 2}*

tel que la suite d'Arson a soit égale 3 ¢‘”(0) .

Ainsi, et contrairementa ce qui se passe pour s, la suite d'Arfon a ne peut

méme pas &tre engendrée par un morphisme non uniforme.

4, - L'ensemble des mots infinis sans carré n'est pas dénombrable

Comme en section 2, on pose Y ={0,1,2}. Nous prouvons, en adaptant un

argument de Kakutani (cité dans Gottschalk, HeHllund [11]) la

PROPOSITION 9. - L'ensemble des mots infinis sans carré sur Y n'est pas dé-

nombrable.

L'ensemble des tag-systémes étant par contre dénombrable, ceci montre que
tout mot sans carré infini sur un alphabet a trois lettres ne peut &tre engendré

par un tag-systéeme.

Pour prouver la proposition, nous examinons d'un peu plus preés la structure
. P w .
de la suite s que l'on peut écrire sous la forme s = B(a (I)) avec les notations

de 2.b). Posons, pour n>0

a_=ga”0), b =pga”(1), c =ga’(2), d=pd(3).

n

Alors on a, par la définition méme de a ,

o o o o
a1=12 , b1=10 , c1=20, d1=21 s
et
= = = = =
n+l bncn ’ bn+l bndn * Cn+1” %n?n ¢ dn+1 A
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Pour simplifier 1'exposition, nous écrirons u<gv lorsque u est facteur droit de
v, i.e. lorsque hu=v pour un mot h ., Cette relation est un ordre, et

u <v ® uw = vw pour tout mot w .

LEMME 10.- Ona b_=b
—/— n n

bd =<b
n m

42 de plus, si n=m et m-n est pair, alors

m+l °

Preuve. - On a bn' =b b

d = c
+2 "n+l ntl n+tl n
deuxieéme assertion est vraie par définition lorsque m=n ; si m>n, alors on a

bn , montrant la premiere relation, La

S . Pe N 1 N S = .
bn bm en vertu de ce qui précede, d'ou bndm bmdm bm+1 0

On considére maintenant 1'ensemble F des applications strictement crois-

santes f : IN -+ IN vérifiant :

£0)=0

f(n+l) - f(n) impair (n=20) .
On note s(f) le mot infini suivant :

__s:(f) = 1df(0)df(1) df(n) cer

Ainsi, si f est l'application identique, alors g(f) =s.

PROPOSITION 11. - Pour tout f¢F, la suite s(f) est sans carré. De plus, 1l'ap-

plication f— s(f) est injective.
Comme F n'est pas dénombrable, la proposition 9 en découle aussitdt,

Preuve. - Soit f¢F¥. Nous montrons que pour tout n=0 ,

u =1d

n f(O) est facteur droit de b

de1) - %(n) 14£(n) ° - (4)

Comme b ceci montre que u est facteur de s, donc un mot

=<d s
1+f(n) 2+f(n)
sans carré, Par conséquent, g(f) est aussi sans carré,

La formule (4) est vraie pour n=0 car la condition £(0) =0 implique

u0=b1 . Si n21, on obtient :

u_= 1df(0) df(l = df(n-l ) df(n) = b1 +f(n-1) df(n)S b1+f(n) ’

en appliquant 1'hypothese de récurrence et le lemme 10.
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Pour prouver l'injectivité, supposons que s(f) = s(g) pour f,g€F et f#g ;
soit n le plus petit entier tel que f(n) #g(n). Posons p=£(n), q=g(n) ; on

peut supposer p<gq , donc dp est facteur gauche de dq . D'autre part

d =c a a ees @ b ,
q ©pppH q-2 q-1

et comme |d |=|c_|, ona d_=c_. Il en résulte, puisque
P p P p

cC =cC a =c b C ,
p p-1p-1 "p-17p-2 p-2

d C b =c b d s
p p-1 p-1 'p-1"p-2p-2

que Cp-2= dp-Z , et de proche en proche on aboutit a <, =do ou c:1=d1 ce qui

!
n'est pas. O

-l el -
« = .
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