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One proves that the nonrepetitive sequence given by Arson can be generated by a tag-
system, but cannot be obtained by iteration of a morphism, even if the use of auxiliary symbols
is allowed {DOL system).

On démontre que la suite sans carré d’ArSon peut éire engendrée par un “‘tag-system’’, mais ne
peut étre obtenue par itération d’'un morphisme, méme si I’on permet I'utilisation de symbgles
auxiliaires (DOL-systéme).

1. Introduction

La construction de mots sans carré, c’est-a-dire de mots ne contenant pas deux
facteurs consécutifs égaux, a fait I'objet de nombreux travaux depuis maintenant
70 ans. L’existence de mots arbitrairement longs sans carré est en effet sur-
prenante, et constitue une propriété combinatoire remarquable des mots. De plus,
ce probléme intervient dans la preuve de I'existence de groupes infirmant la
conjecture de Burnside (voir Adjan [1]).

La plupart des mots infinis sans carré explicitement construits (par exemple par
Thue [13], Zech [15], Leeci [8], Pleasants [11], Dejean {5S]) s’obtiennent par
itération d’'un morphisme, c’est-a-dire comme limite de la suite a"(x), n — avec
x une lettre de I'alphabet X et a un morphisme de X* dans lui-méme. Le mot
infini de Morse-Hedlund [9] a été défini par ces auieurs d’une autre maniére,
mais récemment Istrail [7] a donné un morphisme pour construire ce mot
également. D’autre part, il résulte d’une construction de Kakutani (cf. Gottschalk,
Hedlund [6]) que I’ensemble des mots infinis sans carré a la puissance du continu,
ce qui entraine bien siir I’existence d’un mot sans carré ne pouvant étre obtenu
par itération d’un morphisme, mais ’on n’en connaissait jusqu’ici pas d’exemple.

Le but de cette note est de montrer que le mot infini d’ArSon [2] répond a cette
question. Nous prouvons que ce mot, défini sur un alphabet a trois lettres X, ne
peut étre obtenu par itération d’un morphisme, méme si I'on augmente I’alphabet
et si I'on remplace la lettre initiale par un mot. En d’autres termes, le mot
d’Ardon ne peut étre produit par un DOL-systéme [12]. La preuve utilise le fait
que, par contre, ce mot infini peut étre engendré par un “tag-system” uniforme au
sens de Cobham [4]—donc est susceptible d’une définition au moyen d’un
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procédé qui n’est que légérement plus puissant que le morphisme itéré—et elle
fait appel A un profond résultat de Cobham. On établit ainsi un certain critere de
comparaison de mots infinis montrant qu’il existe des mots plus “compliqués” que
d’autres.

2. Notations

Soit A un alphabet. On note A* le monoide libre engendré par A, |w| la
langueur d’un mot we A*, |w|, le nombre d’occurrences de la lettre x dans w, £ le
mot vide de longueur 0, et A* = A*—{¢}.

Un mot infini sur A est une application x:N— A. On écrit

x=x(0)x(1)---x(n)---
ou
= XXy Xyt
Le facteur gauche de longueur n de x est noté xI"1. Ainsi
= xox, X,
Soit w,;, w,,...,w,, ... une suite de mots, et x un mot infini. On pose
x=limw,

lorsque pour tout entier K, il existe un N tel que

x'¥lest facteur gauche de w, pour tout n= N. 2.1

Ceci est réalisé en particulier lorsque chaque mot w, est facteur gauche propre de
W,.1, €t notamment dans la situation suivante. Soit a : A*— A* un morphisme, et
supposons qu’il existe une lettre ¢ de A telle que a(f)etA*, c’est-a-dire que
a(t)=tb pour un mot non vide b. Posons w, = a"(t), n=0. Alors

Woir = a”(a(1)) = a"(th) = w,a"(b).

Si a(x)# e pour xe€ A, alors w, ¢st donc facteur gauche propre de w,., et on
peut définir lim " () comme I'urique mot infini x vérifiant la condition (2.1).
C'est le mot infini obtenu par itération de a en t. On utilise la notation

a“(t)=1im a"(1). 2.2)
En étendant a maniére évidente aux mots infinis, on constate sans peine que

a(a“(t))=a“(1).

T.e but principal de cette note est de démontrer que le mot infini d’ArSon que
rous allons décrire maintenant ne peut pas s'écrire sous la forme (2.2).



Mots sans carré et morphismes itérés 237

3. Le mot d’Arson

Dans toute la suite, X est ’alphabet composé des trois lettres 0, 1,2. ArSon a
défini en [2] un mot infini @ dont il prouve qu’il est sans carré. Ce mot est obtenu
comme suit. Soient

T X->X? et ©:X->X’
les applications définies par
7(0)=012, 1(0) =210,
w(1)=120, «(1)=021,
7(2) =201, u(2)=102.
On a donc
m(x)=((x)), wox)=a(m(x), xeX
ou w est le mot miroir de w, et ol o: X*— X* est le morphisme déiine par
o(x)=x+1 (mod 3).
On étend 7 et « & X* par
m(e)=1(e)=¢,
w(xw) = w(x)e(w), (xw)=1(x)m(W), xeX, weX*

Il en résulte notamment

n = fa(w)m(w') si |w]| est pair,

m(ww’) {w(w)a.(w') si |w| est impair, 3.1)
n = [e(w)e(w') si |w| est pair,

v(ww) {z(w)qr(w') si |w| est impair. (3.2

En particulier, 7{(w) est facteur gauche de w(ww’), donc la suite 7#"(0) (n=0) a
une limite

a =lim 7" (0)

qui est par définition le mot d’ArSon. Les premicres lettres de ce mot sont
a=012021201210201021201210120 - - -.

Notons aussi que
a=m(a)= w(ao)(a))m(az)ilas) - - .

Arson prouve dans P’article cité que a ne contient pas de carré, i.e. pas de facteur
de la forme ww, w# g. Cette preuve figure aussi dans [14]. Nous mentionnons
pour usage ultérieur la formule

" (x)= 7" (x)"(a(x) 7" (0%(x)) n=0,xeX (3.3)
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Pour n=0, 1, cette formule est évidente. Si n=2, alors par récurrence
" Y x) = wi{w™ (x)) = w(7" " H(x)" " Hox)m" (0x))
= 7" (x) " (ox)7"(0°x)

en vertu de (3.1) et (3.2) et du fait que 7"~ '(x), «"~'(x) sont de longueur impaire.

4. Un “tag-system” uniforme pour la suite d’Arson

Rappelons d’abord la définition d’un “tag-system”, comme elle est donnée par
Cobham [4]). Un tag-system T =(B,y, 0, a, A) est composé de deux alphabets
A, B, d’une lettre y dans B, et de deux morphismes

0:B*— B*, a:B*— A*
vérifiant les conditions
o(y)eyB*; 0(z)# ¢ (ze B); a(B)=A. 4.1)

Le morphisme @ est k-uniforme si |0(z)| = |a(6(z))| = k pour toute lettre z€ B et
alors J lui-méme est dit uniforme de module k. La séquence interne engendrée par
T est

intseq () =1lim 0"(y) = 0“(y);

cette limite existe en vertu des deux premieres des conditions (4.1). La séquence
(externe) engendrée par I est

seq (7) = a(intseq (7)) = lim a (6" (y)).

Dans cette écriture, et de méme pour la suite, un morphisme défini sur un
monoide libre est prolongé aux mots infinis de maniére évidente.

Soit maintenant X = {0, 1, 2} disjoint de X, et posons Y = XU X. On considére
le “tag-system”

7,=(Y,0,0,a, X)
uniforme de module 3 défini par
0(0)=012, £(0)=210,
6(1)=120, 6(1)=021,
0(2)=201, 6(2)=102,
a(x)=a(X)=x, x=0,1,2.
Les premiers termes de la séquence

suggere: t la
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Proposition. On a a=seq (7,).

Preuve. Nous montrons que pour tout xe X, on a
af"(x)=m"(x), af"(x)=."(x), n=0, 4.2)
ce qui est vrai pour n =0, 1, et s’établit par récurrence comme suit:
@8"*'(x) = 0" (xo (x)o*(x)) = 0" (x)a6" (o (x)) 26" (a*(x))
= 7" ()" (o(x)) 7" (0*(x)) = 7" (x)

en vertu de (3.3). L’autre cas se traite de la méme maniére. De (4.2), il résulte
que

seq(7,)=lim a(6"(0)) =lim 7" (0)=a. O

Notons
b= 0“(0)=intseq (7,).

On a 8(b)=b, donc a=B(b), avec B=a0: Y*—X*. Or, on vérifie sans peine
que B est un morphisme injectif de Y* dans X* et aussi sur les mots infinis, c’est-
a-dire que b est 'unique mot infini vérifiant 6(b) = b.

Nous utiliserons dans le paragraphe suivant le théoréme profond suivant:

Théoréme (Cobham [4, 3]). Si x est la séquence interne ou externe engendrée par
deux “‘tag-systems” uniformes: I de module | et 7' de module k, et si x n’est pas
ultimement périodique, alors il existe deux entiers n, m >0 tels que I" = k™.

5.
Théoréme 1. Il n’existe pas de morphisme x: X*— X* tel que x“(0)= a.

Le théoréme découle immédiatement de la proposition 1égérement plus générale
que voici:

Proposition. 1l n’existe pas de couple (x, w), out x : X*-> X* est un morphisme et w
est un mot tel que a = x“(w).

Ce dernier résultat est li€é a ce que I'on appelle le “probléme de synthese™ de
DOL-systémes: Rappelons que si ¢y: A*—> A* est un morphisme et we A”, alors
S=(A, ¢, w) est un DOL-systtme et L(S)={¢"(w)|n=0} est le langage
engendré par S (pour les systémes de Lindenmayer, voir [12]). Le probléme de
synthése est de savoir si réciproquement, un langage L donné peut étre engendré
par un DOL-systeme.

Appelons avec Nivat [10] adhérence de L(S) les mots infinis qui scnt limite de
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suites de mots de L(S). On peut étendre le probleme de synthése et se demander
si, pour un mot infini x donné, il existe un DOL-systeme S tel que x appartienne a
I'adhérence de S. La proposition ci-dessus dit que pour le mot d’ArSon a, un tel
systeme de la forme S=(X, ¢, w) n’existe pas. Dans la section suivante, nous
prouverons que la méme conclusion reste vraie si I'on remplace X par un
alphabet quelconque Z contenant X.

Pour établir la proposition, nous raisonnons par ’absurde et supposons I’exis-
tence d'un morphisme x:X*— X*, et d’un mot we X" tels que a = x“(w). Le
lemme suivant réunit quelques conséquences de cette supposition.

Lemme. (i) Si u est facteur gauche de a, alors x(u) est facteur gauche de a;
(i1) x(x)# € pour x=0,1,2;
(iii) a = x“(u) pour tout facteur gauche u de a de longueur |u|=3;
(iv) |x(012}= 3k, oit k est un entier pair.

Prenve. (i) Soit u un facteur gauche de a, et soit p =max {|ul, |x(u)|}. Comme

a =lim x"(w), il existe un entier N tel que a'™’ soit facteur gauche de x"(w) pour

tout n=N. Comme |u|<p, u est donc facteur gauche de x™(w), et par

conséquent x(u) est facteur gauche de x™*'(w). Or |x(u)|<p, et comme a'?’ est

facteur gauche de x"*'(w), le mot x(u) est facteur gauche de a'®!, donc de a.
(ii) Considérons le facteur gauche de a de longueur 6:

u=012021= a'*,

Alors x(u) est facteur gauche de a par (i), donc x(u) ne contient pas de carré. Or,
si x(0) = g, alors x(u) = x(1)x(2)x(2)x(1) contient un carré; de méme, si x(1)=¢,
alors x(u)= x(02)x(02) est un carré; enfin, si x(2)=¢, on a x(u)= x(01)x(01).
Ceci montre I’assertion.

fiti) Nous prouvons d’abord que a=1lim x"(012). I.e mot (12 est facteur
gauche de a, donc x(012) est facteur gauche de a par (i), et |x(612)|=3 par (ii).
On a donc x(012)=012u’ pour un mot u'. Le mot u’ n’est pas vide, car sinon le
morphisme x serait I'identité, et @ ne pourrait étre la limite des x"(w). Il en
résulte par (i) que x"(u')# & pour n =0, et comme x"*'(012) = x"(012)x"(u"), la
longueur des mots x" (0?2} croit strictement. De plus, I’application répétée de (i)
montre que x"(012) es* .zcteur gauche d= @ pour tout n=0. Ceci implique que
G =lim x"(012).

Soit maintenant u =012v un facteur gauche de a de longueur =3. Alors

lim x”(u) = lim (x"(012)x"(v)) =lim x"(012)=a

ce qui prouve (iii).

(1v) Soit m =|x(012)|. Nous utilisons ia formule

X=X ix(ylful, xeX

yeX
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appliquée au facteur gauche de a de longueur 9:

u=a=012021201.
Puisque |ul, =3 pour y=0,1, 2, on a donc

Ix@)l, = 3(x (O, +|x(D, +|x(2,) = 3 |x(012)], (5.1
et en sommant sur x € X:

Ix(u)|=3|x(012)|=3m.

D’autre part, x(u) est facteur gauche de a par (i); comme sa longueur est un
multiple de 3, il s’écrit donc

x(u)=m(ag)i(a,) - - - w(a,) ou x(u)=mw(ap(a,) - ua,)

selon que m est impair ou pair. Comme chaque m(a;) et «(q;) contient exactement
une occurrence de chacune des lettres de X, il y a dans x(u) exactement m
occurrences de chacune des lettres de X:

Ix{wlo = Ix (W), = |x (W)l = m.
En rapprochant cette équation de (5.1), on obtient
m=|x(w)|,=3[x(012), xeX,

montrant que m est un multiple de 3, soit m =3k avec k =|x(012)|,. Il reste a
prouver que k est pair. Nous avons déja vu que k > 1. Supposons k impair. Alors

x(012) = m(ap)e(ay) * * - Ua_2)m(a;, 1), (52)
x(021) = x(asa,as) = v(a ) m(a, 1) * -+ (Azk-2)e(@z-1)- .

Comme yx(0)# &, x(0) commence par la lettre 0, donc «(a,) également. Or, ceci
implique que a, = 1 et x(0)=0. il en résulte que k =35, puisque a, = 0. De (5.2) et
de ce qui précede, on déduit donc que le mot v, défini par

01 = 21m(ak+ )@k 42) T( A 43)1(Apc 1)
est facteur gauche de x(21). Par ailleurs, on a
x(a5a10a11) = x(210) = v(a3,)m(@3p41) * * * t(Agic—1)
donc le mot
02 = U3 )T(A30+1)(A3p o) T(A31c43)

est lui aussi facteur gauche de x(21). La situation est représentée dans la figure
suivante:

Uy 21| (1) | Wsz) | T(akss) | (aisa)

L) was) | masger) W(as+2) | m(Aspas)

Nous allons voir que les mots v, et v, sont entitrement déterminés par la
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condition d’étre I'un facteur gauche de I’autre, et que v, contient un carré. Posons

Vi=V1¥2° " Yias V2=Y1¥2° " * Yi2s yieX

On a 21y, =(as,), donc y;=0; ceci implique que 7(a;,;) =0y,ys, d’olt a;,,;=0
et v,ys=12; comme m(as,.,) = 12y, on a donc ys=0. Puisque t(a,.,)0y,ys, On
doit avoir y,ys =21, ce qui, 4 son tour, montre que, en vue de ¢(as..,) =21y, ¢n
a y,=0. Or m(ay,3)=0y,0y:;, d’'ou l'on tire que y,;py,;=12, et comnie
w(asz, ;)= 12y,,, ceci donise y,,=0. Finalement, «(a,.,4) = 0y;3y.4, C€ qui montre
que y,;y 4=21. En conclusion, le mot v, s’écrit

vy, =21(012021)(012021),

donc v, et par conséquent également a contient un carré, ce qui n’est pas. Ceci
prouve que k est pair et achéve la preuve du lemme. O

Preuve de la propesition. Nous allons déduire de I’existence de x I'existence d’un
deuxiéme “‘tag-system” non pas pour le mot a, mais pour le mot b défini dans la
section précédente. Nous concluerons en appliquant le théoréme de Cobham.
Considérons I'alphabet Y =X U X et le morphisme injectif g = a0: Y*— X*
définis dans la section précédente. On a B(Y)< X3, et en vertu de I’assertion (iv)
du lemme, on a x(B(w))e(X?)* pour tout mot we Y*. On a méme x(B(w))e
(B(Y))*. En effet, chaque mot B(y) (yeY) appartient a B(Y)=n(X)U(X),
donc est facteur de a; donc chaque x(B(y)) est un facteur de a d’une longueur
multiple de 3, et il existe une occurrence de ce mot comme facteur de a qui
commence a une lettre de a d’indice multiple de 3. Il en résulte que le morphisme

=B 'oxeB:Y*>Y* (5.3)

est univoque et partout défini. De plus, I’assertion (iv) du lemme nous 2ssure que
pour toute lettre ye Y, on a |x(B(y))|= 3k, ce qui entraine que |¢(y)|=k pour
toute lettre y € Y, autrement dit: le morphisme ¢ est k-uniforme. Enfin, on a par
(5.3)

Bey"=x"°B, n=0

sOoit

B(y"(0)=x"(012), n=0
ce qui, en vertu de I’assertion (iii) du lemme, montre que

lim B(¥"(0)) = B(lim ¢"(0)) = a.
L'injectivité de g implique que

Y~ (0)=1lim ¢"(0)= b.
Ainsi, b est la séquence interne d’ur. “tag-system” uniforme de module k, et est
aussi la séquence interne d’un “tag-system” uniforme de module 3. De plus, b

n’est 1 as uitimement périodique, car sinon & 'e serait, et a contiendrait des carrés.
On p.ut donc appliquer le théeoréme cité de Cobham, et il existe donc des entiers
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n,m>0 tels que k" =3", ce qui entraine en particulier que k est impair. Or,
d’apres 'assertion (iv) du lemme, k est pair. D’oit la contradiction qui achéve la
preuve de la proposition et du Théoréme 1. [J

6.

Nous utilisons les résultats du paragraphe précédent pour prouver la propriété
plus générale que voici:

Théoréme 2. Il n’existe pas de DOL-syster:c (Z,x, w) avec X<Z, tel jque
a=lim x"(w).

Ainsi, méme l'introduction de lettres auxiliaires ne permet pas d’obtenir a par
itération d’'un morphisme. On peut en effet concevoir une construction ou les
lettres supplémentaires dont on dispose sont utilisées pour “stocker” une infor-
mation qui sera utilisée lors du calcul de I'itération suivante du morphisme. La
définition de la limite permet a cette partie du 1not consacrée a la “mémorisation”
de 'infomation de croitre a chaque itération. Nous prouvorss donc que méme un
tel dispositif ne peut pas engendrer le mot d’ArSon a.

Preuve. On raisonne par I’absurde, et on suppose que a = y“(w), ot x: Z*—>Z*
est un morphisme et we Z*. Comme dans la preuve du lemme, on vérifie que
x(x)# & pour x=0,1,2. Par ailleurs, on a x(C12)e012Z* car 012 est facteur
gauche de a, et méme x(012)e012X*, car x(012) est facteur gauche de tout mot
x"(w) pour n assez grand. La proposition du paragraphe précédent montre donc
que x(0i2) =012, autrement dit que x est I'identité sur X.

Le mot w contient au moins une lettre t telle que le iangage {x"(1): n=0} est
infini, car sinon le langage {x"(w): n =0} serait fini. Soit alors T < Z I’ensemble des
lettres ¢ telles que {x"(¢): n = 0} est infini. D’aprés ce qui précéde,ona TN X =.
Soit wyt, le plus court facteur gauche de w contenant une lettre de T. Alors e T,
wo€(Z — T)*. Pour chaque te T, le mot x(f) contient au moins une lettre teT.
Notons A(t) la premiére occurrencz dans x(t) d’une lettre dans T. Comme T est
fini, il existe deux indices i et j=i+p (p>0) tels que A’(t) = A/(t,) = T. Alors

x'(tp) = cic', xP(F) = utu'
pour certains mots ¢, ue(Z—T)* et ¢’, u’e Z*. Donc
X (to) = X (e)x P (w)ufu'xP (u)x** (c),
et par conséquent le mot
hy = X" (X' "P(Wo)x " (¢)x" (u)u)

est facteur gauche du mot x"*/*?(w) pour tout n=0. Comme w,, ¢, U € (Z-T)*,
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la longueur des mots Fk, est bornée, donc h, est facteur gauche de a pour tout n
assez grand, ce qui implique que la suite des h, devient stationnaire. Il en résulte
en particulier que x"*'(u) = x"(u) pour n assez grand, et donc que le facteur droit
X" "(u)x"(u) de h, est un carré. Comme h, est facteur gauche de a ceci implique
donc que a contient un carré sauf si x"(u)=-e.

[l ne reste donc plus qu’a démontrer que x"(u)# £ pour tout n. Supposons le

RS G & 2R

contraire, donc qu’il existe un entier m tel que x™(u)=¢. Comme
Uy = x'(wo)x"(ctuf

est facteur gauche de x'(w), ie mot
U, = X" (up) = X" (wo)x" " P (c)x ™ (u) + - - xP(u)ul

est facteur gauche du mot x™*/(w) pour tout n. Comme x™(u)=g¢, et wy,c€
(Z~T)*, la longueur des mots u, (n=0) est bornée. Il en résulte, puisque
a=1im y'(w), que u, est facteur gauche de a pour n assez grand, ce qui est

.S L VAR o PO SRR - U
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impossibie car i¢ X. Ceci acheve la preuve. U
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