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Introduction

L'ua des usages de la différenciation hiérarchique des automates
et des langages est de mieux cerner la complexité d'un objet ou la diffi-
culté d'une transformation. Ainsi dit-on des automates & pile qu'ils sont
performants et des automates finis qu'ils sont rudimentaires ( pourtant
plusieurs exposés de cette école nous ont montré les hauteurs ot leur étude
peut mener). Les diverses especes de transducteurs, qu'ils se proménent
dans les branches ou qu'ils gardent les pieds sur terre, n'échappent pas
au chercheur z€lé qui classifie 14 ou d'autres quantifient & tour de bras.

Disposant ainsi d'une hiérarchie des fonctions rationnelles résu-
mée dans la figure 1 (et qui sera expliquée plus bas) 1l'exercice que je
propose est le suivant: classer 1l'opération d'addition dans cette hiérar-
chie. Ceci est vite fait si l1'on se borne a l'algorithme séquentiel de
1'école élémentaire, mais s'avére plus périlleux lorsque l'on emploie des

méthodes non standards.

1. Fonctions rationnelles

Soient A et B deux alphabets. Une fonction partielle

o« : A* —» B* est une fonction rationnelle si o est une transduction
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tigure 1: catcégories de fonctions rationnelles

rationnelle au sens d'Eilenberg[ ]. Les fonctions séquentielles gauches
sont les fonctions réalisées par un transducteur séquentiel gauche. Les
Magsm'" ( generalized sequential mappings with accepting states) sont les
restrictions d'une fonction séquentielle & un langage rationnel. Une fonc-
tion sousséquentielle est le produit (de concaténation) d'une fonction
séquentielle et d'une fonction rationnelle d'image finie. Pour plus de
détails, voir Choffrut[ ]. L'avantage pratique de tout ce qui est
(sous)séquentiel est 1l'aspect déterministe (i.e. 1'automate sousjacent
est déterministe), mais cet aspect n'est pas déterminant puisque, d'aprés
le théoreme d'Elgot et Mezei, toute fonction rationnelle peut &tre simu-
lée par deux fonctions séquentielles.

La définition de fonction locale n'est pas aussi connue (elle ne
figure pas dans [ D). soit n>0 un entier.et A un alphabet. On défi-
nit une application

6: A* —>U*

2
comme suit: d'abord 6 est une bijection de {e}UAUA lJ..JJAn sur U .
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Une fonction n-locale o: A* —» B*¥ est une application qui se factorise en:

\/

o O est comme ci-dessus et o est un morphisme. Il est immédiat qu'une
fonction lccale est biséquentielle. La réciproque est fausse. Ces fonétions
locales ont été étudiées par de nombreux auteurs qui ont examiné leur com-
portement sur des mots infinis dans les deux sens notamment. Comme point

d'entrée a cette étude, citons Nasu[ Is

2. L'addition

Ltécriture d'un entier dans une base se fait traditionnellement
de sorte que les chiffres de plus faible poids se trouvent a droite. Si
A est l'alphabet des chiffres utilisés, l'addition est une application:

A* x A¥ —— A*
(U,V) —F u b v

o u @ v désigne une écriture symbolisant la somme des entiers représen-
tés par u et v . Une certaine manipulation - rationnelle - permet de
ramener, le plus souvent, les mots u et v A la méme longueur ( mais
ceci n'est pas toujours possible:.en effet, si 1'on code comme Bﬁchi[ }

les entiers sur A = {1,2} en associant & w=aa _...a,a 1l'entier
n n-1 10

n n-1 . 3 s . .
5 279 12 teeeta , la représentation d'un entier est unique; mais
n n- o
la construction ci-aprés s'applique quand méme) .
Le couple (u,v) se représente alors bien par un seul mot w

sur un alphabet B de taille double et dont chaque lettre b représente

les sommes égales de deux chiffres de A (on joue sur des propriétés bien




connues des sémanticiens). Ainsi, le couple de mots binaires ( sur A={0,1})
(111101, 001101) est représenté par 112202 sur 1l'alphabet B = {0,1,2}.
L'opération d'addition proprement dite se raméne alors simplement & réécrire
le mot w € B* comme mot de A*, Cette démarche en deux temps a été nommée

1'addition démultipliée par M. P. Schiitzenberger (communication personnelle).

Voici le transducteur sousséquentiel droit pour l'addition bi-

naire: AIO 0/6

A/4

On doit interpréter les mots attachés aux états comme suit: ce sont les
mots & préfixer & la sortie de 1l'automate si & la fin de la lecture 1'état
correspondant est atteint. Ainsi l'addition binaire usuelle est-elle une
fonction sousséquentielle droite. Elle n'est pas séquentielle droite, et
elle n'est pas sousséquentielle gauche: on sait bien que 1l'on ne peut pas

additionner deux nombres 'de la gauche vers la droite'.

3. L'addition molle

I1 existe une addition - qui semble appartenir au folklore - qui,
du point de vue adopté ici, est remarquable. Cette méthode d'additionner
deux nombres ignore les reports (qui constituent évidemment le point cru-
cial de 1'addition ordinaire). En échange, la représentation des nombres

est ambigué. Exposons la méthode en base 10 (cela marche en toute base b,

le cas de la base 2 est légérement plus compliqué). Tout entier n=0

s'écrit de maniére non nécessairement unique sous la forme

t t-1 )
n = nt10 + “t~110 +anst no

avec, et c'est 14 la différence avec 1l'écriture usuelle,

0=<n. =11
i

Etant donné un deuxiéme nombre




t
m = mt10 Fanet mo
on addition n et m comme suit: on définit (pi) et (qi) par

n, + m. = P.

10 0= =<
i i i+l = qi 9 2

i
et S, =p, +4d, -
Comme on a P.= 0, 1ou2, ona 0= sfi 11 et s=n:m est encore écrit
'mollement'. L'intérét 'pratique' de cette addition (que Vuillemin appelle
addition molle) provient du fait que les P qi puis les si peuvent
8tre évalués en paralléle, donc que l'addition molle se fait en deux
"cycles'.

Une inspection facile montre que 1l'addition molle est une fonction
(2-)locale. Bien siir, l'opération de normalisation, i.e. le retour a des

digits dans 1l'ensemble {0,...,9} ,nécessite l'emploi d'une fonction sous-

séquentielle droite.

L. Addition en base de Fibonacci

Les nombres de Fibonacci sont définis par

Soit A = {0,1,2,...,k}, avec k =4, A tout mot

W=a& ... ( aifﬁ )

on associe un entier [wj de la fagon suivante:

= a F F s F
[Wl=aF +a sFq* * %o

Les propriétés suivantes sont connues (voir Knuth[ ]): L'application

[

K

. A* —» N est surjective méme dans le cas k=1 . Soit

_n

({0,1}*.0{0,1}*)\{0,1}*11{0,1}* . La restriction de [ j & K est une
bijection de K sur N ( K est une transversale rationnelle).

Appelons normalisation l'application de A* dans A*¥ qui a w

associe l'unique mot vVvEK vérifiant [w]:[vj ( C'est donc l'application
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Théoréme: La normalisation est une fonction rationnelle.

On voit facilement que la normalisation n'est ni sousséquentielle
gauche, ni droite.

Comme illustration de 1'énoncé (dont Sakarovitch a tiré des con-
clusions sensationnelles [ j), donnons le normalisateur pour k=1 que je

dois a M. P. Schiitzenberger (communication personnelle):

Ce qui nous importe ici, c'est le corollaire suivant:

Corollaire: L'addition en base de Fibonacci est une opération rationnelle.
Preuve: Aprés normalisation, les deux mots représentant les nombres a addi-
tionner sont dans K. Démultiplions-les: le mot résultant est dans {0,1,2}*.

I1 suffit alors de normaliser. []

La question de la séquentialité de 1l'addition se pose alors natu-
rellement. L'opération totale, impliquant une normalisation, ne peut &tre
séquentielle. Mais par contre, on peut réaliser la démultiplication sans
normalisation par une fonction sousséquentielle gauche.

Enfin et pour finir, on doit mentionner le probléme de 1l'addition
molle en base de Fibonacci. Il est remarquable qu'une telle méthode d'addi-
tion existe. Pour la réaliser, nous devons par contre augmenter 1l'ambiguité
de la représentation bien plus que dans le cas classique: 8 chiffres supplé-
mentaires au lieu de 2 dans la méthode usuelle. Il n'est pﬁs certain que

ce soit la meilleure borne.
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