MORPHISMES DE STURM *

Jean Berstel Patrice Séébold

Résumé

Un morphisme sturmien est un morphisme qui préserve les mots infinis
sturmiens. Un morphisme est faiblement sturmien s’il préserve au moins un
mot sturmien. Nous prouvons qu’un morphisme est sturmien si et seulement
si 'image du mot ba®ba’baba®bab est un mot équilibré. Comme corollaire,
nous obtenons qu’un morphisme faiblement sturmien est sturmien. Nous
redémontrons aussi la description des nombres irrationnels dont la séquence
caractéristique est point fixe d’'un morphisme qui est sturmien.

Abstract

A morphism is called Sturmian if it preserves all Sturmian (infinite) words.
It is weakly Sturmian if it preserves at least one Sturmian word. We prove
that a morphism is Sturmian if and only if it keeps the word ba?ba’baba’bab
balanced. As a consequence, weakly Sturmian morphisms are Sturmian. An
application to infinite words associated to irrational numbers is given.

1 Introduction

Un mot infini (a droite) est équilibré si la différence entre le nombre d’occurrences
d’une lettre dans deux de ses facteurs de méme longueur est bornée par 1 en valeur
absolue. Un mot est sturmien s’il est équilibré et non ultimement périodique.

Dans cette appellation ou sous d’autres dénominations, les mots de Sturm ont
une longue histoire. Les premiers travaux remontent a J. Bernoulli et E. B. Christof-
fel. Ils sont mentionnés, avec ceux de A. A. Markov, dans le livre de Venkov [24].
D’autres exposés contenant une synthese de travaux antérieurs sont ceux de Sto-
larsky [23] et tout récemment de T. C. Brown [4]. Le terme “sturmien” a été
utilisé par Hedlund et Morse dans leurs développements de la dynamique symbol-
ique [9, 10, 11]. D’autres appellations pour ces mots ou pour une sous-classe d’entre
eux dont on parlera plus en détail sont : séquences de Beatty, “cutting sequences”,
séquences caractéristiques, spectre (homogene ou non), “two-distance sequences”.
Ces mots ont de nombreuses applications, par exemple en théorie ergodique [17], en
infographie [2], en cristallographie [1] ou en reconnaissance des formes.
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Il y a une large littérature sur ces suites. Elles peuvent étre définies de maniere
arithmétique (comme on le verra plus bas, associées a un nombre irrationnel [la pente]
et un autre réel ['intercept]), combinatoire (comme mots équilibré) ou extrémale
(comme mots ayant un nombre minimal de facteurs). L’équivalence entre ces défini-
tions et les variations de formulation ou de démonstrations occupent une large part
de la littérature sur ce theme (voir la description de [4]). Plus récemment, I'intérét
s’est porté sur la nature et le nombre des facteurs (voir S. Dulucq et D. Gouyou-
Beauchamps [7], Rauzy [18, 19, 20], Mignosi [15]), et sur les étroites relations entre
le développement en fraction continue de la pente et des morphismes sturmiens. Au
moins six articles mentionnent (dit Brown [4]) le fait que si la pente a une fraction
continue purement périodique, le mot associé est point fixe d’'un morphisme. La
caractérisation des pentes des mots qui sont points fixes a été donnée par Crisp et
al. [5], et nous la retrouverons comme cas particulier.

Nous nous intéressons ici aux morphismes sturmiens, c’est-a-dire tels que I'image
de tout mot sturmien est sturmien. Ces morphismes (ou “substitutions” en arithmé-
tique) ont un lien explicite avec le développement en fraction continue, décrit de
fagon détaillée par Rauzy [19] et par d’autres (voir a nouveau Brown [4]). Les
morphismes sturmien ont été completement décrits par Séébold et Mignosi [16] : ils
ont prouvé que tout morphisme sturmien est produit de morphismes pris dans un
ensemble de trois morphismes particuliers.

Dans cet article, nous prouvons que, pour tester si un morphisme f est sturmien,
il suffit de vérifier que le seul mot f(ba®ba®baba®bab) est équilibré et primitif. 11 en
résulté évidemment qu’il est décidable si un morphisme est sturmien. Nous prouvons
en fait un résultat plus fort, a savoir qu'un morphisme acyclique est sturmien des que
I'un des mots f(w), pour w € €2 est équilibré, ou 2 est un ensemble de mots donné
explicitement. Comme conséquence, nous obtenons qu’un morphisme est sturmien
des que I'image d’un mot infini sturmien est sturmien.

Ces résultats s’appliquent dans le cas des mots caractéristiques des nombres
irrationnels. Si une substitution transforme un mot caractéristique en un mot car-
actéristique, ¢’est un morphisme sturmien, donc produit de morphismes particuliers.
Nous prouvons que, vu la forme spéciale des mots, seuls deux des trois morphismes
interviennent, et nous obtenons une preuve plus simple du théoreme de Crisp et
al. [5] qui caractérise les nombres irrationnels dont la suite caractéristique est point
fixe d’'un morphisme. L’extension de ce résultat au cas non homogene (c’est-a-dire
au cas ou l'intercept n’est pas nul) reste un probléme ouvert.

2 Définitions et notations

Nous utilisons les notations du livre de Lothaire [13]. Soit A = {a,b} un alphabet
fixé. On note A* le monoide des mots (finis) sur A et ¢ le mot vide. On note AN
I’ensemble des mots infinis sur A et A* = A* U AN,

Pour tout mot u € A*, on note par |u| la longueur de u et par |u|, le nombre
d’occurrence de la lettre x dans le mot u. Un morphisme h est une application de
A* dans lui-méme telle que h(uv) = h(u)h(v) pour tous u,v € A*. Le morphisme
h est non effacant si ni h(a) ni h(b) n’est le mot vide La longueur d’'un morphisme
f est Ventier || f|| = |f(a)| + |f(b)|]. Tout morphisme s’étend de maniére naturelle
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a A%,

Considérons
a— ab é ~a—ba
b—a "b—a

o :

Le premier est le morphisme de Fibonacci, et le deuxieme est son image miroir. Un
troisieme morphisme va nous étre utile. C’est le morphisme E qui échange a et
b. Par composition, on obtient d’autres morphismes. Nous en distinguons deux en
particulier, a savoir :

a—a ~ a—a
G_¢OE'b—>ab D_¢OE'b—>ba

Posons u,, = ¢"(a) et v, = ¢"(b) pour n > 0. Alors on a Up1 = Unplp_1, Upt1 = Unp.
Le morphisme ¢, étendu aux mots infinis, a un seul point fixe

F = abaababaabaababaababa . . .= ¢(F)

qui est le mot infini de Fibonacci.

Pour tout w € A%, on note Fact(w) 'ensemble des facteurs finis de w. Posons,
pour deux mots u et v de méme longueur, §(u,v) = | |u|ls — |v|o|. Un mot w € A%
est équilibré si 6(u,v) < 1 pour tout u,v € Fact(w) tels que |u| = |v|. Un mot infini
x € AN est sturmien s’il est équilibré et non ultimement périodique. La propriété
suivante est bien connue :

Propriété 2.1 Le mot F est sturmien.

Les mots de Sturm sont intimement reliés a la fois aux “suites caractéristiques”
de nombres irrationnels, et entierement décrits par leur “complexité”. Soient « et p
deux nombres réels, avec 0 < o < 1 irrationnel, et posons, pour n > 0,

P {a sila(n+1)+p] =|an+p|
" b sinon
J = {a si [a(n+1)+p] = [an + p]
" b sinon
Alors les deux mots infinis
Sap = A0A10G2 -~ Gy - -+ €6 S, = apaiay - Gy,

sont sturmiens, et réciproquement, tout mot sturmien est de la forme s, , ou s’w o
pour un nombre irrationnel « et un réel p [11]. Le nombre « est la pente et p
est intercept. La suite caractéristique du nombre irrationnel « est le mot infini
Cq = Q1a9 - - - ay - - - Obtenu en prenant p = 0 et en convenant de numéroter a partir
de 1. Par exemple, le mot de Fibonacci F est le mot ¢y /,, ot 7 = (1 ++/5)/2 est le
nombre d’or. Toute suite caractéristique est un mot sturmien, et la réciproque est
fausse. Les nombres irrationnels « tels que ¢, est point fixe d’un morphisme ont été
caractérisés par Crisp et al. [5]. Nous obtiendrons leur résultat comme conséquence
de notre description des morphismes sturmiens. Par ailleurs, la complexité Py d'un
mot infini est la fonction telle que Px(n) est le nombre de facteurs de longueur
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n de x, pour tout n > 0. On sait que si x n’est pas ultimement périodique, alors
Px(n) > n+1 pour tout n. Les mots de Sturm sont le mots de complexité minimale :
un mot x est sturmien si et seulement si Px(n) = n + 1 pour tout n > 0 [6].

Un morphisme h est sturmien si h(x) est sturmien pour tout mot sturmien x.
Le morphisme identité sur A et le morphisme E qui échange les lettres a et b sont
évidemment sturmiens. Par ailleurs, on a (voir par exemple Séébold [21]) :

Propriété 2.2 Les morphismes ¢ et ¢ sont sturmiens.

Les morphismes sturmiens sont stables par composition. Appelons monoide de
Sturm et notons

St = {E, ¢, ¢}"

le sous-monoide des endomorphismes de A* engendré par E, ¢ et ¢. Tout élément
de St est sturmien. On a réciproquement (Séébold et Mignosi [16] :) :

Propriété 2.3 Tout morphisme sturmien appartient a St.

Le monoide de Sturm a de nombreuses propriétés, dont certaines ont été conjec-
turées par Kosa [14] et prouvées par Séébold [21]. Nous en donnons une autre, a
savoir 1'unitarité, plus loin.

Un morphisme f est acyclique si f(ab) # f(ba), donc si f(a) et f(b) ne sont
pas puissances d'un méme mot. Un morphisme qui n’est pas acyclique (donc qui
est cyclique) est essentiellement un morphisme dans un alphabet a une seule lettre.
Aussi, I'image d’un mot infini par un morphisme cyclique est périodique. On a

Propriété 2.4 Tout morphisme sturmien est acyclique.

3 Reésultats

Notre objectif est de donner des criteres pour déterminer si un morphisme est stur-
mien. Notre premier résultat dans cette direction est le théoreme suivant :

Théoreme 3.1 Un morphisme f est sturmien si et seulement s’il est acyclique et
si le mot f(ba*ba*bababab) est équilibré.

Il en résulte un procédé simple pour tester si un morphisme est sturmien. Ce
résultat est toutefois insuffisant pour prouver que si un mot caractéristique c, est
I'image par un morphisme h d'un autre mot caractéristique cg, alors h est sturmien.
Appelons un morphisme h faiblement sturmien s’il existe au moins un mot sturmien
x tel que h(x) est sturmien. Nous allons prouver qu’alors h(x) est sturmien pour
tout mot sturmien x. En d’autres termes, on a :

Théoréme 3.2 Un morphisme f est sturmien si et seulement s’il est faiblement
sturmien.
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Ce résultat possede une variante “finitiste”. On n’a pas besoin de connaitre un
mot infini sturmien tout entier pour conclure. Pour étre plus précis, introduisons
une notation : Soient m > 1 et r > 1 deux entiers, et posons

Wiy = am—lb(am—l—lb)r—i—lamb(am—l—lb)ramb
wh,, = a™b(a™b)"a™b(a™b) ™Mb

En particulier, w1 = ba*ba*baba’bab et w} ; = abababa®baba®b. Posons

Q= U {wmﬂ’a w:u,r’ E(wmﬂ’>7 E(w:’n,r)}

m,r>1

Les mots de €0 sont équilibrés. Evidemment, ces mots sont liés entre eux : ainsi,
on a

Wm+1,r = G(wmﬂ’>7 w:’n—l—l,r = G(w;w)

mais aussi
AW, = G™ o EoD(ab™ab’a), awl,, =G™ o EoD(ba" " ba"b)

En fait ces mots, en un sens, “marquent” les mots sturmiens. On a la propriété :

Propriété 3.3 'Tout mot de Sturm contient en facteur un et un seul des mots de
Q.

Notre résultat principal est alors :

Théoreme 3.4 Soit f un morphisme. Les trois conditions suivantes sont équi-
valentes :
(i) f est composé des morphismes E, ¢ et ) (c’est-a-dire f € St);
(ii) f est acyclique et il existe w € 2 tel que f(w) est un mot équilibré;
(iii)  f est acyclique et pour tout w € Q, le mot f(w) est équilibré.

Donnons une interprétation géométrique de cet énoncé. Un mot sturmien, par
le couple de réels formé de la pente et 'intercept, est associé a une droite dans le
plan. Un morphisme sturmien est donc une application “affine”, car elle transforme
des droites en des droites. Or, les mots équilibrés correspondent a des segments de
droite, et les mots de € correspondent a des segments de droite particuliers. La
propriété mentionnée ci-dessus signifie qu'un mot de Sturm est “reconnu” par la
donnée d'un segment de cette forme, et le théoreme dit que, pour qu'un morphisme
soit sturmien, il suffit que I'image d’un des segments dans €2 soit un segment de
droite.

Voici une application aux mots caractéristiques :

Proposition 3.5 Soit f un morphisme, et soient «, 3 deux nombres irrationnels
avec 0 < o, § < 1 tels que

co = f(cp).
Alors f est un produit de E et ¢.
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Notons que le morphisme é n’apparait pas dans la factorisation de f donnée par
cette proposition Ceci est di a la propriété suivante des mots caractéristiques :

Propriété 3.6 Soit 0 < o« < 1 un nombre irrationnel. Alors le mot ac, est
lexicographiquement plus petit que tous ses suffixes propres, et symétriquement, le
mot be, est lexicographiquement plus grand que tous ses suffixes propres.

De ces résultats, on déduit assez simplement la caractérisation suivante des nom-
bres irrationnels o dont le mot caractéristique c,, est point fixe d’'un morphisme (qui
est nécessairement sturmien). Cette description est due a Crisp et al. [5] :

Théoreme 3.7 Soit 0 < a < 1 un nombre irrationnel. Le mot c, est point fixe
d’un morphisme autre que I'identité si et seulement si le développement en fraction
continue de « a I'une des trois formes suivantes :

(i) [0;7r0, 71, - Tnls Tn > 19 > 1;
(ii) [0;1 479,71, - Tn), Tn =19 > 1;
(iii) [0;1, 70,71, Tn), T > 19 > 1.

Une autre conséquence de ces résultats est une connaissance plus détaillée du
monide de Sturme St. Nous allons démontrer que St est unitaire :

Proposition 3.8 Le monoide St est unitaire a gauche et a droite, c’est-a-dire :
(i) SifogeStetfeSt, alors g € St;
(ii) Si fog € St et g e St, alors f € St.

4 Une premiere caractérisation
Commengons par une définition. Pour raccourcir ’écriture, posons
W = ba*ba’*baba*bab, W' = abababa®baba’b

Un morphisme f est dit équilibré si le mot f(WW) est équilibré ou si le mot f(W’) est
équilibré. Un morphisme sturmien est équilibré. Dans cette section nous prouvons
la proposition suivante qui permet de démontrer simplement le théoreme 3.1 :

Proposition 4.1 Soit f un morphisme. Alors f € St si et seulement si f est
acyclique et équilibré.

Preuve du théoreme 3.1. Il est une conséquence immédiate de cette proposition :
en effet, si f est sturmien, il est acyclique et f(W) est équilibré. Réciproquement,
si f est acyclique et f(W) est équilibré, alors f est équilibré. Par la proposition
précédente, f € St, et f est sturmien.

La preuve nécessite deux lemmes. Le premier est combinatoire, et le deuxieme
permet de raisonner par récurrence sur la longueur du morphisme.

Lemme 4.2 Soit f un morphisme non effacant et équilibré, autre que I'identité.
Si f(a) € aA* N A*a, alors f(b) € aA* U A*a.
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Preuve du lemme 4.2 : Soit f un morphisme non effagant équilibré tel que f(a) €
aA* N A*a. Par hypothese, I'un des mots f(W) ou f(W’) est équilibré. Raisonnons
par 'absurde, et supposons que f(b) € bA* N A*D.

Montrons d’abord que f(a) = (ab)"a pour un entier n > 0. Comme W et W’
contiennent le facteur aa, leurs images contiennent aussi le facteur aa, et comme
ils sont équilibrés, il ne contiennent pas de facteur bb. Si f(a) n’a pas la forme
annoncée, alors il existe des mots u et v tels que f(a) = uaav. Mais alors f(aa)
contient le facteur z = aavuaa et f(bab) contient le facteur 2’ = buaavb. Or z et 2’
sont de méme longueur et §(z, z’) = 2, contrairement a I’hypotheése. Donc f(a) ne
contient pas aa et il est bien de la forme f(a) = (ab)"a pour un entier n > 0.

Le mot f(bab) contient bab et f(aa) contient baab. Donc f(b) ne contient ni bb
ni @ en facteur. Nous allons prouver que f(b) = (ba)™b pour un m > 0. Ceci est
vrai si f(b) = b, et nous supposons donc que f(b) contient aa en facteur et posons
f(b) = buaavb pour des mots u, v.

Le mot W contient les facteurs = baabaab et y = babaabab. Or f(x) contient
en facteur le mot z = aavbf(aabaa)buaa alors que f(y) contient en facteur le mot
2! = bf(abaa)buaavbf(a)b. Les mots z et 2z’ sont de méme longueur et §(z, 2') = 2,
contradiction.

De méme, le mot W’ contient les facteurs x = baab et y = babab, et f(z)
contient en facteur le mot z = aavbf(aa)buaa) alors que f(y) contient le facteur
y = bf(a)buaavbf(a)b. La encore, les mots z et z’ sont de méme longueur et
d(z, 2') = 2, contradiction.

On a donc f(a) = (ab)™a et f(b) = (ba)™b pour des n,m > 0, et comme f
n’est pas l'application identique, n +m > 0 et en particulier, f(ab) = (ab)"™™*! se
termine par bab.

Le mot W contient les facteurs u = aabaa et v = ababa. Par conséquent, f(u)
contient le facteur z = af(ab)(ab)"aa et f(v) contient le facteur 2’ = babf(ab)(ab)".
Les mots z et z’ sont de méme longueur et §(z, 2') = 2, contradiction.

De méme, le mot W’ contient les facteurs u = aababaa et v = abababa, et f(u)
contient en facteur z = af(abab)(ab)"a et f(v) contient z’ = babf(abab)(ab)"aa
en facteur. La encore, les mots z et 2’ sont de méme longueur et 6(z,2') = 2,
contradiction.

Ceci acheve la preuve du lemme.

Corollaire 4.3 Soit f un morphisme non effacant et équilibré, autre que I'identité.
Alors f(a) et f(b) commencent ou finissent par la méme lettre.

Preuve du corollaire 4.3 : 11 suffit de prouver ’énoncé lorsque f(a) commence par
a. FEn effet, sinon on remplace f par E o f et clairement f vérifie la propriété du
corollaire si et seulement si E o f la vérifie. Supposons que f(b) commence par b. Si
f(a) finit par a, le lemme 4.2 implique que f(b) commence ou finit par a. Si f(a)
finit par b, le corollaire est vrai sauf si f(b) commence par b et finit par a. Mais
alors f(ab) contient bb en facteur et f(ba) contient aa en facteur, en contradiction
avec le caractere équilibré de f. Ceci prouve ’assertion.
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Lemme 4.4 Soient f et g deux morphismes tels que f = ¢og ou f = ¢pog. Alors
f est équilibré si et seulement si g est équilibré.

Preuve du lemme 4.4 : Si g est équilibré, alors f I'est. Supposons réciproquement
que le mot f(W) est équilibré. Si f est effacant, alors g 1'est également et on voit
facilement que g(W) est équilibré. Supposons donc que f nest pas effacant et que
g(W) n’est pas équlibré. Considérons d’abord le cas f = ¢ o g.

Rappelons (voir par exemple [6]) qu'un mot déséquilibré possede deux facteurs
de la forme ata et btb, avec |t|, = |t|, et que deux occurrences de ces facteurs sont
disjointes. De plus, et cela servira dans la deuxieme partie de la preuve, on peut
choisir ¢ de longueur minimale, et alors aucun préfixe non vide de ata n’est suffixe
de btb et symétriquement.

Il existe donc des mots ¢, x, 2, z, 2’ tels que

g(W) = zataz = 2'btbz’
Il en résulte, en posant u = ¢(t), que
(W) = 6(x)abuabe(z) = ¢(z')auag(*)

Si 2/ # e, alors ¢(z') commence avec un a et f(WW) contient les facteurs buab et
auaa, donc est déséquilibré. Donc la seule occurrence de btb est en suffixe de g(W),
et (W) = zataybtb pour un mot y. Or |ata| = |btb| < |g(W)|/2, donc btb est suffixe
de g(abaabab). Mais le mot W contient une deuxiéme occurrence du facteur abaabab,
donc g(W) contient une deuxieme occurrence de btb. La méme preuve s’applique
pour le mot W',

Considérons maintenant le cas f = ¢ o g. En posant cette fois-ci u = é(t), on
obtient

FW) = d(x)baubad(z) = ¢(z')auag(2')

et comme précédemment, on prouve que =’ = ¢, que g(W) = btbyataz’ pour un mot
y et que btb n’apparait qu’en préfixe dans g(W). Il en résulte que |btb| > |g(baaba)],
puisque baaba a d’autres occurrences dans W. On en déduit que

|g(abaabab)| > |btb| = |ata| > |g(aabab)|

Comme le suffixe abaabab de W a une deuxiéme occurrence dans W, puisque W =
ba - abaabab - aabab, le mot ata n’a pas d’ocurrence dans g(abaabab) car sinon

g(baabaabab) = ataw = w'bth

avec |ata| = |btb| > |g(baaba)| > |g(baabaabab)|/2. Les occurrences de ata et btb se
chevaucheraient donc, contrairement a I’hypothese. Il existe donc une factorisation

g(ab) = x1yxa, m #e,x90F ¢

telle que
btb = g(baaba)xy, ataz’ = wag(abaabab)

Or |ata| = |btb] = |g(a®V?)| + |x1| d’olt en simplifiant

/’_

2] = |woyzs|
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Si 2 est suffixe de g(ab) = x1yxe, alors x5 est suffixe de x4, et x5 est a la fois suffixe
de btb et préfixe de ata, contradiction.
Si g(ab) est suffixe de 2/, soit 2" tel que 2’ = 2"g(ab). Alors

ataz" = xa9(a)g(baab)

et comme 2" est plus court que g(baab), on a g(baab) = sz’ pour un mot non vide
s qui est a la fois suffixe de ata et préfixe de btb. Ceci acheve la preuve.
Ici aussi, la méme preuve s’applique pour le mot W',

Preuve de la proposition 4.1. Tout morphisme dans St est sturmien, donc équilibré
et acyclique. Réciproquement, soit f un morphisme acyclique équilibré. Comme f
est acyclique, ni f(a) ni f(b) ne sont le mot vide, et donc [|f]] > 2. Si||f|| = 2
alors f est 'identité ou f = F, parce que f est acyclique, et le résultat est évident.
Nous pouvons donc supposer, en raisonnant par récurrence sur || f||, que || f]| > 3.

Par le corollaire 4.3, les mots f(a) et f(b) commencent ou finissent par la méme
lettre. Nous pouvons supposer que la lettre commune au début ou en fin de f(a) et
f(b) est la lettre a, sinon nous remplagons f par E o f sans augmenter sa longueur.
Nous pouvons aussi supposer que la lettre commune & f(a) et f(b) est leur derniere
lettre. Sinon, on remplace dans ce qui suit ¢ par ¢.

Sini f(a) ni f(b) ne contiennent pas de facteur bb (et finissent pas la lettre a),
alors f(a), f(b) € {a, ba}*, et il existe des mots z et y tels que f(a) = ¢(x), f(b) =
¢Z(y) Soit alors ¢ le morphisme défini par g(a) = x, g(b) = y. Par construction,
f = og. Par le lemme 4.4, le morphisme g est équilibré, et comme ||f| > ||g]|, le
résultat s’obtient par récurrence.

Si f(a) ou f(b) contient le facteur bb, on a f = E o ¢ o g pour le méme mor-
phisme g.

5 Une propriété du monoide de Sturm

Dans cette section, nous prouvons le théoreme 3.4 et la proposition 3.8. Nous
déduisons le théoreme de la proposition 4.1 au moyen de la proposition ci-dessous
qui établit que le monoide de Sturm est unitaire a droite.

Proposition 5.1 Soient f et g deux morphismes. Si fog € St et g € St, alors
f € St.

Pour la preuve, nous utiliserons, pour le monoide St, les générateurs G = ¢po
et D = ¢ o FE a la place de ¢ et ¢ Pour plus de commodité, nous allons noter par
simple juxtaposition la composition de morphismes (ainsi fg = f o g). Rappelons
(voir [14, 21]) les relations suivantes (ou I désigne I’application identité) :

E* = ]
GD = DG
GEGFED = DEDYEG (k>1)

La proposition est une conséquence immédiate du lemme suivant :
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Lemme 5.2 Soit f un morphisme. Alors
(1) si fE € St, alors f € St;
(2) si fG € St, alors f € St;
(3) si fD € St, alors f € St.

Preuve. (1). Si fE € St, alors (fE)E € St. Or fE?* = f, donc f € St. La preuve
de (2) et (3) est symétrique, et nous prouvons (2).

Appelons deux mots u et v incomparables lorsqu’aucun des deux mots n’est
préfixe de I'autre. Un morphisme f est dit séparant si f(a) et f(b) sont incompa-
rables. Clairement les morphismes E et D sont séparants, et G n’est pas séparant.
Notons que si f et g sont séparants, alors fg est séparant. En effet, on a g(a) = ucz
et g(b) = udy pour des mots u, z,y et des lettres ¢ # d, donc fg(a) = f(u)f(c)f(x)
et fg(b) = f(u)f(d)f(y), et comme f(c) et f(d) sont incomparables, il en est de
méme de fg(a) et fg(b).

Pour tout £ > 0 et s > 1, le morphisme G¥ED?* est séparant. En effet, le
morphisme
a— a*b

k .
G'ED = )

est séparant, et par composition aussi le morphisme G¥ED?.

Posons fG = H, avec H = gi192- -+ g¢, gi € {E,G,D}, et H sans facteur E?,
GD, ni GEG*ED pour un k > 1. Nous allons montrer qu’alors g, = G. Supposons
que g¢ # G. Le morphisme H s’écrit sous la forme

H=D*"G™ED*G"™ED*..-G™ ED

avec so >0, s;,m; > 0et s;+m;z 1 >0pourt=1,..., k— 1.
Montrons d’abord que si s = 0 alors m; = 0. Sinon,

H=HGE

pour un morphisme H', et H(a) = H'(a)H'(b), H(b) = H'(a), donc H(b) est préfixe
propre de H(a), alors que fG(a) = f(a) est préfixe propre de fG(b) = f(ab).

Montrons maintenant que si s; = 0, alors m; = 0 pour ¢ = 1,..., k (nous venons
de prouver que ceci est vrai pour ¢ = k). Sinon, il existe i < k tel que s; = 0 et
m; # 0. Choisissons ¢ maximal avec cette propriété. Comme s; + m;y; > 0, on a
m;+1 # 0, et par maximalité, on a aussi s;11 # 0. Donc H contient le facteur

G BGM DS

avec my;, m;y1, Si+1 > 0, contrairement a 1’hypothese.

Ainsi, H se factorise donc en H = D*°Y Y5 --- Yy, ou chaque Y; = G™ ED?® est
soit égal a F, soit vérifie s; > 0. Dans les deux cas, Y; est séparant, donc H est
séparant, alors que fG n’est pas séparant.

Lemme 5.3 Soient f un morphisme et r > 1 un entier.
(1) Si f(wy,) est équilibré, alors f(ws 1) est équilibré;
(2) i f(w),) est équilibré, alors f(w} ;) est équilibré.
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Preuve. Supposons que f(w] ) est équilibré, et que f(abababa®baba®b) est déséquili-
bré. Ce mot contient alors deux facteurs u et v, de méme longueur, et tels que
d(u,v) = 2. On choisit ces mots de longueur minimale. L’'un au moins de ces
facteurs, disons u n’est pas facteur de f(wj,). Mais u est facteur d'un mot f(s) ot
s est facteur de W' = abababa*baba®b sans étre facteur de wf .. Une inspection des
mots montre que s doit contenir le facteur aababaa. En d’autres termes, u contient
en facteur (propre) le mot ababa :

u = x1 f(ababa)x,

pour des mots non vides x1, x2. Le facteur v, d’occurrence disjointe de u, est facteur
du préfixe f(abababa). 1l existe donc y; et yo tels que

v = y1f(aba)ys

Maintenant, les mots

u, = x1f((ab)"aba)rs et v, =y f((ab) a)ys

sont facteurs de f(w),), et d(u,,v,) = 6(u,v) = 2. Contradiction. La preuve de
I’autre implication est similaire.

Preuve du théoréme 3.4. Supposons que f est acyclique et que f(w,, ) est équilibré
pour des entiers m,r > 1. Posons ¢ = f o G™~'. Le morphisme g est acyclique, car
si Pon avait g(ab) = g(ba), on aurait f(a™b) = f(a™ 'ba) et f serait cyclique. On a
f(wm,y) = g(wy,). Ainsi, le mot g(w:,) est équilibré et en vertu du lemme précédent,
le mot g(ba?ba*baba®bab) est équilibré. Par la proposition 4.1, le morphisme g est
sturmien. Donc ¢ = f o G™~! € St, et par la proposition 5.1, le morphisme f est
dans St.

]
Preuve de la proposition 3.8 : Nous avons prouvé plus haut que le monoide de
Sturm est untaire a droite. Le fait que St est unitaire a gauche est maintenant une
conséquence immédiate du lemme 4.4 : Si fog € St et f € St, alors f et fog
sont équilibrés, et par le lemme 4.4, le morphisme ¢ est équilibré. De plus, g est
acyclique parce que f l’est, donc g € St.

6 Applications arithmétiques

Soient x = agay - -+ et y = bob; - - - deux mots infinis. Nous notons x < y lorsque x
est lexicographiquement plus petit que y, c’est-a-dire lorsqu’il existe un entier n tel
que ap = by pour 0 < k <neta,=a,b,=0.

Proposition 6.1 Soient 0 < p,p' <1 et 0 < o < 1, a irrationnel. Alors

Sap < Sapy = p<p.
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Preuve. Comme « est irrationnel, I'ensemble des parties fractionnaires {an}, pour
n > 0, est dense dans [0, 1]. On a p < p’ ssi il existe un entier n tel 1 — p' < {an} <
1 —p, donc ssi [an+p'| =14 |an + p|. Soit m le plus petit entier vérifiant cette
propriété, et posons k = m — 1. Alors on a, avec Sy, = aoa1 -+ €t Sq = apay - -
les relations a; = a; pour 0 < j <k et a; < ay.

Proposition 6.2 Soit 0 < a < 1 irrationnel. Pour tout 0 < p < 1, on a

acq < Sq,p < be,.

Preuve. II suffit de prouver la seconde inégalité. On a bc, = s, . Par ailleurs,
[an] > |an + p| pour tout n > 0 et, comme « est irrationnel, il existe n tel que
[an] =1+ [an + p|. On conclut comme ci-dessus.

Preuve de la propriété 3.6. En effet, un suffixe de ¢, s’écrit sous la forme s, ,, avec
0<p<l
]

Avant de prouver la proposition 3.5, il est utile de rappeler les relations suivantes
régissant le lien entre les pentes des suites caractéristiques et le morphismes de Sturm
(voir par exemple [3] ou [24] ou ces relations sont implictes) :

E(Ca) = Cl—q; G(Ca) = Co/(14a)> ¢(Ca> = C(1-a)/(2—a)

I1 sera commode de disposer des morphismes 6,, = G™ ' o EoG pour m < 1. On a

em(ca> = Cl/m—l—a'

Preuve de la proposition 3.5. Soit f un morphisme tel que ¢, = f(cg). Alors f est
faiblement sturmien, donc sturmien par le théoreme 3.2. Il reste a prouver que f
s’écrit comme produit de F et de ¢, et sans é Nous procédons par récurrence sur
| f]l- On peut supposer que cg contient le facteur aa. Sinon, on remplace cz par
ci—p = E(cg) et f par foE. On peut également supposer que ¢, contient le facteur
aa. Sinon, on remplace f par Fo f et ¢, par ¢;_,. Ces normalisations n’augmentent
pas la longueur de f. Comme bcg est sturmien, le mot ¢z commence par la lettre a.
De méme, ¢, commence par la lettre a. En particulier, f(a) commence avec a, et
ni f(a) ni f(b) ne contiennent le facteur bb.

Si le mot f(b) commence aussi avec la lettre a, alors les deux mots f(a) et f(b)
sont produits de mots dans {ab,a}. Par conséquent, f = ¢ o g pour un morphisme
g plus court, et un mot approprié c,. Pour conclure, il suffit donc de prouver que
f(b) ne peut pas commencer par la lettre b. En effet, sinon f(a) et f(b) finissent par
la méme lettre letter. Si cette lettre est un b, alors ¢, contient le facteur bb. Donc
f(a) et f(b) finisssent par un a. Soit alors r > 1 lentier tel que a"b est préfixe de
cg. Alors a™™'b est facteur de cg. Le mot af(a”)b est un préfixe de ac,, et af(a")a
est un facteur de c,. Or ceci montre que ac, est lexicographiquement supérieur a
un de ses suffixes, contradiction.
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Nous terminons par la preuve de la caractérisation des nombres irrationnels dont
le mot caractéristique est point fixe d’une substitution. Ce résultat a été établie par
Crisp, Moran, Pollington et Shiue. La présente preuve ne reprend que la fin de leur
démonstration, le début de leur preuve étant consacré a la démonstration d’un cas
particulier de notre théoreme 3.1.

Preuve du théoreme 3.7. Soit
a=1[0;ry,re, ...

le développement en fraction continue de . Soit f tel que ¢, = f(c,). Alors f est,
par la proposition 3.5, produit de morphismes G et E. Clairement f # F et f n’est
pas une puissance de G uniquement. Donc,

f=GmEG™ ... EG™ EG™+

avec k > 1, ny,ngyr1 > 0, et ny, ..., ng > 1. Nous distinguons deux cas.
Premier cas. nipr1 > 1. Alors

f =010, - gnankH—l
Comme c,, est point fixe, ceci implique 1’égalité
[0;71,79,...] = [0; 1+ n1,n9, ... g, g1 — L+ 71,79, .. ]

d’ou l'on tire que 1 = 1+ ny, 12 = na,..., Tk = N, Tl = Npg1 + N, €6 75 = 74
pour j > 2. Donc
a=1[0;r,72, ., Thr1), Tre1 > T

ce qui est la premiere alternative de 1’énoncé.
Deuziéme cas. npy1 = 0. Soit alors f/ = EfE. Comme c, = f(c,), on a
f'(Eca) = Ec, ou encore f(cg) = cg, avec f = 1 — . Maintenant,

f'=EG"EG"™--- EG™ etn;>1.

Cette écriture est de la méme forme que ci-dessus sauf si n; = 0. Considérons les
deux sous-cas.

Supposons d’abord que n; = 0. Alors k > 3, et f' = 0py410p; -+ 0, G
d’ou, par application du premier cas, § = [1 + no,ng3, ..., nk_1, N2 + ng| et comme
ng > 1, on obtient pour a = 1 — (3 le développement

a=1[0;1,n9,n3,...,Nk_1,Na + Nk

Comme ny > 0, on est dans la derniere alternative de 1’énoncé.
Si enfin ny > 0, alors ' = 60,1100, - On,_,G™ " avec ng = 0. En appliquant le
premier cas, on obtient 5 = [0; 1,71, ..., %] et donc

a=1[0;1+ny,ng,. .., g, 11

ce qui est la deuxieme alternative de 1’énoncé.
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