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0. Répétitions
Un mot w est une répétition d’ordre α (α > 1 rationnel) si

w = xnx′, α = n + |x′|/|x|, n entier , x′ préfixe de x

entente est une répétition d’ordre 7/3.
blablabla est un cube.
Un chevauchement est une répétition d’ordre > 2.
Soit β > 1. Un mot w est
— sans répétition d’ordre β s’il n’a pas de facteur qui est une répétition
d’ordre ≥ β;
— sans répétition d’ordre β+ s’il n’a pas de facteur qui est une répétition
d’ordre > β.

Un mot sans chevauchement est un mot sans répétition d’ordre 2+. Nota-
tion inutile en français.
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1. Mots sans chevauchement
Le mot de Thue-Morse

t = 0110100110010110 · · ·

est obtenu en itérant le morphisme

µ : 0 7→ 01
1 7→ 10

Il est sans chevauchement : pas de facteur uvuvu avec u non vide. Il y a
donc une infinité de mots binaires sans chevauchement.
ID Number: A007777
URL: http://www.research.att.com/projects/OEIS?Anum=A007777
Sequence: 1,2,4,6,10,14,20,24,30,36,44,48,60,60,62,72,82,88,96,112,

120,120,136,148,164,152,154,148,162,176,190,196,210,216,224,
228,248,272,284,296,300

Name: Number of overlap-free binary words of length n.
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Mots sans carré et mots sans chevauchement
Si on écrit a pour 011, b pour 01 et c pour 0,

t = 011|01|0|011|0|01|011|0 · · · → abcacba · · ·

on obtient un mot sans carré sur trois lettres

abcacba · · ·
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Décompte du nombre de mots sans chevauchement
Restivo et Salemi ont prouvé:

Théorème 1 Le nombre de mots binaires sans chevauchement croı̂t polynomiale-
ment.

Karhumäki et Shallit ont prouvé:

Théorème 2 Le nombre de mots binaires sans répétition d’ordre 7/3 croı̂t polyno-
mialement.

Le deuxième ensemble contient 011001100 qui est une répétition d’ordre
9/4 < 7/3. La preuve repose sur la propriété suivante:
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Lemme 3 Soit 2 < α < 7/3 et soit x un mot sans répétition d’ordre α. Il existe
des mots u, y, v avec u, v ∈ {ε, 0, 1, 00, 11} et y sans répétition d’ordre α tel que

x = uµ(y)v.

De plus, cette factorisation est unique dès que |x| ≥ 7.
Exemples: 1. 011001100 = 01|10|01|10|0 = µ(0101)0 et y = 0101 est sans
répétition d’ordre 9/4.
2. 0110110 est une répétition d’ordre 7/3 et n’a pas de telle factorisation.

Par récurrence, tout mot x sans répétition d’ordre 7/3 a une factorisation

x = u1µ(u2) · · · µh−1(uh)µh(xh)µh−1(vh) · · · µ(v2)v1

|ui|, |vi| ≤ 2, |xh| ≤ 4.

D’où log |x| − 3 < h ≤ log |x|, et le nombre de mots binaires de longueur
n sans répétition d’ordre 7/3 est au plus c · dlog n = c · nlog d pour des con-
stantes c et d.
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Mots sans répétition d’ordre (7/3)+

Karhumäki et Shallit ont prouvé:

Théorème 4 Le nombre de mots binaires sans répétition d’ordre (7/3)+ croı̂t ex-
ponentiellement.

L’argument est en trois parties.

1. Il existe un morphisme h : {0, 1, 2, 3}∗ → {0, 1}∗, 21-uniforme, tel que si
w ∈ {0, 1, 2, 3}∗ est sans carré, alors h(w) est sans répétition d’ordre > 7/3.

2. On considère le morphisme g : {0, 1, 2, 3}∗ → {0, 1, 2}∗ avec g(0) =
g(3) = 0. Si u ∈ {0, 1, 2}∗ est sans carré, alors

h(g−1(u))

contient 2r mots, de longueur 21|u| (r = |u|0), tous sans répétition d’ordre
> 7/3.
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3. On prend n divisible par 63 et on pose n = 21m. On prend u ∈ {0, 1, 2}∗
sans carré, de longueur m. La lettre 0 apparaı̂t au moins m/3 fois, donc
h(g−1(u)) contient au moins 2m/3 éléments.

4. Le nombre c(n) de mots sans répétition d’ordre > 7/3 vérifie c(n) ≥
2n/63 = (1, 011)n.

Et voici le morphisme h:

h :

0 7→ 011010011001001101001
1 7→ 100101100100110010110
2 7→ 100101100110110010110
3 7→ 011010011011001101001
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Nombre de mots sans chevauchement
Pour le nombre v(n) de mots binaires sans chevauchement de longueur n,
les majorations v(n) ≤ Cns données sont s = log 15 par Restivo, Salemi, 1, 7
par Kfoury, 1, 5866 par Kobayashi et 1, 37 par Lepistö.
La suite v(n) est 2-régulière. En d’autres termes, la série formelle

∑
n≥0

v(n)bin(n)

est rationnelle (Cassaigne, Carpi).
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2. Mots sans carré
S mots ternaires sans carré. s(n) nombre de tels mots de longueur n.
S est factoriel, donc s(n) est sous-multiplicative, i. e.

s(n + m) ≤ s(n)s(m)

donc l’entropie (topologique)

λ(S) = lim
n→∞

1
n

log s(n)

existe. Question: quelle est sa valeur ?
ID Number: A006156 (Formerly M2550)
URL: http://www.research.att.com/projects/OEIS?Anum=A006156
Sequence: 1,3,6,12,18,30,42,60,78,108,144,204,264,342,456,618,798,

1044,1392,1830,2388,3180,4146,5418,7032,9198,11892,15486,
20220,26424,34422,44862,58446,76122,99276,129516,168546,
219516,285750

Name: Number of ternary square-free words of length n.

Connue jusqu’à n = 110.
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Bornes supérieures
On approche l’ensemble S des mots sans carré par des langages réguliers.
Exemple: X = {00, 11, 22} sur A = {0, 1, 2}.

S ⊂ A∗ \ A∗XA∗ = S(2)

Or
f (2)(t) = 1 +

3t
1 − 2t

=
1 + t
1 − 2t

donc
s(n) ≤ s(2)(n) = 3 · 2n−1

(en particulier s(n) = 3 · 2n−1 pour n = 2, 3 donc s(2) = 6, s(3) = 12.)
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Étape suivante: X = {00, 11, 22, 0101, 0202, 1010, 1212, 2020, 2121}

S ⊂ A∗ \ A∗XA∗ = S(4)

Un calcul un peu pénible donne

f (4)(t) =
1 + 2t + 2t2 + 3t3

1 − t − t2

On a
s(4)(n) = s(4)(n − 1) + s(4)(n − 2)

En effet, soit un (vn) le nombre de mots de longueur n qui n’ont pas de carré
de longueur 2 ou 3 et qui se termine par aba (par abc). On a un = vn−1 et
vn = s(4)(n − 1).
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2.a. Codes sémaphores
Plus généralement, soit X un ensemble (fini) et

K = A∗ \ A∗XA∗

On suppose X infixe.
Problème : Comment calculer la fonction génératrice de K ?
L’ensemble

C = A∗X \ A∗XA+

est un code sémaphore ou J -code (événement récurrent).

K est l’ensemble des préfixes propres de C, et

C∗K = A∗
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Exemple. X = {010}.

0 1 3 40

1

1

0

0

1

De plus
Kx = ∑

y∈X
CyRy,x

avec Cy = C ∩ A∗y et

Ry,x = {z−1x | z ∈ S(y) ∩ P(x)}

où S(y) et P(x) sont les suffixes propres (préfixes propres).
Ici

K010 = C{10, ε}
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Ensemble de corrélation

Kx = ∑
y∈X

CyRy,x

L’ensemble de corrélation de y et x est
Ry,x = {u = z−1x | z ∈ S(y) ∩ P(x)}

où S(y) et P(x) sont les suffixes propres (préfixes propres).

k x
y u

z

Ici
R010,010 = {10, ε}

et donc
K010 = C{10, ε}
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Exemple (suite).
Des deux équations

C∗K = {0, 1}∗, K010 = C{10, ε}

on obtient

1
1 − fC(t)

fK(t) =
1

1 − 2t
, fK(t)t3 = fC(t)(t2 + 1)

d’où
(1 − 2t) fK(t) = 1 − fC(t) = 1 −

t3

1 + t2 fK(t)

et
fK(t) =

1 + t2

1 − 2t + t2 − t3
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Plus généralement, on a les deux équations

C∗K = A∗, Kx = CR

en séries non commutatives aussi.

Le terme constant de R est 1 (le mot vide est préfixe et suffixe propre), donc
R est inversible.

K(1 − A) = 1 − C, C = KxR−1

d’où
K(1 − A + xR−1) = 1

d’où l’expression close

fK(t) =
1

1 − qt + t|x|
fR(t)
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2.b. Clustering method
Méthode présentée par Nanoon et Zeilberger sous le nom “Goulden–Jackson
clustering technique”. On cherche à nouveau à calculer

K = A∗ \ A∗XA∗

Principe :
1. On marque les occurrences des mots de X dans un mot w.
2. On pondère un mot marqué par un indicateur du nombre de ses mar-
ques.
3. Le poids d’un mot w avec r marques est (−1)rt|w|.
Exemple. X = {010}.
Le mot w = 01001010 existe en 8 versions marquées:

01001010, 01001010, 01001010, 01001010,
010 01010, 01001010, 01001010, 010 01010.

La somme des poids est 1 − 3 + 3 − 1 = 0.
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Le poids d’un mot w avec r occurrences de mots de X est (−1)rt|w|.

La somme des poids d’un mot w est 0 si w contient un mot de X, et 1 sinon.

On note w une version marquée de w et p(w) son poids.

On a
fK = ∑

w∈A∗

p(w)

Reste à évaluer la série de droite.
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Les agrégats
Un agrégat (cluster) est un mot w où toutes les positions sont marquées, et
qui n’est pas produit de deux agrégats plus petits.
Exemple. Toujours X = {010}.

010 01010

est le produit des deux agrégats

010, 01010

Un mot marqué est produit, de façon unique, de lettres sans marques et
d’agrégats. Donc

fK(t) = ∑
w∈A∗

p(w) =
1

1 − qt − p(C)

où q est le nombre de lettres, et p(C) est la série génératrice des agrégats.
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Calcul des agrégats
Un agrégat se termine par un mot de X. On note Cx les agrégats qui se
terminent par x:

Cx = C ∩ xA∗

On a le système d’équations

p(Cx) = −t|x| − ∑
y∈X

(y : x)p(Cy) (x ∈ X)

où
y : x = ∑

u∈Ry,x\{ε}

t|u|

est le polynôme de corrélation (strict) entre y et x.

Exemple: Toujours X = {010}, R = {10, ε}, (x : x) = t2, donc

p(C) = p(C010) = −t3 − t2p(C)
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Le lien entre les deux méthodes
Merci Dominique.
Codes sémaphores:

K(1 − A + xR−1) = 1, fK(t) =
1

1 − qt + t|x|
fR(t)

Agrégats:

fK(t) = ∑
w∈A∗

p(w) =
1

1 − qt − p(C)

Les coefficients de la série −xR−1 sont les poids de l’agrégat de x.
En effet: R est la série des mots de l’ensemble de corrélation (y compris le
mot vide), et

R−1 = (1 + R′)−1 = (−R′)∗ = ∑
n≥0

(−1)nR′n

avec R′ = R \ {ε}. Le coefficient d’un mot dans −xR−1 est donc le poids de
ce mot.
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Application aux mots sans répétition
Nanoon et Zeilberger ont écrit un programme qui calcule les séries génératrices
des langages rationnels des mots ternaires sans carrés de la forme yy de
longueur |y| ≤ `, pour ` ≤ 23.

Richard et Grimm vont jusqu’à ` = 24. L’entropie de l’ensemble des mots
ternaires sans carré est au plus 1, 30194.

À noter que cela donne le nombre exact de mots ternaires de longueur ≤ 49
sans cube, sans les énumérer.

La même technique est utilisée pour l’entropie des mots binaires sans cube,
par Edlin.
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2.c. Bornes inférieures
Brandenburg a prouvé:

Théorème 5 Le nombre s(n) de mots ternaires de longueur n sans carré vérifie :
s(n) ≥ C · 2n/21 = C · 1, 032n.
La preuve est comme celle esquissée pour les mots sans répétition d’ordre
(7/3)+ (historiquement à l’envers).

À peu près au même moment (tous deux en 1983) Brinkhuis introduit une
autre méthode.
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Méthode de Brinkhuis
Il considère la substitution 25-uniforme f de A∗ sur lui-même (A = {0, 1, 2})

f :
0 7→ {U0, V0}
1 7→ {U1, V1}
2 7→ {U2, V2}

avec U0 = x1x̃, V0 = y0ỹ et x = 012021020102 et y = 012021201021.
Les mots U1, . . . , V2 sont obtenus en appliquant la permutation circulaire
(0, 1, 2).
Brinkhuis prouve que f transforme un mot sans carré (de longueur n) en
des mots sans carré (donc en 2n mots sans carré de longueur 25n). Sa borne
est 2n/24.
Ekhad et Zeilberger ont trouvé une substition semblable mais 18-uniforme;
leur borne est donc 2n/17.
Grimm utilise une version affaiblie de la méthode pour donner la borne
65n/40.
Sun améliore cette borne en 110n/42.
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3. D’autres bornes
Brandenburg a prouvé

Théorème 6 Le nombre c(n) de mot binaires de longueur n sans cube vérifie

2 · 1, 080n
< 2 · 2n/9 ≤ c(n) ≤ 1251(n−1)/17

< 1, 315 · 1, 522n

La borne supérieure a été améliorée à C · 1, 4576n par Edlin (méthode des
agrégats).

ID Number: A051042
URL: http://www.research.att.com/projects/OEIS?Anum=A051042
Sequence: 3,9,24,66,180,486,1314,3558,9606,25956,70134,189462,511866,

1382880,3735888,10092762,27266340,73661610
Name: Number of ternary cubefree words of length n.
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Mots sans carré abélien
Un carré abélien est un mot uu′ non vide tel que u et u′ ont même image
commutative, en d’autres termes u′ est un anagramme de u. Par exemple,
012021 est un carré abélien. Il est facile de voir qu’il n’existe pas de mot
ternaire de longueur 8 sans carré abélien.

Il existe un mot infini quaternaire sans carré abélien (Keränen).

Carpi a prouvé:

Théorème 7 Le nombre de mots quaternaires de longueur n sans carré abélien
croı̂t plus vite que 219n/(852−85).
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Mots sans cube abélien
Aberkane, Currie et Rampersad ont prouvé:

Théorème 8 Le nombre de mots ternaires de longueur n sans cube abélien croı̂t
plus vite que 2n/24.
ID Number: A096168
URL: http://www.research.att.com/projects/OEIS?Anum=A096168
Sequence: 1,3,9,24,66,180,468,1206,3150,7998,20124,50520,124044,

303906
Name: Number of abelian cube-free words over a 3-letter alphabet.
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Mots partiellement commutatifs sans carré
On considère une relation de commutation θ entre les lettres. Un θ-carré est
un mot uu′ tel que u et u′ sont équivalent pour θ.

Cori et Formisano ont prouvé:

Théorème 9 Si θ contient une seule relation, l’ensemble des mots ternaires sans
θ-carré est infini, sinon il est fini.
De plus, le nombre de mots ternaires sans θ-carré de longueur n croı̂t polynomi-
alement.
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Mots circulaires
Un mot est circulairement sans répétition d’ordre α si tous ses conjugués le
sont.

Par exemple, 001101 est circulairement sans chevauchement parce que les
mots

001101, 011010, 110100, 101001, 010011, 100110
sont sans chevauchement. En revanche, le mot circulaire 0101101 n’est pas
sans cube parce que son conjugé 1010101 contient un cube.

Aberkane et Currie ont prouvé:

Théorème 10 Il existe une infinité de mots binaire circulairement sans répétition
d’ordre > 5/2.
On ne connaı̂t pas d’évaluation de leur croissance.


