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Le mot de Thue-Morse et les mots sans carré

Le premier mot sans carré date de 1906 (premier article de Thue). Il est
obtenu comme point fixe de

0 — 03121
1 — 01321
2 — 01231
3 — 01213

Début du mot
03121 01213 01321 01231 01321 - - -

Construction du morphisme: on prend 121, on insere de 4 facons différentes
un 3, et on fait débuter par 0.
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Si ce mot
03121 01213 01321 01231 01321 - - -

contenait un carré uu de taille minimale, ce carré serait de la forme

Uu = tx1X2 -+ - Xy PSY1Y2 -+ + Ym?
avec
U=1txX1X2- - Xyp = SY1Y2 - - - Yu,
et x1,..., %, ps,y1,...,yn € X = {03121,01321,01231,01213}, t suffixe, r
préfixe d'un mot de X.
Le 0 initial dans les mots de X implique

n=m,xi=Yy,t=s,r=p.

Mais le code X est reconnaissant au sens formalisé par Goralcik et Vanicek
(1991): Si ps € X, il existe un unique x dans X avec préfixe p ou un unique
y € X avec suffixe s.

Mais alors u n’est pas de taille minimale, contradiction.
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Le mot de Thue-Morse
Le mot de Thue-Morse (introduit par Thue en 1912 et par Morse en 1921)

t = 0110100110010110 - - -
est obtenu en itérant le morphisme

0= 01
P21 = 10

Il est sans chevauchement : pas de facteur uvuovu avec u non vide. Il y a
donc une infinité de mots binaires sans chevauchement.

| D Nunber: AQ007777

URL: http://ww. research. att.con proj ects/ Oel S2Anum=A007777

Sequence: 1, 2,4,6, 10, 14, 20, 24, 30, 36, 44, 48, 60, 60, 62, 72, 82, 88, 96, 112,
120, 120, 136, 148, 164, 152, 154, 148, 162, 176, 190, 196, 210, 216, 224,
228, 248, 272, 284, 296, 300

Name: Nunber of overl ap-free binary words of |ength n.
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Mots sans carré et mots sans chevauchement
Si on écrit a pour 011, b pour 01 et ¢ pour 0,
t =011/01|0/011|0|01|011|0 - - - — abcacba - - -
on obtient un mot sans carré sur trois lettres

abcacba - - -
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Une propriété arithmétique du mot de Thue-Morse

Soit t(n) la n-ieme lettre de
t =011010110010110 - - -

ett(0) =0.Ona
H(n) = {(1) si dy(n) = 0(mod?2)
sinon
ol dy(n) est la somme des chiffres de I’écriture binaire de n. En effet,

t(2n) = t(n), t2n+1)=1—-t(2n) =1—t(n)
et la méme relation vaut pour d,(n)(mod?2).

Donc t est un mot 2-automatique (au sens de Allouche et Shallit transcri-
vant Cobham 1972) :

1

CONIsONL

1
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Une généralisation du mot de Thue-Morse

On prend le mophisme
0 — 012
1 — 120
2 — 201

On obtient
s =012120201120201012 - --

en on vérifie que s(n) est égal a la somme des chiffres de n en base 3 mod-
ulo 3.
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Prouhet et Thue-Morse

Eugene Prouhet présente, en 1851, un mémoire a I’Académie des Sciences,
intitulé:
Mémoire sur quelques relations entre les puissances des nombres.

L’Académie publie un extrait fourni par l’auteur dans les Comptes Rendus:
C. R. Acad. Sci. Paris, 33, page 255.

E. M. Wright écrit dans: Prouhet’s 1851 solution of the Tarry-Escott problem
of 1910 Amer. Math. Monthly, 66 (mars 1959), 199-201:

Prouhet’s note is no more than an “Extrait par l'auteur” of a “Mémoire
présenté” to the Academy. The secretaire-archiviste of the Academy was
kind enough to inform me that the memoir was returned to the author in
1852. But there appears to be no trace in the literature of its publication.
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Voici le texte du résumé de Prouhet, en quatre parties:

(1) “n et m étant deux nombres entiers quelconques, il existe une infinité
de suites de n™ nombres susceptibles de se partager en 1 groupes de n" !
termes chacun, et tels que la somme des puissances k des termes soit la
méme pour tous les groupes, k étant un nombre entier inférieur a m.”

(2) “n™ nombres en progression arithmétique jouissent de la propriété pré-
cédente. Pour opérer le partage de ces nombres en groupes, on écrira en
cercle les indices 0,1,2, ...,n — 1; on lira les indices en suivant le cercle et
en ayant soin d’en passer un a chaque tour; deux tous les n tours; trois tous
les n? tours, et ainsi de suite. Ces indices, écrits & mesure qu’on les lit sous
les termes de la progression, apprendront a quel groupe appartient chaque
terme.”
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(3) “Si 'on applique la regle et le théoreme précédents aux 27 premiers
nombres de la suite naturelle, on arrive aux identités suivantes:

1+6+8 + 12+ 14+ 16 +20 + 22 + 27
= 2+4+4+9+10+15+17+21+23+25
= 34+5+7+11+13+18+19 +24 426
224+ 4> +9%+ - ..
3°+5° 4+ 77+

1°+6°+8+---

(4) Lorsque n = 10 et que la progression commence en 0, tous les nombres
dont la somme des chiffres, divisée par 10, laisse le méme reste, appartien-
nent a la méme classe.”
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Construction

“n™ nombres en progression arithmétique jouissent de la propriété précé-
dente. Pour opérer le partage de ces nombres en groupes, on écrira en
cercle les indices 0,1,2, ...,n — 1; on lira les indices en suivant le cercle et
en ayant soin d’en passer un a chaque tour; deux tous les 7 tours; trois tous
les n? tours, et ainsi de suite. Ces indices, écrits & mesure qu’on les lit sous
les termes de la progression, apprendront a quel groupe appartient chaque
terme.”

Pourn =3
0 5 7 - 11 13 15 - 19 21 - 26
1 3 - 8 9 . 14 16 - 20 22 24
2 4 6 10 12 - 17 18 - 23 25
ou encore

0120120¥20120120%20120120¥20120120120¥Y2012 - - -
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Pour n = 2:

01010101010101010101010101010101010101010101010
01X10XX10X01IxxXx10Xx01Ixx01x10xxxx10x01xx01x10xxx0

On garde 2 lettres, on barre 4; lettres, ot la suite 4; est 1213121412131215 - - -

Pour chaque 7, le mot infini est engendré par

0 — 012---(n—1)
1 +— 12---0

n—1 +—> (n—1)01---(n—2)
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Pourn =2
t =0110100110010110- - -

, d’ot1 la partition

0 3 5 6 9 10 12 15\
1 2 4 7 8 11 13 14 \
et donc
0+3 =1+2
0°+32+524+6% = 12+22+4>+7> (=70)

0P+33+53+63+9%+103+1234+15% = 134+ 23 4+ 43 4+ 7348 + 113 +13%3 +143
(= 7200)
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Carrés magiques

Py TERT, W

16 13
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16/ 31213
Le carré de Diirer g 171 160 182 a des propriétés supplémentaires:
4115/14| 1
1613|213 1613|213 16/ 3|2 |13 16/ 3|2 |13
511/10]| 8 5 11|10| 8 5|11/10| 8 5|11|10| 8
9176 |12 917|612 9171612 917612
4 115/14| 1 411514 1 4115|141 415|141

Il y a 880 carrés magiques essentiellement distincts d’ordre 4. Le carré mag-
ique de Diirer porte le numéro 175 dans la classification de Frénicle.

La forme standard de Frénicle, d’aprés Bernard Frénicle de Bossy (1605-
1675) est définie par les regles:

e I'élément (1, 1) est le plus petit des 4 coins.

e I'élément (1, 2) est plus petit que 1'élément (2,1).
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L’égalité des sommes de carrés s’étend aux éléments du carré magique:

16/ 3 |2 |13
511|108
917612
4 115/14| 1

On a
16> +3°+2°+13° = 1"+ 14° + 15° + 47
3 +11°4+ 72+ 15" = 14°+ 6>+ 10" +2°
c’est-a-dire la somme des carrés des éléments d'une orthogonale est égale a

la somme des carrés des éléments dans ’orthogonale symétrique par rap-
port au centre.
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Tailles supérieures

La construction

s’étend a des tailles qui sont une puissance de 2 (sauf 2):

16

13

11

10

7

6

=

1

64

2

3

61

5

59

58

8

9

55

54

12

52

14

15

49

17

47

46

20

-

22

23

41

40

26

27

37

29

35

34

32

33

31

30

36

28

38

39

25

24

42

43

21

45

19

18

48

16

50

b1

13

53

11

10

56

57

7

6

60

=

62

63

1

et aussi a des cubes et dimensions supérieures.

18
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Voir Adler et Li, Magic N-cubes and Prouhet sequences, Amer. Math.
Montly 84 (1977), 618-627.

Les carrés magique peuvent se multiplier et forment un monoide libre:

Adler, Magic N-cubes and Prouhet sequencesform a free monoid, Electron.

J. Combinatorics, 4 (1997).

Un site pédagogique est:

http:// mat hf orum or g/ al ej andr e/ magi c. squar e/ adl er/ product. htn
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Probléeme de Tarry et Escott
On cherche a = (ay,4a,...,a,) etb = (b1, by, ..., b,) tels que
das =0+ B, (1 <i<m)
On écrit alors
(ay,...,a,) =p (by,...,by)
et on appelle 4, b une solution de degré m. Prouhet a obtenu en 1851 une
solution avec r = 2. Pour m = 2,
0+3+5+6 1+2+4+7
02+ 3*+5°+6 = 12 +2°+4°+7°
donc0,3,5,6 =, 1,2,4,7.
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Le probleme de Tarry and Escott

Donner la valeur minimale de ¥ = N(m) en fonction de m pour laquelle une
solution de degré m existe. On a toujours N(m) > m + 1. Peut-on toujours
choisir N(m) = m + 1? Par exemple:

(0,4,5) =, (1,2,6)
(1,4,5,8) =5 (2,2,7,7)

Une solution est dite idéale si N(m) = m + 1. Des solutions idéales sont
connues pour m < 11.

Prouhet n’a pas justifié sa recherche, Tarry écrit dans I'Intermédiaire des
mathématiciens. Escott cherche a calculer des logarithmes. ..
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La question de Tarry

Gaston Tarry Question 4100, L'Intermédiaire des mathématiciens 19 (1912),
200:

Je désire savoir si I’on connait le théoréeme suivant que je viens de rencon-
trer:

On peut toujours répartir les 2"(2a + 1) premiers nombres, a > 0, n > 1,
en deux suite de 2"~ !(2a + 1) nombres présentant I'égalité aux n premiers
degrés. Mon procédé fournit C; ' solutions:

Ainsi, poura =1 et n = 3, on a les deux suites

1,3,7,8 9, 11, 14, 16, 17, 18, 22, 24,

2,4, 5, 6,10, 12, 13, 15, 19, 20, 21, 23,
dans chacune desquelles la somme des nombres est 150, celle de leurs carrés
est 2450 et celle de leurs cubes 45000.

Pour a = 0 et n quelconque, on n’obtient que I'égalité aux n — 1 premiers
degrés.
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Escott et le calcul des logarithmes

Edward Brind Escott, Logarithmic series, Quart. |. Math. 41 (1910), 141-156.
et The calculation of logarithms, Quart. |. Math. 41 (1910), 157-167.

Il existe des tables:

F. Thomas:Tables de logarithmes a 27 décimales pour les calculs de pré-
cision (Paris, 1867)

J.-F. Callet:Tables portatives de logarithmes (Paris, 1879).

1 1
In(1 — oy — x24Iy
n(l+x) = x le—l-le
ln(]_—X):—x—Exz_gx?’_...

Par différence, on obtient:

1+ x 1 1
| — 2 e B v BT
nl—x (x+3x +5x+ )
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Principe. On part de

1+ x 1 1
| =2 VS R
nl—x <x+3x +5x+ )

d

On remplace x par X’ ou X est un nombre ou un polyndme bien choisi. On

lnX+d—2 i%—l 4 3+
X—-d “\X 3\X

On cherche X, d tels que X + d et X — d se factorisent bien, et on déduit
le logarithme d'un des facteurs en fonction des logarithmes des autres fac-
teurs et de la valeur du second membre.

obtient
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Deux exemples

o Xd (4 1/d 3+
X—d X T3\X
Exemple. X = 1012, d = 12.

1024 3 1/3Y\°
= log10 = 2 —
log 1000 = 10log2 — 3log10 = 2M (253 3 (253) + >

ou M = loge, d’ou1 la valeur de log 2.
Autre exemple. X = 65573,d = 37. X +d = 65610 = 3° x 10, X — d = 2'°.

32805 37 1/ 37 \°
39763 = 8log3 +1log10 — 16log2 = 2M <—65573 + 3 <—65573> + - >

log
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Exemple avec polynéme

X+d d 1(dY’
N3~ 2<X 3 <X> +>
On cherche X polyndme cubique et d tels que X 4 d et X — d ont des racines
distinctes et entieres:

X+d=(x—a)(x=b)(x—¢c), X—-d=(x—-a)(x—-D)(x-C")

Alorsa+b+c=a+b 4+ etab+bc+ca = a'b +bc +ca et ceci est
équivalent a

a+b+c=d+b+c, a®+b*+c*=a?*+b?+ "7
On choisita+b+c =0,etonprend a’ = —a,b' = —b,eta =b = 1. Alors
X =x%—3xet

o8 (=g =M | 3 (e
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Pour x = 28898, on obtient

(x +2)(x — 1)* = 223%11%17°37°71%, (x4 1)*(x — 2) = 2°3°713%*19%43%
d’ou
12 060 279 000 049

ce qui donne, sans évaluer d’autre terme, log 71 avec 13 décimales.

2log71 =3log2 +5log3 —2logb5 + --- +2M

Degré supérieur. Lavernede (1807)
(x +2)(x +4)(x +10)(x = 7)(x —9) = x° — 125x° + 3004x + 5040
(x —2)(x —4)(x —10)(x + 7)(x +9) = x° — 125x> + 3004x — 5040
et en effet
24+44+10-7-9=0, 224+4+10°-7°-9° =0

donc
(2,4,5,10,-7,-9) =4 (—2,-4,-10,7,9)
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Solutions au probléeme de Tarry-Escott

P. Borwein, C. Ingalls, The Prouhet-Tarry-Escott problem revisited, Enseign.
Math. 40 (1994), 3-27.

Théoréme 1. Les conditions suivantes sont équivalentes

1. (ay,az,...,a,) =y (b1, by,...,0y),

2. deg(I it (x — a;) = [Tima(x = b)) <7 — (m+1),

3. (x — )" divise YI_ x% — Y I, xbi,

Les deux premieres propriétés se déduisent de formules de Newton; pour

la derniere, on applique I'opérateur xd/dx et on évalue en 1, le tout m + 1
fois.

Lemme 2. Si
(ay,ay,...,a;) = (b1,by,...,b))
alors
(N&l1—|—M,N612—|—M,...,Ndr—|—M) = (Nb1—|—M,Nb2—|—M,...,Nbr—|—M).
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Une borne supérieure

Soit N (m) le plus petit entier r tel qu’il existe deux suites a = (a,ay,...,4,)
etb = (b1, by,...,0b,) telle que a =, b.

Théoreme 3. Ona N(m) < m(m+1)/2+1.

Soit A(s,n) 'ensemble des suites a = (ay, ..., as) telles que 1 < a; < n, pour
deux entiers s et n convenables. Pour une telle suite a, les nombres

oi(a) a4+ 44 j=1,...,m
vérifient |
s < oj(a) < sn/
donc le nombre de suites
o(a) = (01(a),0z(a),...0n(a))
distinctes est majoré par

(sn—s+1)(sn®>—s+1) - (s —s+1) < s"n"m+1)/2
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On pose maintenants =1+ m(m +1)/2 et n tel que n > s™s!. Alors

Smnm(m+1)/2 _ Smns—l < nS/S!

L'ensemble A(s,n) (des suites a = (ay,...,as) telles que 1 < a; < n)
a n® éléments. On définit I’équivalence a ~ b sur A(s, n) par: (ai,ay,...,4s)
est une de permutation (by, by, . . ., bs).

L’équivalence a au moins n°/s! classes distinctes parce que chaque classe
contient au plus s! éléments.

Le nombre de classes distinctes (> n°/s!) est supérieur au nombre de suites
(o1(a),02(a),...on(a)) distinctes (< n°/s!).

Par le principe des tiroirs, il y a deux suites a et b qui ne sont pas équiva-
lentes pour ~ et telles que (c4(a), 0z(a),...cu(a)) = (01(b), 02(b), .. .0 (D))
ou encore telles que a =, b. CQFD
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Solutions particulieres

Uncouplea = (ay,ay,...,a,)etb = (b1, by,...,b,) telquea =, betr =m—+1
est une solution idéale.

Une solution est symétrique paire si r est pair et a = (£ay,...,La;11)/2) et
b= (£by,..., £byi1)2).
Par exemple, la solution (-3, —11,3,11) et (—7,-9,7,9).

Une solution est symétrique impaire si r est impair et b; = —a; pour tout .
Par exemple la solution (-2, —1,3) et (2,1, —3).

On connait des solutions symétriques pour » < 11.
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Et pour finir

Et pour finir, un probléme ouvert sur le mot de Thue-Morse.
Les blocs de Morse u,, et v, sont définis par: u,+1 = u,v, et v,11 = VU,
avec ug = 0, vp = 1. Ainsi,

Uy = 01, 01 = 10
Uy = 0110 Uy = 1001
uz = 01101001, vz = 10010110

01101001100101101001011001101001

AN SN

10010110011010010110100110010110

On note ¢, la longueur d’un sous-mot commun maximal entre u, et v,.La
suite ¢, commence par 1,2,5,12,26, 54,110, 226,462,942,1908, . . ..
Elle n’est pas dans I’OEIS.



