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4.1 Lesdérivations

M odéle pour la génération d'expressions satisfaisant une
syntaxe plus évoluée que ce que permettent les expressions
réguliéres. Par exemple, les expressions parenthésées.
Contrepartie : anayse plus difficile, ne Sappliquant que pour
certains langages.

Grammaire non contextuelleG=(V, T, P, S).

V aphabet fini devariables (A, B, ...) ;

T dphabet termind (a b, 1,1id, ...) ;

S axiome = variable distinguée ;

P ensemble de productionsA ® a,
ou a est unmot sur V E T. Les productions de A sont, pour
abréger, séparées par | .

On noteraaussi (X,Y, ...) dessymbolesdansV E T,

et (u,Vv, X, ...) desmotssur T.
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On utilise les productions pour récrire les variables.

Si A ® b est une production de G, et st aAgest un mot sur

V E T, on dit que aAgdérive immédiatement en abg et on note :
aAgph abg Lafermeture réflexive et transitivede b est notée

Le langage engendré par G est I'ensemble L(G) des motsw sur T
telsqueS b w.

Lesmotssur V E T qui dérivent de S, les métamots, ne sont
intéressants que comme étgpes intermédiaires.

Exemples:

G=(V,T,P,S),avecV ={S}, T={0,1},etP=

S® 0S1|01.

Seule dérivation possible donnant un mot :

Sb 0S1pb 00S1lpb 0°S1¥b ..b O"-1S1"-1pb Q1"
DoncL(G) ={0"1", n3 O}.

Automates ch4 3

En général tres difficile de caractériser le langage engendré par
une grammaire.

Exemple:

G=(V,T,P,S),avecV ={S, A, B}, T={ab},etP=
S® aB |bA

A® a|aS|bAA B® b|bS|aBB

Montrer que L(G) = mots ayant autant de aque de b.

Pour cela, montrer par récurrence sur lalongueur de w que
S b wU waautant de aque deb,

AP wU waunadeplusquedehb,

BB wU waunbdeplusquedea
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Arbres de dérivation.
On représente une dérivation par un arbre : il conserve I'historique
de ladérivation et est plus canonique.

Exemple:
Grammaire précédente et w = aababb.

Dérivations::
B - agauche
13\ Spb aBb aaBB b aabSB b aabaBB
S b - adroite
A Sb aBb aBB b aBbb abSh
| P aabaBb b aababb.
b
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On montre par récurrence sur lalongueur de ladérivation le lemme
suivant.

Lemme : Un métamot a dérive d'une variable A si et seulement
sil existe un arbre de dérivation de racine A dont les feuilles lues
de gauche a droite donnent a.

Une grammaire est ambigué si un méme mot possede plus d'un arbre
de dérivation.

L'analyse syntaxique consiste, étant donné un mot, adire sil est
engendré par une grammaire donnée. Si oui, a produire un arbre
de dérivation. Les techniques classiques d'ana yse descendante et
ascendante ne sappliquent qu'a des grammaires non ambigués.

Lagrammaire de |'exemple est ambigué : par exemple, le mot
bbbaababaa possede deux arbres de dérivation.
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Deux grammaires engendrant e méme langage sont équival entes.

L'ambiguité est une propriété des grammaires et non des langages.

Pour un méme langage, certaines grammaires peuvent étre ambigués,
d'autres non. Parfois, toutes sont ambigués. Un tel langage est dit
intrinséquement ambigu.

Exemple : Les deux grammaires suivantes engendrent |es expressions
a gébriques parenthésées.
E® E+E|E*E|(E)|id estambigué;

E®E+T|T

T® T*F|F
F® (E)|id n'est pas ambigué.
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4.2 La smplification

On vadonner des a gorithmes permettant de transformer une
grammaire non contextuelle en une grammaire équivalente
plus simple.

1. Elimination des symboles inutiles.

En deux étapes :

D'abord éliminer les variables d'oul ne dérive aucun mot en
symboles terminaux.

Pour cela, algorithme récursif n°1 :

- Les variables dont une production au moins ne contient que des
terminaux sont utiles;

- Les variables dont une production au moins ne contient que des
terminaux et des symboles utiles sont utiles.

Cet agorithme se termine en fournissant les symboles aretenir.
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Les autre sont inutiles, on les enléve. Lagrammaire ainsi obtenue
est équivaente alagrammaire de départ.

Puis éliminer tous les symboles (terminaux ou non) n'appartenant
aaucun métamot dérivé de |'axiome.

Pour cela, algorithme récursif n°2:

- L'axiome est utile ;

- Les symbol es gpparai ssant dans les productions de symboles
utiles sont utiles.

Les symboles non retenus sont inutiles, on les enléve et on aencore
une grammaire équivaente.

L'enlévement des symboles inutiles se fait en appliquant |'algorithme
n°1 puisl'agorithme n°2. L'ordre ade I'importance.
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Exemple : Partons de lagrammaire G suivante :
S® AB|CA A®a B® AB|EA
C® aB|b D® aC E® BA
L'agorithme n°1 conserve A et C, puis Set D.

Il reste donc:
SR CA A®a C® b D® aC

L'agorithme n°2 éimine D.

Il reste findement :
SR CA A®a C® b
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2. Suppression des e-productions
Les e-productions ont comme inconvénient que, dans une dérivation,
lalongueur des métamots peut décroitre. Pour des besoins d'analyse,
il est préférable d'éviter cette situation. Si e gppartient aL(G), il
n'est bien slr pas possible d'éviter toutes |es e-productions.
On traite donc uniquement les langages non contextuels dont on a
éventuellement enlevé le mot vide.
On cherche récursivement |es variables annulables, celles d'ou dérive
le mot vide ; on part dune grmmaire sans symbole inutile :
- Lesvariables qui se récrivent e sont annulables ;
- Les variables dont une production au moins ne contient que des
variables annul ables sont annul abl es.
L'ensemble ANNUL(G) des variables annulables de G étant déterming,
on modifie les productions contenant des variables annul ables.
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On remplace dans une production A ® a les symboles annulables de a
par le mot vide de toutes les mani éres possibles.
Enfin, on supprime les productions vides.

Lagrammaire ainsi obtenue est équivaente alagrammaire de départ
(au mot vide pres éventuellement).

Exemple : Lagrammaire suivante engendre les mots bien parenthésés :

S® (9 |e

Lagrammaire

S® §(9 (91010

engendre les mémes mot, sauf e mot vide.

Pour obtenir le mot vide, on tol ére une seule production vide, sur I'axiome,
et sans autoriser celui-ci a apparaitre en partie droite de production. On
rgoute donc un nouvel axiome, ici T :

T®e|S S® 9 [(9])10
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3. Elimination des productions unitaires

Il sagit des productions de laforme A ® B, ou B est une variable.

On suppose que G n'aaucune variable inutile, ni production vide.

On cherche toutes |les dérivations de laforme A’ B. Cela se fait
récursivement a partir des productions unitaires. Chague fois qu'une
telle dérivation est obtenue, on gjoute aux productions de A toutes les
productions non unitaires de B. Enfin, on efface |es productions
unitaires.

Lagrammaire ainsi obtenue a peut-étre des symboles inutiles, qu'on
supprime. Lagrammaire finae est équivalent alagrammaire de
départ, n'a pas de symboles inutiles, de productions vides ni de
productions unitaires.

Exemple : Pour lagrammaire précédente, on obtiendrait :

T®e|S(IOISOI0  S® SIS IS0
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4.3 Laforme normale de Chomsky

On limite laforme des productions :
seules sont admiseslesformesA ® BCet A® a
Une telle grammaire est une grammaire normale de Chomsky.

Théoréme : Tout langage non contextuel sansle mot vide peut étre
engendré par une grammaire normal e de Chomsky.

Démonstration :

1. Partir de G sans variable inutile ni e-production ni production
unitaire ;

2. Pour chague termina a, gjouter une variable C, avec |'unique
productionC,® a;

3. Soit A ® X;X,...X,, une production de G avec m > 1.
Rempl acer toutes | es occurrences des terminaux par lavariable
associ ée au 2.
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4. Les productions sont de laforme désirée ou bien de laforme
A ® B,B,...B,,oum> 2 et oulesB; sont des variables. Remplacer
une telle production par A® B;D,, D, ® B,D,, ...

Exemple: S® aB|bA A® a|aS|bAA B® b|bS|aBB
devient :

S®CB|CA C,®a C,®b A® a|CS|CD D® AA
B® b|C,S|ICE E® BB

Laforme normale de Chomsky a un intérét essentiellement théorique.
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4.4 Laformenormale de Greibach

On limite cette foisles productions alaforme A ® aB,B,...B,, ou
m 3 0. Toutes | es productions débutent par un termina suivi de
variables. Lagrammaire initia e de I'exemple précédent est d§ja
sous forme normale de Greibach.

Lemme: S lesproductionsde B sontB® b, |b, | ... |b,, onne
change pas |e langage engendré en remplacant une production
A® a,Ba,par A® a,ba,|aba,]|...|ab,a,.

Démonstration : évident.

On indique maintenant comment éliminer larécursivité directe &
gauche. Utile pour fabriquer des analyseurs syntaxiques par
descente récursive.

Supposons aucune production vide ni unitaire.
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Si A est une variable récursive a gauche, ses productions sont :
A ® Aa,|Aa,|..|Aa, (productions récursives a gauche)
A® b,|b,|...| b (productions non récursives)

On introduit une nouvelle variable B et on remplace les productions
de A par:

A® by|b,]...|bg B® a,;|la,]|...|a,

A® b,B|bB]|..|bB B® a,Bla,B|...|aB

Cela ne change pas | e langage engendré.

Puisgue les B ne sont produits qu'a partir des productions de A, il
suffit de voir que les productions de A dans I'une comme dans I'autre
des grammaires produisent in fine les mémes mots. Peut-étre des
productions unitaires sont-elles apparues pour B. On peut vérifier que
leur suppression n'introduit aucune récursivité directe a gauche.

Ceci démontre |e théoréme suivant.

Automates ch4 17

Théoréme (Elimination de larécursivité directe a gauche) :
Tout langage non contextuel sans le mot vide peut étre engendré par
une grammaire sans symbol e inutile ni production vide ni production
unitaire ni récursivité directe a gauche.

On peut maintenant énoncer et démontrer le théoréme de lamise sous
forme normale de Greibach.

Théoreme : Tout langage non contextuel sans le mot vide peut étre
engendré par une grammaire sans symbol e inutile dont toutes les
productions sont de laforme A ® aB,B,...B,,, oum?3 0.

Démonstration : On part d'une grammaire G sous forme normale de
Chomsky.

On ordonne (arbitrairement) lesvariables: A, A,, ..., A, ; cest une
bonne idée de supposer que lapremieére est |'axiome.
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Les productions considérées seront de trois types possibles :

-typel:A;® aa,oual {A +B}*;

-type2: A;® Aja,oual {AHA+B}*etj>i;

-type3:A;® Aja,oial {AHA +B}*ejEi.

Au départ, les trois types sont seuls présents (Chomsky).

Dans un premier temps, on va éliminer les productions de type 3,
quitte aintroduire de nouvelles variables B; et des productions
delaformeB; ® Ab,oub T {A; +B}*.

Supposons qu'on apu éliminer les productions de type 3 pour les
variablesjusqu'aA,;_; enintroduisant les B; correspondantes.

On considére les productions de type 3 dans |'ordre croissant des
indicesj : A, ® A,a et onremplace A; par ses productions. On
fait ainsi apparaitre des productions des trois types, mais plus aucune
de type 3 commengant par A,. Puison fait de méme pour A,, ...,
A._;. Les seules productions de type 3 restantes sont directement
récursives a gauche.
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Les productions de A, sont des types :

-typel:A;® aa,oual {A+B}*;

-type2: A;® Aja,oual {AMA +B}* etj>i;

-type3: A;® Agougl {AHA +B}*.

On éimine le type 3 par élimination de larécursivité directe & gauche :

on introduit donc lavariable B; et on obtient des productions :

A ® aa|aaB;, A ® Aa|AaB; B,® g|dB, .

L es productions restantes sont bien de types 1 ou 2, et les productions
de B; commencent bien par une variable A;.

On considére maintenant |es productions de type 2 par ordre décroissant
des indices.

Laderniére variable A, ne peut en avoir. Dans les productionsde A, ;
de type 2, seule apparait A, qu'on remplace par ses productions et
ains de suitejusquaA,.
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M aintenant, toutes les productions des A, sont de type 1. Dans les
productions des B;, on remplace |e premier symbole, qui est un A;,
par |es productions de celui-ci.

Lagrammaire obtenue est sous forme normale de Greibach.

Remarques::
Cela accroit le nombre de productions de fagon exponentielle.
Dans lapratique, il n'est pas indispensable que lagrammaire soit sous

forme normale de Chomsky, mais |e déroulement de I'a gorithme
peut en étre perturbé.
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Exemple: A; ® AA; A, ® A/A;|b A;® AJA,|a
Premiére étape : A; et A, sans changements ; pour A, garder A; ® a;
puisA; ® A,AA,, puisA; ® AAAA,| DASA,; lesproductions de
CAgsontdonc: Az ® AjAAA, et A;® bAA,;|a
Elimination de larécursivité directe a gauche :
A, ® bAA,|a|bAAB,|aB; et B,® AAA, |AAAB,.
Comme prévu, les productions de A 5 sont de type 2. Utilisons-les pour
récrire les productionsde A, :
A, ® bAAA, |8A, |[bAABA, |aBA, |b.
Récrivons maintenant les productionsde A; :
AL ® DAAAA; | 8AA; | DAABA A, |aBAA; | DA,
puis les productions de B :
B; ® DAZAAIAZAZA; | 8A1AzAA, | DAABIAIAAA, |
aB3A1AzAA, | DAAA, |
bAAAIAZAZAB; | 8A1AA A, B3 | BAAB3AIAAAB; |
aB,A,ALAA,B, | DAAA,B,.
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4.5 Lesgrammaireslinéairesdroites

C'est une grammaire dont les seules productionssont A® aBouA ® a
Elles sont sous forme normale de Greibach.

Théoréme : Un langage est engendré par une grammaire linéaire
droite si et seulement sil est régulier sans e mot vide.

Démonstration :
-SiG=(V, T, P, 9) eslinare droite, soit M = (V E {f},T,d, S, {f})
un automate (non déterministe) ou :
dA,a)={B:A® aB} et{B:A® aB}E{f} SA® a
On montre par récurrence sur lalongueur de w (écrire w = ax) que::
(fT dA, W)U (AP w).
[l Sensuit que L(G) = L(M).
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- Réciproguement, soit M = (V, T, d, q,, F) unAFD. Soit G=(V, T, P, qp)
lagrammaire d'axiome g, dont les productions P sont :

q® ag s Qj:d(Qi,a)T Fetqg® aglas qj':d(Qi,a)T F.
On montre le méme résultat que précédemment et donc L(M) = L(G).

On peut remarquer que, dans ce cas, G est non ambigué.

Exemples: G: S® aS|bS|aA A®aB B®b

ab

i —a(
b b

(3

Pour laréciproque: M : —>(0) : @
G: q® ag, [bgyeta, ® agy|bg, |b
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