CH.5 Automates apile
» 5.1 Lesmodeles

» 5.2 L'équivalence avec |les langages non
contextuels
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5.1 Lesmodéles

Jouent pour |es langages non contextuels |e role des automates finis
pour les langages rationnels.
Structure : automate non déterministe + pile.

Formellement :

Q ensemble fini d états

S aphabet fini d'entrée

Galphabet fini delapile

Qo état initial

Z, symboleinitia delapile

d fonction de transition Q x (SE {€}) ® 20x &,

Transition : le symbole au sommet de lapile est dépilé, un caractére
d'entrée est consommeé (ou e-transition) ; en fonction de d, |'automate
écrit sur lapile et change d'état.

Automates ch5 2




Pratique pour simuler e fonctionnement : description instantanée.

Si M un automate apile, on note (g, w, g) I'état de M, le mot w restant a
lire et le mot g constitué des symboles sur lapile (laderni ére lettre de
gest le caractére au fond de lapile).

On note (q, aw, Za) |— (p, w, ba) sil existe une transition

d(q, a Z) vers(p, b).
De méme, pour une transition vide (g, w, Za) |— (p, w, ba) sil existe
une transition d(q, €, Z) vers (p, b).

On étend cette dérivation par transitivité : |—*.

Le langage accepté par un automate a pile M est I'ensemble des mots
N(M) ={w: (do, W, Zo) —* (p. & €)}.
Partant de la configuration initiale, il est possible de lire tout le mot et de
vider lapile.
Automates ch5 3

On pourrait aussi spéecifier un ensemble d'états terminaux et décider
gu'un mot est reconnu sil peut étre lu entiérement en laissant fina ement
I'automate dans un état terminal .

En fait, les deux notions permettent de reconnaitre |les mémes langages.

Exemples : Deux états, fond de pile Z, dphabet d'entrée {0, 1, c}, a phabet
depile{Z, A, B}, reconnaissance par pilevide:

OA:e
0,Z:AZ 0A:AA 0B:AB 1B:e
17:BZ 1A:BA 1,B:BB cZ:Z eZ:e

CA:A
550 ) cB:B 8
(0, 01¢10, Z) |— (G, 1¢10, AZ) }— (g, €10, BAZ) |— (q, 10, BAZ)
(01, 0, AZ) |- (q, & 2) |- (qy, & ©).

Reconnait par pile vide I'ensemble des mots de laforme wewt,
concaténation de w et de son image-miroir séparés par e caractére c.
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On peut | e transformer pour reconnai ssance par état fina. On goute
deux états | et F et un nouveau symbole de fond de pile T.

OA:e
0,Z:AZ 0A:AA 0B:AB 1B:e
17:BZ 1A:BA 1,B:BB cZ:Z eZ:e

CA:A
eT:ZT Q CB:B
=P 1 - 0 » 1
eT:e eT:e

De cette fagon, lorsque lapile est vide, l'automate vaen F, état terminal.

Remarque :

Les deux automates ainsi définis sont déterministes : pour chaque état et
chague symbole en sommet de pile, ou bien une transition vide est

spécifiée, ou bien, pour chaque lettre de |'d phabet d'entrée, au plus une
transition est possible.
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Deux états, fond de pile Z, dphabet d'entrée { 0, 1}, aphabet
depile{Z, A}, reconnaissance par état find :

0,Z:AZ
0A: AA 1A:e

1A:e
Cet automate reconnait{ 0"1™, n3 m > 0}.

On peut le modifier pour obtenir une reconnaissance par pile vide.
On rgjoute deux états| et D et un nouveau fond de pile T :

0Z:AZ
0A: AA 1A:e eA:e
eZ:e
eT:ZT QLA;e eT:e x— GAe
%@ *(0) »(1) =@D eZ:e
eT:e

De cette maniére, l'arrivée sur un état fina provoque le passage dans
un état qui fait se vider lapile. Mais I'automate ainsi obtenu n'est plus
nécessai rement déterministe (deux transitions sur A en 1). Cette
technique générale ne donne souvent pas |'automate le plus simple.
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Deux états, fond de pile Z, alphabet d'entrée {0, 1}, aphabet de pile
{Z, A, B}, reconnaissance par pilevide:

OA:e
0,Z:AZ OA:AA 0B:AB 1B:e
1,Z:BZ 1A:BA 1,B:BB OA:e eZ:e

1B:e
eZ:e
0 » 1

(Gor 0110, Z) |— (d, 110, AZ) }— (6, 10, BAZ) |— (g, 0, AZ)
(0. e 2) = (. e ).

On aurait aussi pu bifurquer :

(0o 10, BAZ) |— (g, 0, BBAZ), maislapile ne peut plus étre vidée.

Reconnait par pile vide I'ensemble des mots de laforme wwt,

concaténation de w et de son image-mirair.
Cet automate n'est pas déterministe.
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5.2 L'équivalence avec les langages non contextuels

Les automates a pile sont les machines permettant de reconnaitre
Si un mot appartient a un langage non contextuel.

Théoréme: Si L est engendré par une grammaire non contextuelle
G, dorsil existe un automate apile M qui reconnait L par pile
vide.

Démonstration : On suppose que L ne contient pas e et que G est
sous forme normale de Greibach.

Soit G=(V, T, P,S) lagrammaire. Une production est du type
A ® agou gne contient que des variables. On vaconstruire un
automate dont lapile serviraa conserver laliste des variables a
récrire dans une dérivation a partir de |'axiome.
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M=({q}, T,V,dYS). Unseul éat ; le symbole defond de pileest S;
lafonction de transition est d(q, a A) ={(q,0) : A ® agl P}.

Montrons que :
S b * wa est une dérivation agauche dans G si et seulement si
(9, W, S) —* (g, & a) est une suite de transitions dans M.

1. S b wa . Récurrence sur lalongueur i de ladérivation.
Sii=0,trivid.
Supposons S b -1 xAb b wa. Ceci est possible seulement
SA® agl Petw=xaeta =gp.
Par récurrence, (g, X, S) —* (g, e, Ab),
donc (g, xa, S) —* (q, a Ab) — (q, e, gb), ce qu'on veut.
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2.(q,w, S) ' (g, & a). Récurrence sur le nombrei.

Sii=0,trivid

Aucune production vide dans G, donc aucune transition

suredansM. Sii >0, onadoncw =sa OnaaorsdansM :
(9.xa S) —'"1(q,ab) (g, & a).

Lalettre an'aaucune influence tant qu'elle n'est pas lue, donc
(0, %, S) —"-1(q, & b) et par récurrence S b * xb.

Par ailleurs, (g, a, b) — (g, e, a) n'est possible que si |e sommet
de lapile contient une variable A (donc b = Ah) telle que
A ® aget donca =¢gh.

On adonc, dans G :
S b * xAh b xath =wa, ce qu'on désire.
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On applique I'équivaence démontrée aveca = 0':
S b * w est une dérivation a gauche dans G si et seulement si
(9w, S) —* (0, & €) est une suite de transitions dans M.

Exemple: S® 0S1 | 01. Onlamet sous forme normale de Greibach
par S® 0SA|0A A® 1.
Automate obtenu : 0S:SA 0S:A 1A:e

On alaréciprogue :

Théoreme: Si L est reconnu par pile vide par un automate a pile
M, dorsil existe une grammaire non contextuelle G qui engendre
le langage M.
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Démonstration : Un peu plus délicate que |a précédente.

Supposonsque M = (Q, S, d, q,, Zy). Lagrammaire G construite
acomme variables destriplets[qg, A, p], ou p et g sont des états
de M, ou A est un symbole de pile, plus un axiome S.

Les productions sont :

Pour chaque état q de M, onaS® [q,, Z,, q.

Chague fois que d(qg, a, A) contient (q,, B,B....B,), on ales productions
[A, A, O+ o] ® 80y, By, Q][0 By, G- [Gmy By G+ 1] pOUIN toutes
les suitesq,, s, ... , Oy, + 1 d'états de M. Ceci Sapplique lorsque
m> 0, méme si a= e (Par lasuite, asignifie une lettre ou e)

Sim=0, dorson alaproduction [g, A, ;] ® a

Onmontre que [qg, A, p] P * ws et seulement si (g, w, A) —* (p, &, €).
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1. [g, A, p] P ' w. Récurrence sur i (nécessairement i > 0).
Sii=1,0nalq, A, p] ® aseule production possible et d(g, a, A)
contient (p, €).

Sii>1,0ona
[a, A, p] P &ay, By, Q][0 By, A3l [Gmy By P P11 w, et
d(q, a A) contient (q,, B,B,...B,)
On adoncw = axX;Xy...Xy, 0U [qy, By, Q] P * X4, -y [Qmy Br PI P * X,
chaque dérivation étant de longueur inférieure ou égale ai — 1.
Par récurrence, (g, X;, B)) —* (a0, € ©), ..., (Om X1 B) " (P, €, €).
Par conséquent,
(9, @ X5 Xy A) = (0, X1X5..- Xy B1B5..By)

" (G Xz X B2 Br) =" . =" (G Xi Br) =" (P, & €).
Celadémontre la premiére partie.
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2.(q,w, A) I (p, & €). Récurrence sur i (nécessairement i > 0).
Sii=1dorsw=adoncd(qg, a A) contient (p, e €) et[g, A, p] ® a
Soiti >1etw=ax avec(q, ax, A) — (g, X, B;B,...B,) "1 (p, & ©).
Autrement dit, d(qg, a, A) contient (q,, B,B,...B,,)

Puisque lapile est vidée en partant de (q,, X, B;B,...B,,), il existe un
moment ou B, a été enlevé de lapile dors que B,...B,, n'apas été
modifié. Ceci se produit aprés que le mot y, a éélu.

Donc, x =y,X, €t (q;, Y1, B;) " (0, €, €), ol lasuite de transitions est
delongueur au plusi — 1. De lasorte,

(01, Y1X1, B1Bo..Br) = (0 X4, B...By)
De méme, X; = Y,X; €t (0, Yo, By) " (05, & €), ...,

Xm-1=Ym et (qm! Ym: Bm) |_* (p! €, e)'
Onadoncw = ay;ys,...Y
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Puisque d(q, a, A) contient (g, B;B....B,,), il existe une production
[a. A, p] P &[qy, By, Q][ Bo, Ggl--[Os By PI-
De plus, par I'nypothése de récurrence, (q;, Yy, B;) —* (0, €, €) donc
[91’ By, Gl P * Vi
De méme, [,, By, 03] P * Vs, ..., [Gms B PI P * Vi
On en déduit :

[9, A, pl P * &y Yy, =ax=w.
Ceci établit la deuxiéme partie.

On conclut maintenant en appliquant I'équivalence avec A = Z, et 4=,

(0o, Zo, P] P * W S et seulement si (g, W, Zp) —* (P, & €).
MasS® [q,, Z,, q] pour nimporte quel g (donc pour p).
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Exemple : Automate reconnai ssant 01", o AR .
Ae
Lagrammaire G est : %@L@

S® [do, Z, do] | [dos Z, ]

[do Z, Aol ® O[qg, A, g [do» Z, Aa] ® O[dy,, A, g4

[dos A, o] ® O[0p, A, Aol [dos A Gl [ O[dlo, A, cal [Ty A, o]
[dos A, th] ® O[dg, A, Gol[dos A, du] [O[dlo, A, a0y A, 0]

[0 A ] ® 1 [, Z, 0] ® e [, A ] ® 1
Aprés dimination des variablesinutiles, il reste :

S® [Ao, Z, a4

[do, Z, ] ® O[qo, A, 0] [do, A, A] ® O[qg, A, au[ay, A, Gyl

[0 Avar] ® 1 [, Z, 0] ® e (G, A ] ® 1
On peut remplacer les deux derni éres variables par leur production :

S® [dn Z, g4 [do, Z, 6] ® O[qp, A, 0]

[dos A, di] ® 0[g, A, gy]1]1
En renommant et en supprimant la production unitaire sur S:

S® 0B B® 0B1|1
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