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Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire traite d'un cas particulier du probléme de réarrangement de gé-
nomes (voir Meidanis et Setubal [14] ou Pevzner [15] pour une présentation générale
du sujet), qui est motivé par des applications en biologie et qui peut étre formulé
de la facon suivante : étant donné deux génomes, trouver le nombre minimal de
modifications génétiques, ou mutations, transformant I’'un en ’autre. Ce nombre est
défini comme la distance entre ces deux génomes, et nous montrerons plus loin que
la distance étudiée dans ce mémoire en est bel et bien une (au sens de la définition
classique, reprise comme Définition 2.5). Notons que le probléme de réarrangement
de génomes posséde en fait deux facettes : d’une part, on peut s’intéresser a la re-
cherche d’une séquence minimale d’opérations permettant de transformer un génome
en un autre, ce qui nous fournit également la distance entre ces deux génomes; et
d’autre part, on peut chercher a ne calculer que la longueur de cette séquence, ce
qui ne nous dit pas comment les génomes évoluent mais simplement quelle quantité
de changement se produit. Le calcul de la distance seule est en général plus simple
et plus rapide.

Dans la modélisation qui nous intéresse, I'ordre des génes constituant un génome
est connu, mais pas leur orientation (au sens biologique du terme). Les génomes
considérés partagent alors le méme ensemble de génes, en posseédent le méme nombre,
et aucun géne n’est dupliqué : ceci nous permet de représenter ces génomes par des
permutations. Nous ne considérons ici qu’'un seul type de mutation : les transposi-
tions, au sens biologique du terme, qui consistent & déplacer un morceau du génome
a un autre endroit. Le probléme de réarrangement par transpositions a été introduit
par Bafna et Pevzner [1] en 1995, et est généralement considéré plus difficile que
d’autres problémes similaires. En particulier, ni la complexité du probléme, ni la va-
leur maximale que la distance correspondante (appelée naturellement distance des
transpositions) peut atteindre ne sont connues. Plusieurs %—approximations polyno-
miales ont été proposées (par Bafna et Pevzner [1], Christie [3] ou encore Hartman
[11]), ainsi que des heuristiques (voir par exemple Christie |3|, Guyer, Heath et Ver-
gara [10], Vergara [17] ou encore Walter, Curado et Oliveira [18]). Trés récemment,
le taux d’approximation a été réduit & & par Elias et Hartman |7].

Une propriété intéressante de cette distance, comme nous le montrerons dans
le Chapitre 3, est qu’il existe une forme canonique pour ce probléme : la distance
des transpositions entre deux permutations 7, o est la méme qu’entre o' o7 et la



permutation identité « = (1 2 --- n). Ainsi, nous nous ramenons au probléme du
tri par transpositions d’une permutation, et par abus de langage, nous disons que la
distance d’une permutation est sa distance a t.

Nos principales contributions dans ce mémoire sont les suivantes :

e nous montrons qu'une permutation particuliére, que certains auteurs appellent
la permutation renversée et que nous notons x = (nn—1n—2 --- 32 1),
est telle que :

e la distance de toute permutation est égale a celle de sa conjuguée par x
(Proposition 3.4) ;

e la distance de toute permutation est égale a la distance entre la renversée
de cette permutation et y (Corollaire 3.1).

e nous donnons la distribution du nombre de permutations de n éléments a
distance k, pour n < 10 (Table 3.1);

e nous nous écartons de 'approche traditionnellement utilisée dans ce type de
probléme au profit de I'utilisation de notions plus classiques de la théorie des
groupes (Section 3.3). Dias et Meidanis [4] avaient également suggéré I'utilisa-
tion d’une telle approche, et y avaient recouru pour résoudre un autre probléme
de réarrangement dans [5]. Comme nous le pensions, cette approche s’est ré-
vélée fructueuse dans notre cas, car elle nous a permis d’obtenir les résultats
suivants :

e nous introduisons une classe de permutations particuliéres, les y—permuta-
tions (Définition 3.16), et établissons une correspondance entre le graphe
que nous introduisons en Section 3.3 et celui de Bafna et Pevzner [1];

e nous donnons une formule permettant de calculer en temps linéaire, sans au-
cune structure de données supplémentaire, la distance des y—permutations
(Proposition 3.12) et de plusieurs autres classes de permutations qui en sont
dérivées (Théoréme 3.6) ;

e nous obtenons une nouvelle majoration sur la distance des transpositions
(Théoréme 3.8).

e nous poursuivons le travail de Hultman [12] sur le dénombrement des permuta-
tions dont le graphe des cycles (voir Définition 3.2) contient un nombre donné
de cycles (Corollaires 3.3, 3.4 et Conjecture 3.1), et donnons la distribution de
ces nombres pour n < 11 (Table 3.4).

Les Sections 3.3, 3.5 et 3.6 ont constitué le contenu d’un article intitulé “A New
Tight Upper Bound on the Transposition Distance”, soumis [13].



Chapitre 2

Rappels sur les permutations et les
graphes

Ce chapitre présente quelques définitions générales ainsi que des notions de base
de la théorie des graphes [2]| qui seront utilisées tout au long de ce mémoire. Les
définitions plus spécifiques, c¢’est-a-dire celles qui ont été introduites dans des articles,
qui sont un peu plus inhabituelles, qui ne seront utilisées qu’a un endroit bien précis
du mémoire ou encore qui nous sont dues seront introduites au fur et a mesure des
besoins.

2.1 Permutations

Le terme “permutation” est utilisé dans une variété de sens néanmoins proches
les uns des autres. Tentons de clarifier cela. Un ensemble fini £ = {ey, €9, ...,¢,} de
n éléments est donné.

Définition 2.1. Un arrangement de E est une liste de tous les éléments de E,
ce qui revient a la donnée d’un ordre total < sur E; l’arrangement correspondant
< e1,€a,....,e, > est la liste des éléments de E telle que e; < eg, es < e3, ...,
En—1 < €Ep.

Définition 2.2. Une permutation de E est une application bijective de E vers lui-
meéme.

Lorsque E est muni d’'un ordre total de référence, tout arrangement s’identifie
naturellement & une permutation. Dans la suite, nous supposons E = {1,2,...,n}
(parfois aussi noté [n]) muni de ordre naturel. L’arrangement < ey, es, ..., e, > de
E s’identifie a la permutation de E qui applique ¢ sur e;. Réciproquement, la permu-
tation 7 de FE donne larrangement < 7(1),7(2), ..., 7(n) >. Donc si la permutation

7 est spécifiée par 'écriture
1 2 .. n
ﬂ'l 7"'2 .« .. ﬂ'n ’

I'arrangement est < 7(1),7(2),...,m(n) >. Ceci nous conduit & identifier un arran-
gement de £ avec une permutation de E et aussi a décrire la permutation 7 par la



seconde ligne de I’écriture ci-dessus, d’ou
T=(m m e ).

Définition 2.3. Les éléments de la permutation 7 sont les valeurs w(1), m(2), ...
m(n).

)

La composée de deux permutations 7w et o sera notée m o ¢ ; ici, nous voyons
a nouveau m et o0 comme deux applications bijectives de E vers £, et appliquons
d’abord ¢ puis 7. La permutation identité (1 2 --- n) sera notée ¢.

Définition 2.4. La permutation =1 est la permutation inverse (ou réciproque) de

7, c’est-a-dire est telle que Ton™ ! = 1 = 7!

positions et éléments dans 7 :

om. Elle s’obtient en échangeant

Vi<i<n: nl=i.
Exemple 2.1. L’inverse de la permutation (4 8 976 51 3 2 10) est la permutation
(7981654 2810).

Définition 2.5. Une distance d sur un ensemble S est une application
d:SxS—=R:(s,t)—r

vérifiant les trois ariomes suivants :
1. ¥V s,t €S :d(s,t) >0 et d(s,t) =0« s=t (caractére défini positif) ;
2.V s, teS:d(s,t)=d(s,t) (symétrie);
3. Vs t,ue S d(s,u) <d(s,t)+d(t,u) (inégalité triangulaire).

Nous notons S, le groupe symétrique, c’est-a-dire ’ensemble de toutes les per-
mutations de {1,2,...,n} muni de 'opération de composition o.

Définition 2.6. Une distance d sur S, est invariante a gauche si :
Vo1 €S, d(r,o)=d(tom,To0).

Définition 2.7. Une distance d sur S,, est invariante a droite si :
Vr,o1€S,: dr,o)=d(mroT,00T).

Rappelons également la décomposition bien connue en cycles disjoints, qui dé-
compose par exemple la permutation (4 8976513 2 10) en les cycles (1, 4, 7), (2,
8,3,9), (5, 6) et (10).

Définition 2.8. Le nombre de Stirling de premiére espéce est noté [Z] et donne le
nombre de permutations de n éléments contenant k cycles.

Définition 2.9. Le coefficient binomial est noté (Z) et représente le nombre de
manieres de choisir k éléments distincts parmi un ensemble de n éléments distincts.

Exemple 2.2. Prenons Ss, qui contient siz éléments, et k = 2 ; alors m = B} =3,

car les seules permutations de Ss se décomposant en exactement deux cycles sont (1

32) = (1)(23), (213 =(1,2) (3) et (321) = (L, 3) (2).



2.2 Notions sur les graphes

Nous ne nous intéresserons ici qu’aux graphes dirigés.

Définition 2.10. Un graphe G = (V, E) est le couple constitué par :
1. un ensemble V = {vy,vg, ..., U5} ;

2. une famille E = {ey, eq, ..., e, } d’éléments du produit cartésien
VxV=A{(uv) | uveV}

Les graphes sont représentés graphiquement par des points joints par des fléches ;
les points représentent les éléments de ’ensemble V' qui sont appelés sommets, et
les fleches représentent les éléments de la famille E, appelés arcs. L’arc (u,v) a les
sommets u et v pour extrémités. Nous utiliserons parfois également les notations
V(G) et E(G) pour désigner respectivement les ensembles de sommets et d’arcs du
graphe G.

Définition 2.11. Le nombre de sommets d’un graphe G est appelé [’ordre de G.

Définition 2.12. Un graphe est simple si :
1. il ne comporte pas de boucle, c’est-a-dire d’arc dont les extrémités coincident ;

2. entre deuxr sommets, il n’existe jamais plus "un arc.

Définition 2.13. Un cycle dans un graphe G est une séquence de sommets telle
que tout couple de sommets consécutifs dans cette séquence forme un arc dans G, y
compris le couple formé par le dernier sommet et le premier (pris dans cet ordre),
et n’apparait qu’une seule fois dans cette séquence.



Chapitre 3

Distance des transpositions

3.1 Rappels

Le terme transposition, défini ci-dessous, est a prendre ici au sens biologique du
terme : il s’agit d’un événement dans I’évolution qui consiste de maniére informelle &
déplacer un morceau du génome d’un endroit a un autre. Par exemple, une transpo-
sition déplace le bloc d’éléments encadré dans la permutation ci-dessous a ’endroit
marqué par | :

(21[7356]4109]8) = (21410973568) .

Contrairement aux transpositions algébriques, qui échangent deux éléments non
nécessairement adjacents, les transpositions biologiques sont vues comme des échan-
ges de blocs d’éléments adjacents et disjoints. Dans ’exemple ci-dessus, on a en fait
échangé le bloc allant de ’élément 7 & I’élément 6 avec le bloc allant de 1’élément 4
a I’élément 9.

Définition 3.1. Soit T une permutation de S, ; la transposition 7(i, j, k), avec 1 <
1<n—1,14+1<j<n, 1<k<n+1letk<iouk>j appliguée a ™ a pour effet
d’insérer, entre les positions k—1 et k, lintervalle fermé déterminé par les positions

i et j— 1. Cette transposition transforme donc 7 en la permutation o (i, j, k), ou
7(i, 4, k) est la permutation suivante :

o= 1liitl - j=25—1|[jj+1 - k=1|k - n
Lovedi—1(jj41 - k—=1][ii+1 - j—2j—1|k == n )

On remarquera que pour i < j < k, 7(i,7,k) “échange” en fait les intervalles
[i,7 — 1] et [j, k — 1]. Signalons que cette derniére notation 7(, j, k) désigne a la fois
cette derniére permutation de S, et I'action qu’elle induit sur S,, (qui en algébre est
appelée la translation droite de S,, par 7(i,j, k)). Le probléme que nous étudions est
celui de trouver le nombre minimal de transpositions transformant une permutation
donnée 7 en une permutation donnée 7’; ce nombre minimal est défini comme la
distance des transpositions (que nous abrégeons en “distance”) d(m,7') entre ces
deux permutations. Remarquons que l'inverse d’une transposition est encore une
transposition :

(70,4, k)L =770 0 + k — §, k).

7



De plus, d est bien une distance sur ’ensemble des permutations, car :

1. VmoesS,: d(mo)>0etd(mo)=0<«m=o0c (trivial) ;

2. Vmo €S, :dmo) = d(o,m) : en effet, si d(m,0) = k, alors il existe k
transpositions 7y, 7o, ..., 7 telles que ToT 0o 0--- 07, = 0. Ceci implique
que oo, tor ! o o7 ! = m. Comme l'inverse d’'une transposition est une
transposition, nous obtenons d(o,m) < d(m,0). L’inégalité opposée se prouve
de méme.

3. Vm,p,o€S,: d(mp) <d(m,o)+d(o,p) sinon d(m, p) ne serait pas minimale.

Vu Pinvariance a gauche (voir la proposition qui suit), on raméne le probléme
du calcul de d(mw,7’) au probléme du calcul de d(7’~! o 7,¢). Dans la suite, nous
abrégerons la plupart du temps d(m,¢) en d(r).

Exemple 3.1. La distance des transpositions de la permutation (3 1 4 2) est 2; en

effet :
3[1][4]2) — (34][12) -~ (1234)

et on ne peut pas trier (3 1 4 2) en une seule transposition.
Proposition 3.1. La distance des transpositions est invariante a gauche.

Démonstration. 11 faut montrer que V m,0,§ € S, : d(m,0) = d(§ o, 0 0). Si
d(m, o) = m, alors il existe une séquence optimale de m transpositions telle que

MTOTI O+ -OTy =0

et donc
((om)omo--roT, =00

ce qui nous donne bien d(7,0) = d(§ o m,£ o o) car l'existence d’une séquence plus
courte de transpositions transformant £ o ¢ en & o m contredirait 'optimalité de
T{ O+ O Ty [

Remarquons que cette propriété tient également pour d’autres distances utilisées
dans le réarrangement de génomes (voir par exemple celle des retournements), car
multiplier & gauche revient simplement & changer le nom des éléments. D’ailleurs,
intuitivement, si 'on se donne deux ensembles ordonnés de génes, on aura envie de
numéroter 'un de maniére a ce qu’il corresponde a l'identité et de renuméroter les
génes de l'autre en fonction de la numérotation attribuée a ceux du premier. Par
contre, la distance des transpositions n’est pas invariante a droite, comme le montre
le contre-exemple suivant : soit 1= (4321),0=(3142)et& = (2134). Alors
d(m,o0) =2, mais d(mro&,00&)=d((3421),(1342))=1.

Comme l'ont déja observé Bafna et Pevzner [1] :

Vi<i<j<k<n+1:7(ijk)=7(k,i).

C’est pourquoi, dans la suite, nous ne considérons que les transpositions sous la
forme “canonique”, ¢’est-a-dire les transpositions 7(i, 7, k) avec i < j < k.

Notons 7,, I’ensemble de toutes les transpositions différentes agissant sur une
permutation m de n éléments.



Proposition 3.2. |7,| = ("}").

Démonstration. Dans le dénombrement des transpositions différentes, nous pouvons
nous contenter de compter les transpositions telles que ¢ < 7 < k. Tout triple
d’entiers distincts ¢, j, k détermine donc une et une seule transposition : il suffit de
trier ce triple de maniére croissante, et ces entiers sont choisis parmi n+1 (la valeur
maximale pour k) éléments. O

Bafna et Pevzner |1] ont défini le graphe suivant pour représenter les permuta-
tions.

Définition 3.2. Le graphe des cycles d’une permutation m de S,, est le graphe dirigé
et bicolore G(m) = (V, E) construit de la fagon suivante :
— lensemble V' des sommets de G(w) est constitué de {my,ms, ..., T} plus deuz
encadrements mo =0 et T, =n+1;
— lensemble E des arcs de G(m) est constitué :
— des arcs noirs (m;, mi—1) pour 1 <i<n+1;
— des arcs gris (i,i+ 1) pour 0 <i < n.

L’ensemble des arcs gris et noirs du graphe se décompose de maniére unique en
cycles alternés (c’est-a-dire utilisant tour & tour un arc de chaque couleur), dont le
nombre est noté ¢(G(7)).

Définition 3.3. Un cycle alterné de G(m) est pair (resp. impair) s’il contient un
nombre pair (resp. impair) d’arcs noirs.

Le nombre de cycles alternés pairs (resp. impairs) de G(7) est noté cCepen(G(7))
(resp. Coaa(G(m))), et on a bien entendu ¢(G(7)) = Coaa(G(7)) + Cepen(G(7)). Un
exemple de graphe des cycles est donné a la figure 3.1.

F1G. 3.1 — Le graphe des cycles de la permutation (416 257 3)

Numérotons les arcs noirs de G(w) de la fagon suivante : 'arc (m;, m;_1) recoit
le numéro i, et on dira qu’'une transposition 7(i, j, k) agit sur les arcs i, j et k. De
plus, nous dirons qu’une transposition agit sur un cycle alterné si les trois arcs sur
lesquels elle agit appartiennent a ce cycle alterné.

Définition 3.4. Un x—move est une transposition 7(i, j, k) telle que ¢(G(woT)) —

c(G(m)) = x.
Bafna et Pevzner [1] ont également établi le lemme suivant.

Lemme 3.1. [I/]V 7€ S,,T€T,:c¢(G(moT)) —c(G(m)) € {-2,0,2}.



La figure 3.2 illustre tous les cas a examiner dans la preuve de cette affirmation ;
en observant que le Lemme 3.1 restait valable lorsqu’on se restreignait aux cycles
alternés impairs, et que la permutation identité est la seule permutation dont le
graphe des cycles contient n + 1 cycles alternés, ils ont déduit le théoréme suivant.

(a) o< o o< o o<~o — o<—o o<o o< o
1—1 1 j—1 3 k—1 k 1—1 g kE—1 1 7—1 k
(b) <o <o o~ o — o< o o< o o< o
1—1 1 j—1 7 k—1 k 1—1 g kE—1 1 7—1 k
(¢) o<eo <o o<~ o —— o< o o<o o< o
1—1 1 j—1 3 k—1 k 1—1 g kE—1 1 j—1 k
(d) oo o< o oo — o< o e oo
1—1 1 j—1 7 k—1 k 1—1 7 kE—1 1 7—1 k
(e) o<%o' o<—o o<—o — o< o e<—o "oéo
1—1 1 j—1 7 k—1 k 1—1 g kE—1 1 7—1 k
(f) o< o o< o e~ — o<—o o<~—o o~ o
1—1 1 g—1 3 k—1 k 1—1 g kE—1 1 7—1 k

F1G. 3.2 — Les différentes maniéres dont une transposition 7(i, j, k) peut affecter le
nombre de cycles; les traits pointillés représentent un chemin alterné entre les deux
sommets qu’ils relient

AOTd : nt1—coga(G(m))
Théoréme 3.1. [1/V m € S, : d(m) > ——24E"72,
Lemme 3.2. [1] Toute transposition agissant sur les arcs noirs d’exactement deux
cycles alternés différents est un 0—mouve.

Définition 3.5. Un point de rupture dans une permutation m est un couple d’élé-
ments (m;, mi11) tel que w1 # m; + 1. Le nombre de points de rupture de m est noté
b(m). Si w1 =m + 1, le couple (m;, 1) est une adjacence.

Bafna et Pevzner [1] ont montré la minoration suivante.

10



Lemme 3.3. [1/V 7€ S, :d(m) > @

En effet, une transposition ne peut éliminer au plus que trois points de rupture,
et un exemple de ce “meilleur cas” est montré a la figure 3.3.

i j k
Tic1 | e +1 o mi | moa+1l o mey | w1

F1G. 3.3 — Une permutation 7 telle que 7(i, j, k) supprime trois points de rupture

Enfin, rappelons quelques notions introduites par Christie [3].

Définition 3.6. Une bande dans une permutation 7 est une sous-séquence de
délimitée par les éléments m; et m; (i < j), ne contenant pas de point de rupture et
telle que les couples (m;_q,m;) et (m;,mj41) sont des points de rupture.

Exemple 3.2. La permutation m = (12354 96 710 8 11 12) se décompose en 8

bandes - ([ 1.2 3][5][4][9][6 7][10][8][11 12] ).

L’intuition suggere qu’il est inutile de déplacer une bande initiale, commengant
en 1 par 1, ou terminale, terminant en n par n, de méme qu’il est inutile de “couper”
une bande (appliquer une transposition n’en déplagant qu'un morceau plutot que
son intégralité). Cette intuition est correcte, et est formalisée dans le Théoréme 3.2.

Définition 3.7. Soit ™ une permutation formée de r bandes, en excluant les éven-
tuelles bandes initiale et terminale. La permutation réduite gl(m) est la permutation
de {1,...,r} obtenue a partir de ™ en remplagant chaque bande par un élément, et
en renumérotant ces éléments de facon a obtenir une permutation de S,.

Exemple 3.3. Sim= (129456378 10), alors gl(7) = (4 2 1 3).

La version réduite de 7 doit sa notation gl(w) au fait qu’elle est obtenue en
“collant” (to glue) toutes les adjacences ensemble. L’algorithme 3.1 page 12 permet
de réduire une permutation.

Définition 3.8. Deur permutations 7 et o sont équivalentes par réduction si gl(7) =
gl(o), et nous notons cela ™ =, o.

Théoréme 3.2. [3]V m € S, : d(m) = d(gl(n)).

Enfin, indiquons diverses majorations qui ont été publiées sur la distance des
transpositions.

Théoréme 3.3. [I/V T €S, :

d(m) < . (3.1)
Théoréme 3.4. [6/V € S, :
d(r) < Z b(m) (3.2)
Théoréme 3.5. [§/V e S, :
2 stn <9,
d(m) < { Lgng WJ sin>09. (3:3)



Algorithme 3.1 REDUCTION(7)

Données: une permutation 7 de n éléments
Résultat: la permutation réduite 7’ de n’ < n éléments

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:

1
2
3
4:
9:
6
7
8
9

s — g
11,
: while : <n —1do

jei;
while (], 7}, ;) n’est pas un point de rupture do
1— 1+ 1;
end while
if 7 # j then
supprimer l'intervalle [j + 1,1];
1—7+1;
else
1—1+1;
end if
end while
pe—;
trier p de facon croissante ;
for 1 <k<n'do
€ Ok ;
for 1 <p<n'do
if p,, = m, then
T, —k+1;
STOP;
end if
end for
end for
if 71 =1 then
supprimer 7 ;
end if
if 7/, =n then
supprimer 7/, ;

end if
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3.2 Génération des permutations avec leur distance

Afin d’étudier la distance des transpositions, nous générons toutes les permu-
tations de n éléments, pour n fixé, en composant des transpositions. Notons N;
I’ensemble de toutes les permutations de n éléments a distance ¢ de I'identité; il est
clair que :

1. No={(12 --- n)}, et donc |Ny| =1;

2. Ny =17, et donc |Ny| = (";1), puisque Vi est obtenu en appliquant toutes les
transpositions différentes a ¢

3. N; est obtenu en appliquant les (”;“1) transpositions possibles & chaque élément,
m € N;_1, et en ne gardant que ceux qui n’appartiennent ni a /N;_o, ni a N;_q,
ni & N;. Ceci se justifie de la facon suivante : nous cherchons, au niveau N;, des
permutations a distance ¢ générées a partir de permutations a distance 7 — 1.
Or, toutes les transpositions possibles se divisent en trois catégories pour leur
action sur la permutation 7 de N;_; : celles qui font décroitre la distance de 7
(dans ce cas, (moT) € N;_5 : si on avait d(m o 1) < i — 2, cela signifierait que
d(m) < i—1, impossible par construction), celles qui 'augmentent et qui nous
intéressent (le cas ou (mo7) € N;) et celles qui ne la modifient pas (c’est-a-dire
(mo71) € N;_1). Comme a chaque étape i, nous générons des permutations
pour lesquelles il existe une séquence optimale de ¢ transpositions, N;_o, N;_ 1
et N; sont bien les seuls niveaux & prendre en compte. La vérification du fait
que wo T &€ N; est nécessaire car il existe plusieurs séquences optimales de
transpositions générant 7w o 7, et il se peut donc qu’on ait déja généré wo T
précédemment.

La proposition suivante nous sera également utile dans I’élaboration de l’algo-
rithme.

Proposition 3.3. V7 € S, : d(r) = d(x ).
Démonstration. Triviale; par I'invariance & gauche (Proposition 3.1), on a
dim, ) =d(z toma ) =d(x ).
O

De plus, il existe d’autres couples particuliers de permutations & méme distance :
comme nous allons le voir, il s’agit des couples (m, m(m)), ot m(w) est la conjuguée
de m par la permutation x = (nn—1n—2 --- 3 2 1), c’est-a-dire

m(m)=xomox ' =xomoy.
Exemple 3.4. Sim= (1462523), alorsx=(654321)et
xomox '=x0(352641)=(425136).

Lemme 3.4.VT7€7,: xoTox ' €T,
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Démonstration. Toute transposition 7 vue comme un rangement est constituée de
2, 3 ou 4 sous-séquences croissantes d’éléments consécutifs; pour la simplicité et
la concision, nous supposons sans perte de généralité que nous sommes ici dans le
premier cas, les deux autres pouvant étre prouvés de facon similaire. Multiplier toute
permutation a droite par y ! transforme cette permutation en sa “renversée”, c’est-a-
dire la permutation de départ lue de droite a gauche. Cette opération transforme en
particulier 7 en une permutation constituée de deux sous-séquences décroissantes,
et enfin, la multiplication & gauche de 7 o ™! par x transforme ces deux sous-
séquences décroissantes en deux séquences croissantes, donc nous retombons bien
sur une transposition. ]

Proposition 3.4. V 7 € S, : d(m) = d(m(n)).

Démonstration. Soit d(m) = r; alors, il existe une séquence de r transpositions telle
que
m™ = 7—1” O+++0 7—1

ce qui donne

xomox ' = xom,0---omox

= (xorox Ho(xor_1ox Ho--—-o(xyormox™)

et dans cette derniére expression, chaque conjuguée de chaque transposition est
encore une transposition (Lemme 3.4). Ainsi, d(x o 7 o x™') < d(7) et I'inégalité
opposée provient du fait que 7 est la conjuguée par y de yomo y L. Il

Le corollaire suivant découle des Propositions 3.1, 3.3 et 3.4.
Corollaire 3.1. V7 € S, : d(m, 1) =d(ro x,x) =d(m o x, X).

Nous obtenons donc l'algorithme 3.2 (voir page 16). L'implémentation de cet
algorithme nous a permis de générer toutes les permutations de n éléments (pour
n < 10) avec leur distance. Nous utilisons la notation [}] pour désigner le nombre
de permutations de n éléments & distance k de ¢. Le tableau 3.1 en présente quelques
valeurs expérimentales, et nous pouvons remarquer que, en tout cas pour n < 10, la

distribution est unimodale, de mode ng

3.3 Utilisation des cycles de la permutation

Le graphe suivant que je me propose a présent d’utiliser est un simple réencodage
du graphe d’une permutation dans le sens le plus classique. La seule modification,
expliquée dans la définition qui suit, est motivée par le fait qu’on a besoin d’un ordre
total sur les sommets, puisqu’on cherche a trier des permutations.

Définition 3.9. Le I'—graphe d’une permutation m de S, est le graphe dirigé T'(m)
construit de la fagcon suivante :
’ (’I’L, Tﬂ)} ;

- V(T(n)) ={(1,m),(2,m2), ...
- E(T(m)) = {((i,m), (4, 75)) | § =i}

14



TN O N N v N 1 I 4 O 3 I I I
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1 4 1 0 0 0 0 0 0 0 0
4 1 10 12 1 0 0 0 0 0 0 0
5 1 20 68 31 0 0 0 0 0 0 0
6 1 35 259 380 45 0 0 0 0 0 0
7 1 56 770 2700 1513 0 0 0 0 0 0
8 1 84 1932 13467 22000 2836 0 0 0 0 0
9 1 120 4284 52512 191636 114327 0 0 0 0 0
10 1 165 8646 170907 1183457 2010571 255053 0 0 0 0
TAB. 3.1 — Quelques valeurs expérimentales de [[Z]]
o e ° ° Q o e

08 @) G642 65 61 (@)
F1G. 3.4 — Le I'—graphe de la permutation (4 16 2 5 7 3)

/\\ //\\
2) (5,5) (6,3)

(1,1) (2,.4) (3,.6) (4,

(a) (b)
FiG. 3.5 — (a) Le '—graphe de 7 = (1 46 2 5 3), (b) le '—graphe de y oo x !
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Algorithme 3.2 ARBORESCENCE(n)

Données: le nombre n d’éléments des permutations a générer
Résultat: une liste d’ensembles de permutations, chaque ensemble N; étant ’en-
semble de toutes les permutations a distance ¢ de ¢

1. Ny« {¢};

2: Ny« 0;

3: for all T € 7, do

4: N1 — N1 U T3

5: end for

6: cpt — 1+ ("11);

71— 2

8 while cpt < n! do

9: N; — Q);

10: for all # € N;_; do

11: for all 7 € 7, do

12: if (mor) € N; get (mo7)& N;_y et (mror)¢ N; then
13: N; — N;U(morT);

14: cpt «— cpt + 1

15: if (to7)™! # (7ro7) then

16: N; — N;U(ror)™!;

17: cpt «—cpt + 1

18: if m(ro7)# (ro7)et m(mor)# (ro7)”! then
19: N; — N;Um(morT);

20: cpt — cpt + 1

21: if m(ror) ' # (ro7)et m(mor) ! # (mro7)"! then
22: N; «— N;yUm(moT)™t;
23: cpt «— cpt + 1;

24: end if

25: end if

26: else if m(ro71) # (mo7) then
27: N; — N;Um(moT);

28: cpt «— cpt + 1

29: end if
30: end if
31: end for
32 end for

33 t—1+1;
34: end while
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Définition 3.10. L’indice du sommet (i,m;) de I'(7) vaut i.

Un exemple d’un tel graphe est donné a la figure 3.4. La figure 3.5 motive quant
a elle I'utilisation du terme “miroir” de 7 pour la permutation y o m o y 1.

Définition 3.11. La longueur d’un arc ((i,7;), (j,7;)) de I'(7) est |j — 1.

Dans la suite, la notation C' = (i1, 4a, ..., i) désignera le cycle C' de I'(7) constitué
des éléments (’il, 7T¢1), (’ig, 7Tz'2)7 ceey (Zk, 7Tl'k).

Définition 3.12. Un k—cycle est un cycle comportant k éléments.

D’une facon analogue a la Définition 3.3, nous définissons une notion de parité
sur les cycles de I'(m).

Définition 3.13. Un k—cycle de I'(7) est pair (resp. impair) si k est pair (resp.
impair).

De maniére similaire a ce qui a été fait dans la section précédente, nous notons
¢(I'(m)) le nombre de cycles de I'(m), ¢’est-a-dire le nombre de cycles de m dans le
sens le plus usuel, et Cepen(I'(7)) (resp. coaa(I'(7))) le nombre de cycles pairs (resp.
impairs) de I'(m).

Définition 3.14. Un k—cycle de I'() est orienté positivement si k > 3 et si de plus
ses éléments peuvent s’écrire sous la forme d’une séquence strictement croissante,
orienté négativement si k > 3 et si de plus ses éléments peuvent s’écrire sous la
forme d’une séquence strictement décroissante, et non orienté sinon.

Exemple 3.5. A la figure 3.4, le cycle (4, 2, 1) est orienté négativement, le cycle
(5) est non orienté, et le cycle (3, 6, 7) est orienté positivement.

Remarquons que tout 1—cycle et tout 2—cycle sont non-orientés, et que tout
3—cycle est orienté.

3.4 Transpositions échangeables

Quelles sont les transpositions 71, 7 telles que oo = 1075 7 Ces transpositions
qui commutent sont de plusieurs natures :

Définition 3.15. Deux transpositions 71(i1, J1, k1) et T2(is, jo, ko) sont indépendan-
tes st [il,kl — 1] N [ig,kg — 1] = @

Il est évident que si 7, = 7, ', alors 71 et 7, commutent ; de méme, 7 (i, 1, k1)
et To(ig, jo, ko) commutent également si elles sont indépendantes, comme le montre
la figure 3.6.

Proposition 3.5. Soit deuz transpositions 11, 5 et m € Z \ {0}; si 72 = 71" ou
T = T9", alors Ty et To commutent.

Démonstration. Directe : si 7o = 77", alors
ToOTy =T{ 0T =T1 0T, =Ty 0Ts.
De méme, si 73 = 73", alors

TQOT] =Ty 0Ty =Ty OTy =Ty OTo.
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by L

F1G. 3.6 — Deux transpositions indépendantes ; il est clair qu’elles commutent.

3.5 Formule explicite pour certaines permutations

Dans cette section, nous montrons qu’il est possible, pour une classe bien définie
de permutations, de calculer la distance de ces derniéres par un algorithme linéaire,
sans recourir a quelque structure de données supplémentaire que ce soit.

Définition 3.16. Une y—permutation est une permutation réduite (Définition 3.7)
fixant les éléments pairs.

Exemple 3.6. La permutation (15 2 7 4 1 6 3 8 11 10 5 12 9 14 13) est une
y—permutation.

La restriction demandant que la permutation considérée soit réduite est une
hypothése technique qui nous permet de grandement simplifier les démonstrations,
en particulier grace a la proposition suivante.

Proposition 3.6. Pour toute y—permutation m de S, :

{ Ceven(G(ﬂ-)) = 2 Ceven(r(ﬂ-));
Codd(G(ﬂ')) = 2 (Codd(r(ﬂ'» — anl) .

Exemple 3.7. La figure 3.7 montre le I'—graphe de la permutation (15 2 7 4 1 6
3811105 12 9 14 13), ainsi que son graphe des cycles. On a coqqa(I'(7)) = 7,
Ceven(L'(T)) = 2, Coad(G(1)) =0 et Cepen(G(m)) = 4.

Démonstration. (Proposition 3.6) Tout sommet (i, 7;) de I'(7) correspondant a un
¢élément impair est a la fois Pextrémité initiale d’un arc ((¢, 7;), (7;, 7;,)) et extrémiteé
terminale d’un autre arc ((ja, ), (¢, m;)). Dans G(7), ces arcs sont chacun transformés
en une séquence de deux arcs (gris-noir pour le premier, noir-gris pour le second) :

{ ((3,m;), (ms,mj,)) donne (m;,m; + 1), (m +1,7;);
((j2,19), (4, 7)) donne (m;,m;i_1), (Ti—1,7j,).

Selon que i < 7; ou i > m;, I'arc issu de (i, 7;) dans I'(7) sera transformé de 'une de
ces deux facons :
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b 0O<—0< 7.@.%.%.<7.2.e.€.< —O0<—0< —0<—0< —0<—0=< j.
(b) /
0 15 2 7\\4‘1/6 3 & 11 10 5 12 9 14 13 16

F1G. 3.7 — (a) Le graphe des cycles d’'une y—permutation (les indices ont été omis
pour plus de clarté) ; (b) le '—graphe de la méme permutation.

a) ° ° ° - ° o<~ o
(1,7;) (mi,75) (mi + 1,m + 1) ; T m+ 1
O YN\
b) [ J o [ ] e o<—0O o .. [
(miymjy)  (m+1,m+1) (1,7;) T, w1 i

Et de la méme maniére, ’arc arrivant en (i,7;) dans I'(r) sera transformé de 1'une
des deux facons suivantes, d’aprés les positions relatives de m; et m;, :

CL) [} [ ] [ ] _— o<———-9 [ ]
(i1, miz1) (4,7;) (j2,1) Ti—1 Uy Ty

b) o/—m. SN ° o<~ o
(J2,1) (i1, Tio1) (4, ;) T, i1 T

Ainsi, chaque cycle de plus d’un arc dans I'(7) est reconstitué dans G(7); de plus,
pour chaque tel cycle de I'(7), un nouveau cycle est également créé dans G(m) qui
correspond en fait au parcours du cycle de I'(r) dans le sens inverse des fleches.
La parité des cycles associés de I'(7) et de G(m) coincide, puisqu’a chaque sommet
appartenant a un cycle d’au moins deux éléments dans I'(7) correspond un arc noir
dans G(m). Enfin, les cycles de longueur 1 de I'(7) correspondant aux éléments pairs
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de 7 ne sont pas conservés dans G(m), puisque 7 est réduite, et ces éléments pairs
sont au nombre de ”T_l m

Nous pouvons donc déduire de cette proposition et du Théoréme 3.1 la minoration
suivante.

Lemme 3.5. Pour toute y—permutation © de S, :
d(ﬂ') >n— Codd(l—‘(’ﬂ)).

Démonstration. Directe :

n+ 1 — coga(G())

d(m) > 5
_ont 1— 2 (coaa(T(m)) — 57
2
_ n+41—2 cogq(I'(m)) +n—1
2

= n — Codd(r(ﬂ')).
[

Si les éléments pairs d’'une y—permutation sont fixés, ce n’est pas le cas des
éléments impairs qui peuvent présenter des configurations assez diverses, que nous
caractérisons a l'aide des définitions suivantes. Ces définitions portent toutes sur les
cycles de I'(m).

Définition 3.17. La portée du cycle C = (iy,1q,...,1x) est l'intervalle

portee(C) = Lgljigkij,g?ggjj} = [cmin oot

Exemple 3.8. La portée du cycle (4,2,1) de la permutation de la figure 3.4 est
[1,4].

Définition 3.18. Un cycle C contient un cycle Cy si portee(Cy) C portee(Ch).
Exemple 3.9. A la figure 3.4, le cycle (3,6,7) contient le cycle (5).

Définition 3.19. Deuz cycles Cy, Cy sont disjoints si portee(C1) N portee(Cy) = ().
Exemple 3.10. Les cycles (1,4,2) et (5) de la figure 8.4 sont disjoints.

Définition 3.20. Deuzx cycles C, Cs se chevauchent s’ils ne se contiennent pas et
que de plus portee(C) N portee(Cy) # .

Exemple 3.11. Les cycles (1,4,2) et (3,6,7) de la figure 3.4 se chevauchent.

Nous n’allons dans un premier temps n’examiner que les permutations dont les
éléments impairs forment un seul cycle, et distinguer deux cas : celui ou ce cycle est
orienté, et celui ou il ne 'est pas.
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3.5.1 Cycles orientés

Définition 3.21. Une a—permutation est une permutation fizant les éléments pairs
et dont les éléments impairs forment un cycle orienté (dans le graphe T').

Exemple 3.12. La permutation (3 25 4 76 9 8 11 10 1) est une a—permutation,
ainsi que son inverse, la permutation (11 21 4 36 58 710 9).

Une telle permutation est donc forcément réduite, et répond également a la Dé-
finition 3.16. Autrement dit, toute a—permutation est une y—permutation, et il
n’existe que 2 a—permutations pour n fixé. Nous qualifierons le cycle formé des

n+1

¢éléments impairs de cycle principal, qui comporte “= éléments.

Proposition 3.7. Pour toute a—permutation ™ de S, :

1 1
d(ﬂ):n; — (n;— modZ).

Démonstration. Remarquons que c,qq(I(7)) = 25+ + ("T“ mod 2), ce qui implique
par le Lemme 3.5 que d(7) > ”T“ — ("T“ mod 2). Nous allons supposer dans la suite
que le cycle principal de 7 est orienté positivement, mais nous éliminerons cette

restriction & la fin de la démonstration.

1. si "T“ est impair : considérons les deux transpositions 7y, 7o, définies ci-dessous :

mn =71(2,4,n+1);
7 =1(1,3,n).

n+1

Une séquence de "3

dessous) est :

— 1 transpositions triant 7 (voir Proposition 3.8 ci-

ntl 4

(11 072) 2

et cette séquence est bien optimale, puisqu’elle atteint la minoration montrée
en début de démonstration.

2. si ”T“ est pair : considérons a nouveau les transpositions 71, 7o définies plus

haut, ainsi que les transpositions 73, 7, définies ci-dessous :

3 =1(2,3,n+1);
s =7(1,2,n+1).

Une séquence de "T“ transpositions triant 7 (voir Proposition 3.9 ci-dessous)

est : .
n
T,Q

(mom) 2 o730y

et cette séquence est bien optimale, puisqu’elle atteint la minoration montrée
en début de démonstration.

De plus, le cycle principal peut étre orienté négativement, puisque changer le sens de
tous les arcs de I'(7) transforme 7 en 7!, & méme distance (Proposition 3.3). [

Avant de poursuivre, montrons que les séquences présentées dans la Proposi-
tion 3.7 trient bien les a—permutations.
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Proposition 3.8. Soit m une a—permutation de S, dont le cycle principal est
orienté positivement et comporte un nombre impair d’éléments, et les transpositions

n o= 7(2,4,n+1);
n = 7(1,3,n).

n+l 4

Alors la séquence de transpositions (11 0T9) 2 trie 7.

Démonstration. Montrons d’abord Deffet des transpositions 71 et 75 ; 7 transforme
une permutation
T = (7T Ty Mg Ty W5 =+ W1 Tp )

en la permutation
(7T1 Ty Ty =0 Tip—1 T T2 73)

et 7, transformera cette derniére en la permutation
(5 +++ Tp_y Tp Mo M T4 T3).

1. cas de base : n = 5 : la seule permutation 7 satisfaisant les hypothéses est (3
254 1). Comme le montre la figure ci-dessous, il vient mo 7 0 75 = ¢.

(1,3) (2,2) (3,5) (4,4) (5,1)

l7'1
e N

(1,3) (2,4) (3,1) (4,2) (5,5)

1l 7
™ N ' \
A/ A/ A/ O O
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

2. induction : vrai pour n — 2 = vrai pour n : la permutation de n éléments a

trier est
T=(0325476 ---n—-2n—-3nn—-11).

Appliquons la transposition 7y & 7; nous obtenons :
(3476 ---n—2n—-3nn—11205)
a laquelle nous appliquons ensuite 75 pour finalement obtenir :

(76 ---n—2n—-3nn—112345).
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Or, la réduction de cette derniére permutation fusionne les 5 derniers éléments
en I'élément 1, et diminue de 4 les valeurs de tous les autres éléments. Il est alors
clair que, si o est la permutation pour laquelle notre hypothése d’induction est
vraie, alors m o 1y 0o 79 =, 0, et la thése est vérifiée. Enfin, si le cycle principal
de 7 est orienté négativement, alors 7 est le miroir du cas que nous venons de
traiter et se trouve a méme distance. De plus, par la méme astuce que celle
utilisée dans la Proposition 3.4, nous pouvons convertir la séquence ci-dessus
en une séquence fonctionnant dans le cas négatif.

]

Proposition 3.9. Soit m une a—permutation de S, dont le cycle principal est
orienté positivement et comporte un nombre pair d’éléments, et les transpositions

n = 7(2,4,n+1);
n = 7(1,3,n);

3 = 7(2,3,n+1);
= 7(1,2,n+1).

n+l o
Alors la séquence de transpositions (11 0T) 2 o Tgo0 Ty trie .

Démonstration. Similaire a celle de la Proposition 3.7 : le cas de base est m = (3 2
54761),etmor3ory =(5476123)=,(32541) quiest le cas de base de la
Proposition 3.7. O

3.5.2 Cycles non orientés

Nous allons montrer que l'orientation du cycle (requise dans la Définition 3.21
d’une a—permutation) n’a pas d’importance, ¢’est-a-dire que la Proposition 3.7 reste
valide dans le cas des cycles non orientés. Afin de simplifier les démonstrations sui-
vantes, nous allons dans la suite utiliser des échanges'. Cela nous permettra d’éviter
de devoir construire des séquences de transpositions triant les cycles considérés.

Définition 3.22. Un échange sera noté exc(i, j) et représentera la permutation qui
échange les éléments en positions 1 et j, transformant ainsi toute permutation m en
la permutation T o exc(i,j), ot

o (1 e i=19% 441 - =137 j4+1 -+ n
61’0(2’])_(1 e i—1 4 i4+1 - j=14 j+1 -+ n )"

Définition 3.23. Une f—permutation est une permutation fizant les éléments pairs
et dont les éléments impairs forment un cycle non orienté (dans le graphe I').

Il découle directement de la définition que pour n > 5, il existe [HTH} -2 =
(”T_l)' — 2 B—permutations (le —2 étant dia au fait qu’il faut retirer les deux a—per-
mutations du dénombrement ; voir Graham, Patashnik et Knuth [9] pour I'égalité
qui précéde). Pour n = 3, il n'y a qu’'une seule S—permutation qui est (3 2 1). Si

! Ces échanges sont habituellement appelés “transpositions” en algébre.
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7 est une S—permutation, on peut appliquer une séquence & d’échanges successifs
aux éléments de son cycle principal de maniére & la transformer en une permutation
o se réduisant a une a—permutation. On a donc la majoration suivante sur 7 :

d(m) < f(&) + d(o)

ou f(&) “convertit” & en une séquence optimale de transpositions ayant le méme
effet. Remarquons qu’il n’est pas vraiment difficile de trouver o : la difficulté du
probléme réside dans la détermination d’une permutation o telle que le membre de
droite de I'inégalité plus haut est minimisé.

Avant de poursuivre, formalisons la notion de “croisement” ou de “chevauchement”
de deux arcs de I'(m).

Définition 3.24. Deuz arcs a; = ((i1,m,), (J1,7j,)) et az = ((i2, m,), (J2, 7j,)) de
['(7) se chevauchent si les intervalles [iv, j1] et [ia, jo] ne se contiennent pas et qu’ils
possedent une intersection non vide.

Les quatre configurations possibles pour les arcs se chevauchant sont présentées
a la figure 3.8 (ou l'on a décidé de noter a; 'arc le plus a gauche).

(01, m3,) (i2,73,) 1, m50) G2y 7o) | (i1, i) (G2, ) (1, 7mj0) (é2, i)
(a) ()
(jl?ﬂ-jl) <j277rj2) (ilvﬂ-il) (7:277Ti2> (jhﬂ-jl) (Z'Qaﬂ-iz) (7:17771'1) (j277rj2>

() (d)

F1G. 3.8 — Les quatre cas de chevauchement de deux arcs de I'(7)

Par définition, une —permutation comporte des croisements dans son cycle prin-
cipal, et la stratégie que nous allons adopter pour calculer sa distance consiste a élimi-
ner ces croisements pour obtenir une permutation se réduisant a une c—permutation ;
cela revient a faire coincider 'extrémité d’un des deux arcs se chevauchant avec 1’ori-
gine de I'autre, et nous obtenons cette configuration par une séquence particuliére
d’échanges. Nous appellerons chemin la séquence d’arcs reliant I'extrémité d’un arc
a origine d’un arc qui le chevauche, et qualifierons 'opération de suppression de
ce chemin comme nous venons de la décrire de contraction. C’est de ces chemins
que nous parlerons lorsque nous utiliserons dans la suite l’expression “chemins a
contracter”.

Nous ferons usage de la proposition suivante dans la suite.
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Proposition 3.10. Pour les séquences de t échanges & = exc(i,i + 2) o exc(i, i +
4)o---oexc(iyi+ 2t) et F = exc(iyi+ 2t)o---oexc(iyi+4)oexc(i,i+2) :

F(&) = f(F) =t + (t mod 2).

Démonstration. Pour tous i, t valides, & et % se réduisent a des a—permutations
7 dont le cycle principal contient ¢ + 1 éléments, et par la Proposition 3.7 :

dir)=t+1—((t+1) mod 2) =t + (t mod 2).

° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °
9 2 17 4 3 6 5 8 7 1019 12 11 14 13 16 15 18 1 [ 9 2 17 4 3 6 5 8 7 10 19 12 11 14 13 16 15 18 1
1 e o 0 0 0 0 o ; ° i ° ; ° i ° i ° ‘ o e 0 0 0 0 o ° ° B ° °
9 2 3 4 5 6 7 8 17 1019 12 11 14 13 16 15 18 1 [ 9 2 3 4 5 6 7 8 17 10 19 12 11 14 13 16 15 18 1
e o 0 0 0 0 o ° o e ° °
9 2 3 4 5 6 7 8 17 10 11 12 13 14 15 16 19 18 1| 9 2 3 4 5 6 7 8 15 10 19 12 11 14 13 16 17 18 1
(a) (b)

F1G. 3.9 — Deux scénarios possibles d’échanges transformant une S—permutation en
une a—permutation

Proposition 3.11. Pour toute S—permutation m de S, :

1 1
d(ﬂ'):n;_ - <n;L mod2>.

Démonstration. Une f—permutation n’étant qu’un cas particulier de y—permuta-
tion, on a par le Lemme 3.5 :

1 1
d(ﬂ)zn;— - (n—21— mod2>.

Si le cycle principal de m ne comporte qu'un seul croisement, alors il existe un
chemin de t arcs reliant les deux arcs qui se croisent ; on peut contracter ce chemin
par une séquence de t échanges successifs dépendants (dans le sens ou chaque échange
de la séquence agit sur un élément de 'échange précédent), qui trient les éléments
appartenant & cette partie du cycle. Par exemple, dans le cas (a) de la figure 3.8,
il suffit d’appliquer la séquence exc(is, j1) o - - - 0 exc(ia, ia + 4) 0 exc(ia, is + 2). Et
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comme on I'a vu (Proposition 3.10), action de ces t échanges est aussi celui de
t + (t mod 2) transpositions.

Une fois ce chemin contracté, ¢ sommets ont été éliminés du cycle principal de
7 et le résultat de cette transformation est une permutation o se réduisant a une
a—permutation ; nous avons donc :

dx) < d(r,0)+d(o)
_ t+(tmod2)+(”;1—t—((""2”—15) mod2>>

1 1
= t—i—n; —t+(tmod2)—<<n; —t)modZ)

B n-+1 n-+1
N 2 2

mod 2)

ce qui vérifie bien la thése dans ce cas-ci.

Dans le cas ou il existe plusieurs croisements, il convient de ne pas contracter
séparément chacun des chemins reliant deux arcs se croisant. En effet, si 'on procé-
dait de cette maniére, et en supposant qu’il y ait p chemins de ¢, arcs (1 < g < p),
il faudrait effectuer Z‘Z:l ty échanges pour tous les contracter, ce qui correspondrait
a ) r_(ty+(ty mod 2)) transpositions. On peut améliorer le procédé en échangeant
le dernier sommet déplacé dans le premier chemin contracté avec le premier sommet
du chemin suivant & contracter, puis continuer la contraction de ce dernier che-
min par des échanges dépendants, comme auparavant. Par exemple, la figure 3.9
montre la transformation d’une f—permutation en une permutation se réduisant a
une a—permutation de deux fagons différentes. Le scénario (a) nécessite 3+3 échan-
ges — 8 transpositions (cf. Proposition 3.10), alors que le scénario (b) utilise le méme
nombre d’échanges, mais qui correspond cette fois & 6 transpositions.

Ainsi, toute f—permutation 7 contenant p chemins de ¢, éléments a contracter
(1 < g < p) peut étre transformée en une permutation réductible & une a—permuta-
tion o telle que

d(m,0) =T + T mod 2

N o p , ~ s , ,
oulT =5 g=1tg- Les échanges - ou plutot, les transpositions représentant ces échan-
ges - élimineront, 7" sommets du cycle principal de 7, ce qui nous fournit la majoration
suivante :

d(m) < d(m,0)+d(o)
1 1
— T4 (T mod?2) + ("g . ((";L —T) mod2))
_ ontl (n+1 mod2)
2 2
qui égale la minoration donnée plus haut. Il

3.5.3 Distance des y—permutations

Toute permutation 7w peut étre triée en éliminant un a un les cycles de I'(7), de
maniére a n’éliminer qu'un seul cycle a la fois sans modifier les autres. Ceci se voit
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bien en utilisant des échanges plutot que des transpositions, car ceux-ci n’agissent
que sur les éléments du cycle a éliminer; il suffit ensuite de remplacer la séquence
optimale d’échanges par une séquence optimale de transpositions. Cette stratégie
fournit donc la majoration suivante sur la distance de 7.

Lemme 3.6. Pour toute permutation m avec I'(m) = C1 U Cy U -+ U Courry (on
prend la décomposition en cycles de ), notons d(C) la distance de la permutation o
telle que T'(0) est constitué uniquement du cycle C' et des 1—cycles que C' contient ;

alors :
¢(l(m))

d(m) < Z d(C;)
i=1
Remarquons que nous ne connaissons pas forcément toujours la longueur de la
séquence optimale triant chacun des cycles de I'(7). Nous allons maintenant montrer
que la minoration du Lemme 3.5 page 20 est atteinte.

Proposition 3.12. Pour toute v—permutation © de S, :
d(ﬂ') =N — Codd<F(7T)).

Démonstration. Chaque cycle de I'(m) est soit orienté, soit non orienté, et nous
connaissons la distance de chacun de ces cycles (Propositions 3.7 et 3.11). Notons
odd(T'(m)) (resp. even(I'(m))) 'ensemble des cycles impairs (resp. pairs) de I'(7) ; par
le Lemme 3.6, nous avons :

c(I'(m))
dr) < ) |G| —(|Ci| mod 2)
=1
= do(Gl-n+ D> |Gy
Ci, € odd(T(m)) Ciy€ even(T'(m))
c(I'(m))
= Y G - ualT(R))
=1

= n— Codd(r(ﬂ')) .

La derniére égalité est correcte car tout élément de 7 appartient a un et un seul cycle.
La thése s’obtient en combinant cette majoration de d(m) avec le Lemme 3.5. [

Remarquons enfin que cette derniére proposition peut étre facilement étendue :
en effet, on sait par le Théoréme 3.2 qu’il n’est pas nécessaire que 7 soit réduite. On
peut également souhaiter qu’au lieu des éléments pairs, ce soit les éléments impairs
qui soient tous fixés; dans le cas d’une telle permutation m, on aura alors m = 1, et
I'on pourra réduire 7 a une y—permutation. Par exemple :

(14365872)=,(3254761).

De plus, nous pouvons encore étendre le résultat grace aux permutations toriques,
introduites par Eriksson, Eriksson, Karlander, Svensson et Wistlund [8] et Hultman
[12]. Notons, pour = € {0,1,2,....,n} et m € N :
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1. " = (z +m) mod (n+1);

2. z,, = (r —m)mod (n+1).
Définition 3.25. Soit m = (m m -+ w,) une permutation de n éléments; la
permutation circulaire correspondante est m° =0 m wy --- ., dans laquelle 0 est

a la fois le prédécesseur de my et le successeur de m,.

Cette permutation circulaire peut étre lue en prenant n’importe quelle position
comme point de départ; pour retrouver la permutation linéaire initiale, il suffit de
retirer le 0 et de prendre comme position de départ pour 7 la position qui suit
le 0. A partir d’une permutation circulaire 7° et d’un naturel m, définissons une
permutation circulaire m + 7° par ’égalité

o _ oM —m —m —m
m+n =0 7" Ty e T

Définition 3.26. Soit m = (m m -+ w,) une permutation de n éléments; la
permutation torique correspondante, notée m, est [’ensemble des permutations m +
m° avec 0 < m < n.

Exemple 3.13. Soit w1 = (31524 6); alorsm™®=03152}6,et:

O+7° = 0315246
14+ 7° 1426350
247 = 2530461
3+7m = 3641502
447 = 4052613
5+7 = 5163024
6+7m = 6204135

Onadoncm®={(315246),(142635),(461258),(286415),(526
184),(245168), (413562)}.

Enfin, le lemme suivant est di a Eriksson et autres.
Lemme 3.7. [8]/V 1,0 € S, : 0 € 70 = d(0) = d(n).

Ainsi, si 7 est une permutation réduite de n éléments, ot n est impair et dans
laquelle les éléments impairs occupent les positions impaires et forment une sous-
séquence “croissante modulo n+17; alors m € o2 ol ¢ se réduit & une y—permutation.
En effet, si n est impair, ajouter 1 (mod (n+1)) & tous les éléments de 7° transforme
n en 0, c’est-a-dire le nouveau point de départ de la permutation résultante ; ainsi,
les éléments impairs deviennent tous pairs et fixés, et 7 est alors transformée en une
permutation dont les éléments pairs sont fixés.

Exemple 3.14. Sio= (54729816 3), alors1+0°=1658309 274 dont
on déduit m= (92741658 8) qui est une y—permutation.

Nous obtenons donc finalement le résultat suivant.
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Théoréme 3.6. Pour toute permutation © de S, fizant soit les éléments pairs, soit

les €léments impairs :
d(m) =n — coqa(I'(m)).

De plus, toute permutation o avec n impair et dont les éléments impairs occupent les
positions impaires et forment une sous-séquence croissante modulo n + 1 peut étre
transformée en temps linéaire en une permutation m telle que

d(0) = d(r) = n — coaa(D(r)).

Insistons bien sur le fait que coqq(T'(7)) compte aussi les 5% 1—cycles créés par
les éléments pairs fixés! La valeur maximale que peut atteindre la distance d’une
permutation satisfaisant ces conditions est donc L”THJ = EJ + 1.

3.6 Une nouvelle majoration

Le théoréme suivant motive I'importance des v—permutations.

Théoréme 3.7. Toute permutation w de S, s’obtient, pour un certain naturel k, a
partir d’une y—permutation o de S,ir en éliminant k éléments pairs de o.

Démonstration. Si m n’est pas une y—permutation, il suffit de la réduire en 7’ et
d’ajouter un 1—cycle a I'(7”) entre tout couple d’éléments (7,7 ;) (1 <i<n—1)
tels que 7] # i et mj,; # i+ 1 pour la transformer en une y—permutation o de S,4y.
Cette opération est bien str réversible, et ceci termine la preuve. O

Nous obtenons ainsi une nouvelle majoration sur la distance des transpositions.

Théoréme 3.8. V1 € .5, :
d(ﬂ') S n — Codd(l—‘(’ﬂ)). (34)

Démonstration. Soit o € S, une y—permutation de laquelle 7= provient par sup-
pression de k éléments pairs (comme dans la preuve précédente). Les cycles de I'(o)
peuvent tous étre éliminés individuellement par des séquences d’échanges pour les-
quelles nous connaissons le nombre minimal correspondant de transpositions (Pro-
position 3.12), et tous ces échanges marchent encore pour I'(7) (aprés en avoir éven-
tuellement adapté certains). Nous pouvons donc affirmer que d(7) < d(o), et :

dim) <d(o) =n+k — coaa(l'(0)) =n+k — coaa(I(7)) — k =n — coga(I'(7)).
]

Le tableau 3.2 compare la majoration du Théoréme 3.8 aux majorations données
par les équations (3.1), (3.2) et (3.3), en donnant dans chaque colonne le nombre de
cas ou elle est inférieure a la majoration a laquelle elle est comparée.
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TAB. 3.2 - Comparaison de la majoration du Théoréme 3.8 avec d’autres majorations

n n!| (3.4)<(3.1) | (3.4)<(3.2) | (3.4)<(3.3)
3 6 2 1 6
1 24 8 8 15
5 120 45 24 31
6 720 304 49 495
7] 5040 2055 722 1611
8| 40320 17879 3094 4355
9 | 362880 104392 60871 10243

n n!| (3.5)<(3.1) | (3.5)<(3.2) | (3.5)<(3.3)
3 6 2 1 6
1 24 11 9 21
5 120 60 36 54
6 720 451 73 703
7] 5040 3318 1336 3574
8| 40320 27486 5957 9864
9 | 362880 259195 132801 21610

TAB. 3.3 — Comparaison de la majoration du Théoréme 3.9 avec d’autres majorations

3.7 Amélioration de la majoration

3.7.1 Amélioration de la majoration par le torisme

L’utilisation du torisme et des Propositions 3.3 page 13 et 3.4 14 permet d’amé-
liorer notre majoration.

Théoréme 3.9. Notons P = 72U (m(m)). U (7~ 1) U (m(rY)): ; alors :

(o} o

VresS,:dir)<n-— max Coaa(I'(0)) . (3.5)
Il a été constaté empiriquement (Table 3.3) que ceci permettait une bonne amé-
lioration de notre majoration, mais I’expression et la quantification de cette amélio-
ration restent difficiles & évaluer car nous ne savons pas comment évolue la structure
classique des cycles de I" sous le torisme, alors que la structure des cycles de G sous
cette classe d’équivalence est bien plus stable, comme I’a montré Hultman [12].

3.7.2 Amélioration de la majoration par suppressions de
1—cycles

Apreés avoir examiné les configurations particuliéres que sont les y—permutations,
il est naturel de se demander comment évolue la distance de ces permutations
lorsqu’on supprime un ou plusieurs (voire tous les) 1—cycles qu’elles contiennent.
Comme dans la Section 3.5, nous examinons séparément le cas des cycles orientés et
celui des cycles non orientés.

30



Cas des cycles orientés

Définition 3.27. Une sous-permutation o d’une permutation w de S, est un inter-
valle de k < n éléments de 7 tels que

c=(m—-m+1 muy—m+1 -+ mp—m+1)
est une permutation de Sy (ot m est le plus petit élément de cet intervalle).

Définition 3.28. Un a—cycle dans un I'—graphe est un cycle dont la portée est une
sous—a—permutation.

Définition 3.29. Une k—troncature (ou plus simplement, la troncature) d’un a—cy-
cle est une permutation provenant d’un a—-cycle par suppression de k 1—cycles que
celui-ci contient.

Commengons par examiner ce que devient le graphe G(7) de Bafna et Pevzner
lorsqu’on tronque un a—cycle.

Lemme 3.8. Pour toute k—troncature @' de S,, d’un a—cycle m de Sy4i (K >1) :
o(G(1') = coaa(G(7)) = k

et G(m') est constitué exclusiverment de cycles disjoints, ne se contenant pas, a l’ex-
ception d’un grand cycle contenant tous les autres.

Démonstration. Par induction. Comme d’habitude, nous ferons ’hypothése que le
cycle principal de I'(7) est orienté positivement, mais le cas négatif se vérifie tout
aussi aisément.

1. cas de base (kK = 1) : la suppression d’un élément m; = i consiste en fait
a appliquer la transposition 7(i — 1,4,7 + 1), puis a& contracter 'adjacence
ainsi créée en un seul élément qui est le minimum des deux éléments rendus
consécutifs (ici, 7) et enfin, & renuméroter les autres éléments (il s’agit donc
d’une réduction partielle). Les deux 2+ —cycles de G() se chevauchent de
telle maniére que 7 agit sur ces deux cycles (voir exemple de la figure 3.10) et
est donc un 0—move. Nous obtenons ainsi un (n + k)—cycle et un 1—cycle; ce
dernier est ensuite supprimé, ce qui fait décroitre le nombre de cycles (impairs)
de 1, et la thése est vérifiée. De plus, G(7') ne contient qu’un cycle, donc la

“disjonction” est aussi vérifiée.

2. induction (vrai pour kK — 1 = vrai pour k) : pour simplifier la démonstra-
tion, nous dissocions l'application des transpositions de la suppression des
adjacences qu’elles créent, c’est-a-dire que nous appliquons d’abord toutes les
transpositions, et puis seulement nous supprimons les éléments désirés. Ainsi,
par hypothése d’induction, nous partons d’une permutation 7" contenant non
pas k—1 cycles (impairs), mais bien 2(k—1) cycles (impairs) car nous remettons
en place les adjacences supprimées. Tous ces cycles sont disjoints et impairs,
ne se contiennent pas a part un grand cycle contenant tous les autres, et k — 1
d’entre eux sont des 1—cycles. Appliquons la transposition 7(i — 1,4,7 + 1),
ou ¢ est pair; le cycle impair auquel appartient cet élément sera découpé en
trois cycles : une adjacence (1—cycle), et deux cycles impairs situés de part et
d’autre de cette adjacence.
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En effet, le cycle découpé étant impair, les deux cycles encadrant le 1—cycle
doivent étre tous deux pairs ou impairs; et pour montrer qu’ils sont tous les
deux impairs, il suffit donc de montrer qu’un seul des deux l'est. Or, ceci
est bien le cas : en effet, le nombre d’arcs noirs situés a droite de 1’élément
1 appartenant au cycle découpé est impair, car ce cycle se prolonge jusqu’a
ce que 'on tombe sur une adjacence, causée par un élément pair en position
impaire, et le nombre d’arcs noirs compris entre une position paire et une
position impaire est impair. Ainsi, les trois nouveaux cycles sont bien impairs,
et on obtient la permutation 7" avec ¢(G (7)) = coaa(G(7")) = 2k, dont on
élimine a présent les £ 1—cycles créés par les transpositions appliquées pour
compléter les éliminations des éléments fixés, et nous retombons bien sur la
thése. Le seul cas particulier se produit dans le cas ot la transposition appliquée
découpe le cycle contenant tous les autres, car le nombre d’arcs noirs situés
soit a droite soit a gauche de celui qui sera éliminé pourrait étre pair; mais
dans ce cas, ces arcs feront toujours partie d'un cycle surplombant les autres,
qui sera également impair.

]

0 0<— —0<—0<— —0<—0<— —O0<—0<— —0<——0< — —@

0 3 2 5 4 7 6 9 8 1 10

F1G. 3.10 — Le graphe des cycles de 'a—permutation (3254769 8 1)

Nous en déduisons immédiatement le corollaire suivant.
Corollaire 3.2. Pour toute k—troncature n' € S,, d’un a—-cycle de S, . :

n+k+1

5 k.

d(7")
Démonstration. La minoration de %’“H —k se déduit immédiatement du Lemme 3.8
et du Théoréme 3.1. Comme dans la démonstration du Lemme 3.8, considérons plu-
tot la permutation 7’ € S, ., dans laquelle les k adjacences créées n’ont pas encore
été supprimées. Nous pouvons partitionner 7" en intervalles de la facon suivante :
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1. chaque adjacence que nous avons créée est un intervalle de longueur 2;
2. l'intervalle constitué de I’élément ., = 1 est de longueur 1;

3. tout autre morceau de la permutation, situé avant une adjacence, entre deux
adjacences ou entre une adjacence et 'intervalle de longueur 1 est un intervalle.

Alinsi, tous ces intervalles sont de longueur paire, sauf 'intervalle contenant uni-
quement 7, = 1. Comme chaque intervalle créé peut étre trié par un nombre de
transpositions égal a la moitié de sa longueur, nous pouvons ramener 7" & la per-
mutation (2345 ..n+k—2n+k—1n+k1)en 25122 transpositions, et le
résultat est a distance 1 de ¢. Nous appliquons donc au total

n+k—1—2k+1_n+k—1—2k+2_n—i—k—i—l

2 _2_2_k

transpositions, ce qui achéve la preuve. Il

Nous avons envie de réexprimer cette distance en utilisant les cycles de I'(7), et
nous reformulons donc le résultat précédent dans le lemme suivant.

Lemme 3.9. Pour toute k—troncature m € S,, d’un a—cycle de Sy :
kE+1
i) = n = T~k + (" moa 2)).

Démonstration. Soit o 'a—cycle dont provient 7; alors :

() = ntk+l
2
_ L’Hl_k_(L’Mmon)+(L’f+1mod2>
2 2 2
1
= d(a)—k+(ﬂmod2>
1
= n—l—k‘—COdd( ( )) (n+§+ mod?)
+k+1
= n— coa(l ( + mod 2)
k+1
— = coual(T(7)) — k£ ("+ i mod2).

Examinons maintenant une configuration particuliére.

Proposition 3.13. Soit m € S,, une permutation dont le I'—graphe est de la forme

suante :
/ N /
QQV O

33



ot les t cycles C; sont des k;—troncatures d’a—cycles; alors :

n+1—-—K
dm=""5

ot K est le nombre d’arcs de longueur 1 dans I'(r).

Démonstration. Comme chaque suppression de 1—cycle crée un arc de longueur 1
dans une troncature d’a—cycle, par le Lemme 3.8 et le Théoréme 3.1, nous avons

n—l—l—ZZzlki_n—Fl—K
2 N 2 '

d(m) =

Notons n; le nombre d’éléments de span(C;) ;onan = 75—1—1‘2::1 n;, et le Lemme 3.6
et le Corollaire 3.2 nous donnent :

d(m) < ;d(@) - é (%k“ _ k)

1
i=1

1 t t t

_ %(n—(t—l)—K—Ft)

n+1—-—K
2

ce qui achéve la preuve. Il

Remarquons que les t —1 1—cycles séparant nos ¢ troncatures d’a—cycles peuvent
étre éliminés sans que cela ne modifie la distance de la permutation ainsi obtenue.
En effet, nous trions chacun des C; séparément, donc I'élimination de 1 < s < ¢
des 1—cycles “séparateurs” ne modifie pas la majoration obtenue sur la distance.
De plus, éliminer un de ces 1—cycles revient a appliquer un 0—move créant une
adjacence dans le graphe G puis a réduire la permutation résultante, ce qui fait
décroitre le nombre d’éléments et le nombre de cycles de G de la méme quantité,
donc la minoration ne bouge pas non plus et la distance se calcule de la méme
maniére. Comme le but visé est de resserrer notre majoration, il faut exprimer la
distance de toutes ces permutations par la formule obtenue précédemment.

Proposition 3.14. Pour toute permutation m de S, constituée de t troncatures
d’a—cycles et de 1—cycles :

t
d(r) < n— conT(m) — K+ (%’““ mod 2>
=1

ot n; est la longueur de la portée du cycle C;, k; le nombre d’arcs de longueur 1 du
cycle C; et K le nombre total d’arcs de longueur 1 de T'(m).
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Démonstration. Pour chaque k;—troncature C; d’a—cycle de I'(7), notons o; la sous-
permutation correspondante et s le nombre de 1—cycles n’étant contenu dans aucun
des C;. Alors :

d(r) < Zd(ai)

t
SR |
= Z (m — Codd(T'(07)) — ki + (% mod 2))
=1
t t

= Y- S ewltlo) - Yokt 3 (M5 moa2)

i=1 i=1 i= =1

= (n—3) = (coaa(I'(m)) —5) — K + Z (%W mod 2)

¢
ki 41

= n—coq(T'(m)) — K + Z (% mod 2) :

i=1

]

Cette majoration reste bien entendu valide dans le cas des y—permutations, mais
surestime leur distance (a cause de la somme). Ce n’est toutefois pas bien grave,
puisque nous pouvons identifier les y—permutations et que nous avons une formule
exacte pour calculer leur distance.

Cas des cycles non orientés

Définition 3.30. Un G—cycle dans un I'—graphe est un cycle dont la portée est une
sous—[3—permutation.

Définition 3.31. Une k—troncature (ou plus simplement, la troncature) d’un 5—cy-
cle est une permutation provenant d’un B—cycle par suppression de k 1—cycles que
celui-ci contient.

L’analyse effectuée dans le cas des troncatures d’a—cycles semble plus compliquée
dans le cas des troncatures de J—cycles, et nous poursuivons notre travail sur ces
cycles. Remarquons qu’il suffit ici de montrer que la majoration obtenue plus haut
marche pour un S—cycle tronqué; si c’est le cas, alors elle marche aussi dans le cas
ou on en a plusieurs (puisqu’on peut les éliminer séparément) et dans celui ou la
permutation contient les deux types de cycles.

3.8 Probléme de dénombrement lié au torisme

Hultman [12]| propose de définir un analogue des nombres de Stirling de premiére
espéce en prenant plutot en compte le graphe des cycles :

ep(n. k) = [{r € S, | (G(m)) = K}
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Il n’obtient pas de caractérisation compléte de ces nombres, mais remarque que :

1. cp(n,n+ 1) = 1 puisque ¢ est la seule permutation dont le graphe G contient
n + 1 cycles;

2. cp(n,n—1) = ("1?).

Nous pouvons évidemment ajouter a cette liste cp(n,m) =0V m & [1,n + 1],
puisque G(7) contient toujours au moins un cycle quelle que soit 7, et au plus n+ 1
cycles (I'identité étant le seul tel cas).

Lemme 3.10. [12]V © € S, :

(G () est { impair  sin est pair;
pair st nest impair.

Nous pouvons immédiatement déduire du Lemme 3.10 le corollaire suivant.
Corollaire 3.3. Pour tous n, k de parités différentes : cp(n, k) = 0.

Et en conjonction avec le Lemme 3.1, nous pouvons encore déduire le corollaire
suivant.

Corollaire 3.4. V n : cp(n,n) = 0.

Notons a(n) le nombre de maniéres de décomposer un cycle de longueur 2n + 1
dans Ss,41 en le produit de deux cycles de longueur 2n + 1. Nous avons (cf. [16],
séquence A060593) :

~(2n)!
an) = n+1

Nous avons constaté empiriquement, pour n < 11, I'égalité cp(n, 1) = a(3).

Conjecture 3.1. V n pair : cp(n,1) = a(3) = 2#!2.

3.9 Problémes ouverts

Nous concluons ce chapitre en passant en revue divers problémes ouverts concer-
nant le tri par transpositions. Le probléme le plus important est certainement celui
de la complexité du calcul de la distance des transpositions, ainsi que de la recherche
d’une séquence optimale. En effet, on ne sait pas si le probléme est soluble en temps
polynomial, et seules des approximations polynomiales sont pour l'instant dispo-
nibles, la meilleure ayant un taux d’approximation de 1.375 (voir Elias et Hartman
[7]). Remarquons également qu’aucun algorithme basé sur ce graphe n’utilise de
—2—moves, car il semble assez intuitif qu'un —2—move augmenterait la distance,
mais il n’a jamais été démontré formellement qu’il n’existait pas de séquence op-
timale contenant un —2—move! Une autre structure que le graphe de Bafna et
Pevzner a été proposée par Dias et autres [6], mais 1'algorithme qu’ils en déduisent
est une 2.25—approximation, et personne n’a a ce jour répondu a leur question de
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TAB. 3.4 — Quelques valeurs expérimentales de cp(n, k)
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savoir s’il était possible de faire mieux en utilisant leur structure, ni s’il existait des
permutations atteignant la majoration qu’ils en déduisent (celle du Théoréme 3.4
page 11).

La question du diamétre de S, sous 'opération de transposition est également
ouverte : quelle est la valeur maximale que peut atteindre d(7)? En combinant
les résultats de divers auteurs, on sait que cette valeur appartient, pour n fixé, a
ng + 2, %"] Peut-étre notre nouvelle majoration pourrait-elle étre un autre point
de départ pour aider a la résolution de ce probléme ?

Une remarque judicieuse faite par Elias et Hartman [7] est qu’il est difficile d’ob-
tenir des minorations sur la distance des transpositions. Les seules connues sont
celles de Bafna et Pevzner, données au Lemme 3.3 et au Théoréme 3.1. Christie [3]
a quelque peu amélioré cette derniére minoration, mais remarque que le paramétre
qu’il y rajoute n’est pas toujours facile a calculer; de plus, on perd la symétrie avec
la permutation inverse : le paramétre de Christie peut prendre une valeur différente
pour 7 et pour 7!, alors que la distance de ces deux permutations est la méme.
Christie demande également s’il est possible de caractériser toutes les permutations
atteignant la minoration du Lemme 3.3.
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