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Contexte et motivation

I R�earrangements g�enomiques: mesure de divergence entre lesesp�eces;
I Nos hypoth�eses:I ordre des g�enes connu;I tous les g�enomes partagent le même ensemble/nombre deg�enes;I un seul type de mutation pris en compte;
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Tri par transpositions
I Transposition = �echange de deux intervalles adjacents:

( 2 1 7 3 5 6 4 10 9 8 )#( 2 1 4 10 9 7 3 5 6 8 )
I Distance des transpositions d(�; �) = nombre minimal detranspositions transformant � en �;I Tri par transpositions: ramener une permutation �a l'identit�e� = (1 2 � � � n) par un nombre minimal de transpositions;
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Exemple
I Le tri de � = (3 1 4 2) n�ecessite deux transpositions:

� = ( 3 1 4 2 )#( 3 4 1 2 )#� = ( 1 2 3 4 )
I Donc d(�; �) = d(�) = 2.
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Status du probl�eme

I Complexit�e:I du tri: inconnue;I du calcul de la distance: inconnue;
I Valeur maximale: inconnue (entre �n+12 �+ 1 et �2n�23 �);
I Meilleur taux d'approximation: 118 [Elias and Hartman, 2005];
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Le graphe des cycles [Bafna and Pevzner, 1998]

I Soit � = (4 1 6 2 5 7 3);

� � � � � � � � �0 4 1 6 2 5 7 3 8
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Le graphe des cycles [Bafna and Pevzner, 1998]

I Soit � = (4 1 6 2 5 7 3);

� �oo �oo �oo �oo �oo �oo �oo �oo0 4 1 6 2 5 7 3 8
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Le graphe des cycles [Bafna and Pevzner, 1998]

I Soit � = (4 1 6 2 5 7 3);

� ���oo ���oo $$�oo ���oo $$�oozz �oo $$�oo�� �oo0 4 1 6 2 5 7 3 8
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Cycles altern�es
I D�ecomposition unique en cycles altern�es:

� ���oo ���oo ;C�ks CK�ks $$�oo[c �ks $$�oo�� �oo0 4 1 6 2 5 7 3 8

I Parit�e d'un cycle = celle du nombre d'arcs horizontaux qu'ilcontient; ici, c(G (�)) = 2 = codd(G (�)).
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Cycles altern�es
I Nombre maximal de cycles altern�es pour (1 2 � � � n):

G (�) : � ���oo ���oo ���oo ���oo � � � � ���oo ���oo0 1 2 3 4 n � 1 n n + 1
I Donc trier par transpositions revient �a cr�eer des cyclesaltern�es impairs \le plus vite possible";
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Une minoration
Au mieux: deux nouveaux cycles impairs en une transposition:

� $$s p m k e _ Y S Q N K�oo � $$s p m j e _ Y T Q N K�oo �xx NPSUXZ]_adfiknp �ooi � 1 i j � 1 j k � 1 k
� ��t _ J �oo � ��t _ J �oo � ��s _ K �ooi � 1 j k � 1 i j � 1 k

Th�eor�eme[Bafna and Pevzner, 1998] 8 � 2 Sn : d(�) � n+1�codd (G(�))2 :
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R�esultats ([Labarre, 2005] et [Labarre, 2006])

1. Liens entre la th�eorie \traditionnelle" et une structure plusclassique;
2. Caract�erisation de classes de permutations dont la distanceest calculable en temps polynomial, sans graphe;
3. Nouvelles majorations et, dans certains cas, la distance exacte.
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Permutations r�eduites

I Point de rupture : couple (�i ; �i+1) avec �i+1 6= �i + 1;I b(�) = nombre de points de rupture de �;I � est r�eduite si b(�) = n � 1, �1 6= 1, et �n 6= n.
r�eduite non r�eduites(4 2 1 3) (1 4 3 2)(3 2 1 4)(4 2 3 1)

Th�eor�eme[Christie, 1998] Toute permutation est \r�eductible", et cecin'a�ecte pas sa distance.
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Le �-graphe

I Toute permutation est le produit de cycles disjoints;I Le �-graphe est le graphe de la permutation muni d'un ordretotal sur les sommets.
Soit � = (4 1 6 2 5 7 3) = (1, 4, 2) (3, 6, 7) (5); alors �(�) est:

� ���vv � $$�ww ��� � ((���
4 1 6 2 5 7 3
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Quelques d�e�nitions

I Un k-cycle de �(�) contient k sommets;I Un k-cycle est (im)pair si k est (im)pair;I Monotonicit�e d'un cycle:

� ����� ��� ��� ��� � ���

 � ��� ����� �		

monotone non-monotones
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Les 
-permutations

D�e�nitionUne 
-permutation est une permutation r�eduite �xant tous les�el�ements pairs.

� ��� �� �

 � �� � ��� �� � ��� �� � ��� �� ��� � �� ���

3 2 1 4 7 6 11 8 13 10 5 12 9
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Correspondance entre G et �

PropositionSi � est une 
-permutation, alors tout k-cycle de �(�) (k � 2)apparâ�t exactement deux fois dans G (�).

�(�) : � !!� �� ��� � �� � !!� �� � !!� �� ���

3 2 1 4 7 6 9 8 5

G (�) : � ���ks ���oov~ �kszz �oo ���ks ���oov~ �ks ���oov~ �ks|| �oo0 3 2 1 4 7 6 9 8 5 10
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Minoration sur la distance des 
-permutations

I Rappel: d(�) � n+1�codd (G(�))2 (Th�eor�eme 1);I Donc, par la proposition pr�ec�edente:
LemmePour toute 
-permutation � de Sn, on a: d(�) � n � codd(�(�)) :
I Strat�egie: traiter s�epar�ement chaque cycle de �(�);
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Cycles monotones

PropositionSi � est une 
-permutation de Sn ne contenant qu'un seul \grandcycle" monotone C, alors:
d(�) = n � codd(�(�)) = jC j � (jC j mod 2) :

� %%� �� � %%� �� � %%� �� � %%� �� ���

3 2 5 4 7 6 9 8 1
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Exemple

( 3 2 5 4 7 6 9 8 1 ) 1
( 3 4 7 6 9 8 1 2 5 ) 2
( 7 6 9 8 1 2 3 4 5 ) 3
( 7 8 1 2 3 4 5 6 9 ) 4( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 )

) d(�) = 4 = 5� (5 mod 2):
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Cycles non-monotones

Même r�esultat pour les cycles non-monotones:
PropositionSi � est une 
-permutation de Sn ne contenant qu'un seul \grandcycle" non-monotone C, alors:

d(�) = n � codd(�(�)) = jC j � (jC j mod 2) :

� ##� �� � ##� �� �yy � �� �yy � �� �}}
7 2 9 4 3 6 5 8 1
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Distance des 
-permutations

I R�ecapitulons; si � est une 
-permutation de Sn, alors:
I d(�) � n � codd(�(�));I tout cycle de �(�) peut être trait�e ind�ependamment des autres;I la distance de chaque cycle atteint la minoration;

I Donc: d(�) = n � codd(�(�)):
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Une nouvelle majoration

I Toute permutation (sauf �) peut être obtenue �a partir d'une
-permutation.

� ��� ��� ����� ���

2 4 5 1 3
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Une nouvelle majoration

I Toute permutation (sauf �) peut être obtenue �a partir d'une
-permutation.

� ����� � ����� � ����� ��� ��� ���

3 2 7 4 9 6 1 8 5
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Une nouvelle majoration

I Toute permutation (sauf �) peut être obtenue �a partir d'une
-permutation.

� ����� � ����� � ����� ��� ��� ���

3 2 7 4 9 6 1 8 5
Th�eor�eme

8 � 2 Sn : d(�) � n � codd(�(�)):
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I Que se passe-t'il quand on supprime des 1-cycles dans �?

I k suppressions ) codd(G (�)) = kI dans ce cas:
d(�) = n � codd(�(�))� k + �n + k + 12 mod 2� :
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I Que se passe-t'il quand on supprime des 1-cycles dans �?

I k suppressions ) codd(G (�)) = k

I dans ce cas:
d(�) = n � codd(�(�))� k + �n + k + 12 mod 2� :
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I Que se passe-t'il quand on supprime des 1-cycles dans �?

I k suppressions ) codd(G (�)) = kI dans ce cas:
d(�) = n � codd(�(�))� k + �n + k + 12 mod 2� :

Anthony Labarre Nouveaux r�esultats sur le tri par transpositions



Pr�esentation du probl�emeR�esultats Le �-grapheLes 
-permutationsUne nouvelle majorationAutres instances solubles
Suppression de points �xes entre deux cycles monotones

I Si aucun \grand" cycle n'en croise d'autre, alors:I la strat�egie utilis�ee pour les 
�permutations est encoreoptimale;I la distance de chaque cycle est connue;I On a:
d(�) = n � codd(�(�))� K + tX

i=1
�ni + ki + 12 mod 2� :

I Autres cas solubles d�erivables;
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Probl�emes ouverts

I Complexit�e?I Diam�etre?I Meilleurs r�esultats:I pour les cycles non-monotones?I pour les cycles se croisant?
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