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RISSUM! 6 

On ~tudie la structure d'ordre des c6nes rationnels engendr~s par les langages 
born~s sur un alphabet /t cleux lettres. On classifie compl~tement les c6nes pour 
lesquels l'ensemble des exposants du langage g6n6rateur forment des sous-monoides 
de type fini de N 2, et on exhibe des families infinies de c6nes rationnels deux ~ deux 
incomparables. 

Introduction. Un des probl6mes pos6s par l'6tude de families "abstraites" de 
langages est celui de l 'examen de l'inclusion d'une famille de langages dans 
une autre. Plus g6n6ralement, on cherche h exhiber des ensembles de families 
vErifiant, pour la relation d'inclusion, diverses propriEtEs, comme celles de 
former une chaine ou d'etre deux & deux incomparables. 

Dans ce qui suit sont examinees les propriEt6s relatives ~ l'inclusion, d'une 
famille de c6nes rationnels particuli~rement simples puisqu'ils sont tous 
engendrEs par un langage borne sur un alphabet & deux lettres. Les r6sultats 
auxquels nous aboutissons montrent l'existence d'une structure d 'ordre 
6tonnamment complexe: En effet, alors que les cfnes engendr6s par les langages 
bornEs dont les exposants forment un sous-monoide de N 2 sont ordre-iso- 
morphes ~ l'intervalle des nombres rationnels compris entre 0 et I (Th6or6me 
5.4), les c6nes engendr~s par la r6union de deux tels langages sont en g6n6ral 
incomparables. De plus, il est possible d'en "ins6rer" une infinit6 deux h deux 
incomparables entre deux c6nes du premier type (Th6or6me 6.6). 

Soit X = {x, y} un alphabet fix6 & deux lettres. Etant donn6s deux langages 
Lt = {x"y': (n, m ) ~ L  °} et L 2 = {x"y": (n, m) EL°z} contenus dans x'y*, 
nous disons que L 2 est image rationnelle de Lx, et par abus de langage que 
L ° ~ N 2 est image rationnelle de L ° c N 2 lorsqu'il existe une application ou 
transduction rationnelle ~- (au sens de [4]) telle que L2 = rL1. Deux langages 
sont rationnellement 6quivalents lorsqu'ils sont chacun image rationnelle de 
l 'autre, et rationnellement incomparables lorsqu'aucun n'est image rationnelle 
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de l'autre. En section 1, nous 6tudions quelques proprigt6s des applications 
rationnelles et introduisons des notations utiles dans la suite. 

Nous v6rifions, en section 2, que tout langage alg6brique contenu dans x ' y *  
est image rationelle du plus simple d'entre eux,/t  savoir de S = {x"y": n > 0}, 
ou conformgment & l'abus de langage fix6 plus haut, que toute partie rationnelle 
de N 2 est image rationnelle de S O = (1, 1)N. 

11 est prouv6 en section 3 que deux sous-monoides quelconques de dimension 
1 de N 2, s'ils ne sont pas reconnaissables, sont rationnellement 6quivalent. 
De plus, deux unions finies non vides de translatgs de tels sous-monoides--que 
nous appelons des droites--sont rationnellement 6quivalents (Th6or6me 3.2). 

C'est en section 4 qu'est entam6e l'6tude des sous-monoides de dimension 
2 de N 2. Nous &ablissons en particulier le th6or~me suivant qui est la propri6t6 
fondamentale permettant l'&ude ult6rieure (Th~or6me 4.4): Tout sous-monoide 
de type fini M est rationnellement 6quivalent h sa fermeture convexe, que nous 
d6finissons comme l'intersection, avec N z, de la fermeture convexe de M 
consid6r6 comme partie de R 2. 

Grace & ce thgor6me nous pouvons, en section 5, d6finir le poids oJ(M) 
d'un sous-monoide M de type fini qui est quotient des pentes des deux droites 
extr~males de sa fermeture convexe. Nous prouvons alors le premier thgor~me 
fondamental de cet article, & savoir: Si M e t  M '  sont deux sous-monoides de 
type fini de N 2 de poids 0 < o~(M), o~(M') _< 1, alors M '  est image rationnelle 
de M si et seulement si ~o(M') < oJ(M) (Thgor~me 5.4). 

En section 6, nous 6tudions les unions de deux monoides convexes que 
nous avons appel6s bimonoides. Nous v6rifions d'abord qu'un bimonoide n'est 
jamais rationnellement 6quivalent & un sous-monoide, avant de prouver le 
deuxi6me th6or~me fondamental (Th6or&me 6.6): Si P e t  Q sont deux sous- 
monoides v~rifiant 1 > o~(P) 2 > ~o(Q), alors tout bimonoide B satisfaisant & 
une condition arithm&ique simple est image rationnelle de P e t  a Q pour image 
rationnelle. De plus, deux tels bimonoides sont rationnellement incomparables. 

Le dernier paragraphe est consacr6 aux compl6mentaires de sous-monoides, 
qui sont tous images rationnelles des sous-monoides et des bimonoides. Nous 
prouvons qu'une partie de la forme N2\M est image rationnelle de N2\M ', 
ok M, M '  sont des sous-monoides si et seulement si M '  est image rationnelle 
de M. Nous terminons par quelques exemples montrant que les r6sultats &ablis 
ne sont plus vrais lorsque les parties de N 2 ne sont pas convexes ou ne sont pas 
des sous-monoides de type fini. 

On utilise librement la terminologie de [4]. 

1. Relations Rationnelles. Une relation rationnelle T entre deux monoides 
M e t  M '  est une partie rationnelle du monoide M x M' ,  donc un 616ment 
T E Rat (M× M') .  A une relation rationnelle T on associe une application 
~-: M -+ ~ ( M ' )  en posant, pour m • M, 

rm = { m': (m, m') e T}. 

L'application ~- s'6tend en une application de ~ ( M )  dans ~ ( M ' ) ,  encore notde 
r, en posant, pour toute partie L c M: rL = U {~-m: m E L}. Cette application 
sera appel6e, par abus de langage, l'application ou transduction rationnelle 
associ6e & la relation rationnelle T. 
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D~finition. Soient M e t  M '  deux monoides.  Une partie L '  c M '  est image 
rationnelle de la partie L c M, not6 L --~ L ' ,  si il existe une application ration- 
nelle ~r de M dans M '  telle que L '  = ~-L. L e t  L '  sont rat ionnellement 6quivalent, 
not6 L ~ L ' ,  si et seulement si L --~ L '  et L '  --~ L. Elles sont rat ionnellement 
comparab les  (resp. incomparables)  si L --~ L '  ou L '  -* L (re sp. si ni L .-~ L '  
ni L '  ~, L). 

Etant  donn6s o :~ L c M, et L '  ~ Rat  (M ' ) ,  on a L --~ L ' .  En particulier, 
deux parties rationnelles non vides sont rat ionnellement 6quivalentes. Soit en 
effet m ~ L;  alors {m} x L'  est une partie rationneile de M x  M ' ,  et l 'appl icat ion 
rationnelle ~- associ6e v6rifie ~-L = L ' .  

Si r est une applicat ion rationnelle de M dans M ' ,  et ~-' une applicat ion 
rationnelle de M '  dans M",  l 'applicat ion ~" = r '  o r de M dans M" est rat ion- 
nelle si le monoide  M '  est libre [4]. Qu'i l  n 'en est pas ainsi en g6n6ral mont re  
l 'exemple suivant:  Soient M = {x, y}*, M ' =  x*×y* ,  M " =  {x}*, et 
d6finissons les parties rationneiles T ~ Rat  (M x M ') et T '  ~ Rat  ( M '  x M")  par :  

T = (x, (1, y))*(y, (x, 1))* = {(x"y p, (x p, y")): n ,p  >_ 0}, 

r '  = ((x, y), x)* = {((x", y"), x~): ,l :> 0}, 

de sorte que 

T" = { ( f , g ) ~  M x  M "  : 3 h ~ M ' :  (J; h) ~ T e t  (h ,g)  e M " }  

est l 'ensemble T" --- {(x~y ~, x~): n >_ 0}, qui n 'est  pas une partie rationnelle de 
M × M" ,  sinon sa premi6re projection serait une part ie rationnelle de M ce 
qui n 'est  pas.  

Dor6navent ,  t ous le s  monoides  seront suppos6s libres et finiment engendr6s. 
La  relation .-* entre parties de monoides  libres est alors un pr6ordre,  i.e. r6flexif 
et transitif. 

Soit Y un a lphabet  infini, et identifions l 'a lphabet  fini X d 'un  monoide  X* 
l ib re / t  une part ie de Y. Le c6ne ~ ( L )  engendr6 par  un langage L c X* est la 
famiile de toutes les parties L '  c y*  qui sont images rationnelles du langage L. 
Avec des identifications 6videntes, on a donc, pour  L ~ X*, L '  ~ X ' * :  L .-* L '  
si et seulement si ~ ( L )  ~ C~(L'), et L ~ L '  si et seulement si OK(L) = Cg(L'). 

On a la caract6risation suivante des relations rationnelles. 

P R O P O S I T I O N  1.1. Un ensemble R e s t  une relation rationnelle dans 
X*  x Y* si et seulement si il existe un monoMe libre Z*,  deux homomorphismes O: 
Z*--> X*,  ~o: Z*--> Y*, et une partie rationnelle K E R a t ( Z * )  tels que R = 
{(Of, ~0f): f E K}. De plus, 0 et q~ peuvent ~tre choisis de mani~re h satisfaire les 
deux conditions suivantes: (i) 0 et ~o sont alphabktiques, i.e. [Oz[ < I pour z ~ Z 
et de m~me pour ~o; (ii) {z  ~ Z:  Oz = 1 x et ~z = l r}  = ~.  

Preuve. La premi6re partie de 1'6conc6 et la condit ion (i) ont 6t6 &ablis en 
[4], il ne reste done  qu 'h  v6rifier la condit ion (ii). Soit U = {z e Z:  Oz = 1 x et 
rpz = l r},  posons V = Z \ U ,  et soit p : Z *  --~ V* I ' homomorph i sme  d6fini par  

= ~ z p ° u r z ~ V ;  
pz ~ I r  pour  z ~ U. 
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Les applications 0': V* ---> X* et re': V* ~ Y* d~finies par 0 = po 0' et re = 
p o r e' sont des homomorphismes alphab~tiques, et r o n  a R = {(0~, relf): 
f E  K'} avec K '  = pK. D'oh la proposition. 

I1 en d~coule que L'  c y*  est image rationnelle de L = X* si et seulement 
si L '  se met sous la forme 

(1.1) L '  = re(O-XL n K) ,  

oh re, 0, K ont la signification de la Proposition 1.1. Ceci montre que le ecSne 
cg(S) engendr6 par une partie S d'un monoide libre X* est ferm~ par homo- 
morphisme, homomorphisme inverse, et intersection avec un langage rationnel. 
II l'est ~galement par r~union, comme on le v6rifie ais~ment. 

2. Le Cone Engendr6 par { x~y": n ~ N }. Le but de ce qui suit est d'6tudier la 
partie du c6ne c~(S) engendr6 par S = {x~y": n ~ N} form6e par les langages 
contenus dans x ' y * .  II r6sulte de (1.1) que c~(S) est constitu6 de langages 
algdbriques. Nous utiliserons par la suite la bijection de x ' y *  sur N 2 d6finie 
en associant au mot x~y m le point (n, m). 

Pour route partie L c x ' y * ,  nous 6crirons L ° = {(n, m)~N2:  x~y m eL},  
et si L c N 2, nous poserons L + = {x~ym: (n, m) ~ L}, de sorte que (L+) ° = L 
si L ~ N ~ et (L°) + = L si L c x ' y * .  Ceci nous permettra d'employer un 
langage g6om6trique. Remarquons que les parties de x ' y *  et les ensembles de 
points de N 2 correspondants sont li6s: 

PROPOSITION 2.1. Le langage L c x ' y *  est algObrique dans {x, y}* si et 

seulement si L ° E Rat (N2), et L est rationnel si et seulement si L ° est reconnais- 

sable. 

Preuve. D'apr6s [3, Corollaire 5.3.1], Les t  en effet alg6brique si et seulement 
si L ° est un ensemble semi-lin6aire, i.e. une union finie d'ensembles de la forme 
a + B * ,  oh a E N 2 et B* est un sous-monoide de type fini de N 2. Or d'apr6s 
[1, Section 2] ceci est pr6cis6ment la forme des parties rationnelles de N 2. 
D'autre part, le langage Les t  clairement rationnel si et seulement s'il est union 
finie de langages de la forme R S ,  oh R c {x}* et S c {y}* sont des langages 
rationnels. Comme enfin, d'apr6s un r6sultat de Mezei (cf. par exemple [2]), 
les parties reconnaissables de N 2 sont des unions finies de produits R ° x  S °, 
oh R ° et S o sont des parties reconnaissables de N, la proposition est 6tablie. 

Nous dirons, par abus de iangage, qu'une partie A c N 2 est image ration- 
helle de B c N 2 lorsque A + est image rationnelle de B +. Si A + et B + sont, 
comme 616ments de c£(S), alg6briques, alors A, B sont rationnels dans N 2. 
Ceci ne peut prater/ l  confusion puisque, comme nous l'avons remarqu6 en 
Section 1, deux parties rationnelles non vides sont toujours rationnellement 
6quivalentes. Nous nous servirons de la structure de semi-anneau de N 2, et en 
particulier de la multiplication d6finie par (a, a') (b, b') = (ab, a'b') ,  pour tout 
(a, a'), (b, b') e N 2. Donnons un premier lemme qui servira constamment par 
la suite avec k = 2: 

LEMME 2.2. Soient A, B E N k tels que A = a + cB, avec a, c E N k, c = (el, 
c 2 , ' " ,  Ck), C:2" " "Ck ~ O. Alors A et B sont rationnellement ~quivalents. 
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Preuve. Posons a = (al ,  a2," • ", ak), soit X = { xl ,  x z , " ' ,  Xk }, et d6finissons 
la relation T = X* × X*  par :  

T = (1, x~') (xl ,  x~')*(l, ~2) (x2, x ~ ) . . . . ( I ,  ~k ~) (Xk, X~) * 

= { ( ~ ' ~ z "  " "~kk, X~'+"'~'X~ 2+"2~z'" "X~+"kck) : (nl, n2," " ", nk) E Nk}. 

C'est  une relation rationnelle, et l 'applicat ion rationnelle T associ6e ~. T 
v6rifie ~-B + = A +. R6ciproquement ,  l 'appl icat ion rationnelle ~-' associ& h la 
relation T ' =  {(f, g): (g, f ) e  T}, ~galement rationnelle vgrifie ~-'A + = B +, 
car C~Cz'"c~ ~ O, ce qui prouve le lemme. 

THEORF2ME 2.3. Tout langage alg~brique L = x ' y *  est image rat&nnelle 
d e S .  

Joint  ~ la remarque  que les images rationnelles de S sont des langages 
alg6briques, et ~ la Proposi t ion 2.1, ceci mont re  que L = x ' y *  v6rifie L c W(S) 
si et seulement si L ° ~  Rat  (NZ). 

L E M M E  2.4. Soient P = (c, a ) N + ( c ,  b)N et P '  = (a, c ) N + ( b ,  c)N, avec 
c E N, 0 < a < b, deux sous-monoMes libres de N 2. Alors S O .-~ P e t  S O .'-} P'. 

Preuve. La relation R c {x, y } * × { x ,  y )*  d6finie par  

R = (x, x~)*{(y, y"), (y, yb)},  = {(x,yk+l, xC.yak+bl): tl, k, I e N} 

est rationnelle. Soit r l 'appl icat ion rationnelle associ6e tt R. Alors pour  tout n, 

(T(x,y,)) 0 = { (cn, ak + bl): k, l e N, k + l = n } 

d 'o~  ( rS )  ° = P. La deuxi~me assertion se d6montre  de fa~on sym6trique. 

Dkmonstration du ThOorbme 2.3. Soit L c x ' y *  un langage alg6brique. 
D 'apr6s  la Proposi t ion 2.1, L ° s ' fcr i t  sous la fo rme:  

(2.1) L°  = U (ai+Bff) ,  

o~ ai E N 2, Bff est une sous-monoide .de type fini, et off l 'union est finie. II 
suffit donc de mont re r  que L ° --~ a~+Bff pour  tout i, et par  le Lemme 2.2, 
que L ° ,-, B~* pour  tout  i. Nous  d6montrerons  plus loin (Corollaire 4.6) que 
tout  sous-monoi 'de B* de N 2 est rat ionnel lement  6quivalent soit /t une partie 
reconnaissable,  soit ~ S °, soit ~ l 'un des deux sous-monoides P ou P '  du Lemme 
2.4. L 'appl ica t ion  de ce lemme ach+ve donc la d6monstrat ion.  

P R O P O S I T I O N  2.5. Deux langages algdbriques non rides L = X *  et 
L ' c  X ' *  sont algdbriquement dquivalents. Plus prdciskment tout langage 
algdbrique L '  = X ' *  est image alg~brique de tout langage non vide L c X* .  

La preuve est analogue h celle du cas rationnel.  Soit L c X* non vide, et 
f ~  L;  alors la partie T = {f} × L '  est une partie alg6brique de X* × X '* .  Soit T 
la t ransduct ion alg6brique associ6e h T. Alors TL = L ' .  

I1 r~sulte de cette proposi t ion que l '&ude des parties rationnelles de N 2 
du point  de vue de l '6quivalence alg6brique est triviale. 

3. Les Droites. Les parties rationnelles les plus simples de N 2 sont celles 
o/1 les sous-monoides  B i de l 'union (2.1) sont engendr6s par  un seul 616ment. 
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D6fmition. Une droite D est une partie de N 2 de la forme D = a+B*,  o~ 
B* est un sous-monoide libre de N 2 engendrd par  un seul dldment b = (b~, b2), 

avec bib 2 ~ O. 
Une droite peut donc s'dcrire D = a+bN.  La condit ion b~b2 ~ 0 est 

imposde pour  exclure le cas off D serait une partie reconnaissable de N 2. 

P R O P O S I T I O N  3.1. Deux droites sont rationnellement dquivalentes. 
Toute droite D s'~crit en effet sous la forme D = a + b S  °, avec b = (bl, b2), 

blb2 ~ O, et est donc rationnellement dquivalente ~ S O par  le Lemme 2.2. 
La proposi t ion s'en ddduit par  transitivitd. 

Par la Proposit ion 3.1, une union finie de droites est image de toute droite, 
donc de S °. Nous  allons ddmontrer  la rdciproque: 

THI~OR~2ME 3.2. Toute union finie non vide de droites est rationnellement 
~quivalent ?~ toute droite. 

Pour  ddmontrer  ce thdor6me, nous avons besoin de la notion de rdseau: 
Un  r~seau R est une partie de N 2 de la forme R = c + a N × b N  = c+(a, b)N 2 
(c ~ N 2, a, b ~ N\{0}). Comme R e s t  une partie reconnaissable de N 2, done R ÷ 
un langage rationnel de {x, y}*, on a A --* A n R pour  toute partie A c N 2. 

L E M M E  3.3. L'intersection d'une droite et d'un r~seau est soit vide, soit une 
droite. 

En effet, soit D = aN+b  une droite et R = t + s ' N × s " N  un rdseau, et 
supposons que D n R ~ ~. Soit x ~ D n R. I1 existe done des entiers n, k ' ,  
k" ~ N tels que 

(3.1) x = an+b = t+(s 'k ' ,  s"k"). 

Soit no le plus petit des entiers n ~ N tels que an+b ~ R. Posons a = (a' ,  a"), 
b = (b', b"), t = (t', t"). L'dgalitd (3.1) s'dcrit encore:  

(3.2) a 'n+b'  = t '+s 'k ' ,  a"n+b" = t"+s"k", 

ce qui montre  que an-~b E D n R si et seulement s i n  > no, et n e s t  solution du 
syst~me de congruences:  

~a 'n+b'  = t' (rood s ' )  

(3.3) (a"n+b" t" (mod s"). 

Ce syst~me a la solution no, et d'apr~s le thdor~me des restes chinois, ses  

solutions sont exactement les entiers n = no (mod m) pour  un certain entier m. 
Ceci, joint h la condit ion n > n o, montre  que D n R = a(mN)+ano+b est 
une droite, et prouve le lemme. 

Soient D 1, D2 , - . - ,  D, r droites (r > 1) et soit R u n  rdseau. 

(3.4) (D~ u . . . u  D,) n R = ( D I n  R) u - . - u  (Dr n R) 

est, d 'apr6s le Lemme 3.3, union de r '  droites, avec 0 < r '  < r. Pour dtablir 
le Thdor6me 3.2 par  rdcurrence sur r, il suffit de prouver  qu'il  existe un rdseau 
R tel que l 'ensemble (3.4) soit union de r '  droites avec 0 < r '  < r. Or ceci 
ddcoule du lemme suivant. 
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L E M M E  3.4. Soient D~ et D 2 deux droites. 11 existe un r~seau R tel que 
(D 1 u D2) n R soit form~ d'exactement une droite. 

D$monstration. Soient D~ = aN+b, D2 = cN+d.  Posons R o = aN2+b .  
Clairement, R 0 n D t = D~. Si R o n D 2 = ~ le lemme est prouv& Supposons 
done Ro n De # 0. I1 existe par cons6quent Xo = (x~, x~)e N 2, et no e N 
tels que axo + b = cn o + d. 
d = (d', d"), eeci s'6crit: 

(3.5) 

Posons alors 

(3.6) 

Posant a = ( a ' ,  a"), b = ( b ' ,  b"), c = ( c ' ,  c"), 

{ a'x~ +b' = c'no +d' 

a"x~ + b" c"no + d". 

I = s") = (a'e', a") 
(s', t") 
(t ' ,  (a'(x~ + 1), 1 )+b  

Rx sN 2 + t. 

Comme s(0, x ~ + l ) + t  = a(x~+l)+b,  on a R 1 N D 1  -76 ~. Si R 1 A D 2  - -  ~, 
le lemme est d6montr6. Sinon, il existe xl = (x'l, x~) e N 2, n l e  N tels que 
s x l + t  = cnl +d. En particulier, on a a'c'x'l +a ' (x~+l )+b '  = c'nl +d', et 
a'(x~ + 1 ) + b '  - d' (mod c'). Comparant  cette 6quation/l  la premi6re de (3.5), 
prise (mod c'), on en d6duit: 

(3.7) a '  = 0 (rood c'), b '  --- d'  (mod c'). 

En 6changeant le r61e des lettres prim6es, on d6montre de mSme que le lemme est 
vrai, sauf si a" = 0 (mod c"), b" = d" (rood c"). 

Comme D~ et D2 jouent un r61e sym6trique, on voit que le lemme est 
d6montr6 dans tous les eas, sauf si a = c, et b' =- d' (mod a'), b" = d" (mod a"). 

Si b = d, alors DI = D2, et le lemme est trivial. Supposons donc par 
exemple b" > d", et soient n '  e Z, n" e N tels que 

fb" = d" + a"n" (3. 8) 
~b' d'+a'n' .  

S i n '  = n", alors D1 c D2 et le lemme est 6galement trivial. Supposons done 
par exemple n'  < n", posons q = n" -n ' ,  et R2 = (q+l)aN2+b. I1 est clair 
que R 2 n Dx ~- ~. Si on avait R 2 n D 2 :~ ~, il existerait y = (y',  y") ~ N 2, 
n e N tels que (q+  1)ay+b -- an+d, done 

(q+  1 ) a ' y i + b '  = a'n+d'  

(q+l)a"y +b" a"n+d", 

ce qui donnerait, en vertu de (3.8) ( q + l )  ( y ' - y " )  = ( n - n ' ) - ( n - n " )  = - q ,  
done q = 0 (mod q +  1), ce qui est impossible car q > 0. Le cas ofa n'  > n" se 
traite de mani6re analogue en changeant q en - q .  Le lemme est donc compl6te- 
ment d6montr~. 

4. Les Sous-Monoides. I1 ressort de la forme (2.1) des parties rationnelles 
que leurs eonstituants "essentiels" sont les sous-monoides de type fini. Les 
sous-monoides libresmn6cessairement de type fini--sont de deux sortes: ceux 
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de dimension 1, qui sont des droites particuli6res de la forme D = aN (a = 
(a', a") :~ (0, 0)), sauf si a'a" = 0, et les sous-monoides de dimension 2, de la 
forme P* = a N + b N ,  avec a = (a', a"), b = (b', b") non nuls et tels que b'a" 

a'b". 
On sait [1] que tout  sous-monoide M de type fini est, h u n  nombre  fini 

d'616ments pros, union (disjointe) de translatfs de sous-monoides libres. Nous  
allons d6montrer  un r6sultat analogue prouvant  la: 

P R O P O S I T I O N  4.1. Soit M*  un sous-monoMe de type fini. 11 existe un 
sous-monoMe libre P* de m~me fermeture convexe que M* et une pattie finie 
D c M* contenant 0 tel que M* = U { d + P * :  dE D}. 

Lafermeture  convexe ~ d 'une partie A c N 2 est rintersection, avec N 2, de 
la fermeture convexe de A dans R 2. 

Preuve. Supposons d 'abord  M* de dimension 1, posons M* = a N + b i N  
+ . . .  +bpN. Pour  chaque i, on a, en posant  a = (a', a"), bi = (b~, bT): 

(4.1) a'b'[ = a"b'i. 

Posons P * =  aN. Pour  chaque iE[p],  soit Li e N plus petit entier tel que 
Libi ~ P*. Cet entier existe puisque a'bi = (a'b~, a"bT) = b'ia ~ P* par (4.1). 
Soit alors 

D = { d =  ~ l'bi:O < li < L " i ~ [ P ] }  

On a M* = U {d+P*: deD}. Pour tout d~D, on a en effet d+P* c M*. 
R~ciproquement, soit x = n a + n l b  I + .  • • +npbp E M*.  Chaque ni ( i~ [p]) 
s'6crit sous la forme n i = q iLi+l l ,  avec qi e N et 0 _< 1~ < L~; alors x = y + d ,  
oh y = na + ~, qiLib i ~ P* et d = l ib I + "  • + lpbp e D. Ceci prouve l 'inclusion 
dans l 'autre sens. 

Si M* est de dimension 2, il s'~crit 

M*  = a N + b i N + ' - "  + b p N + c N ,  

o/l les g~n6rateurs sont num~rot~s de sorte qu 'en posant c = (c', c"), on ait 

(4.2) b'ia" < a'b", c"b~ <_ b'ic" (i ~ [p])et  c' a" < a'c". 

En vertu de ces in6galit6s, il existe, pour  chaque i ~ [p], des entiers non n6gatifs 
n ,  m~ non tous deux nuls, tels que 

n~(a'b':-a"b'i) = mi(b ' :"-b ' :c '  ) 

ou encore 

(4.3) b~(n~a' + m : ' )  = b~(nia' + mc") = Ki, 

d'o/l l 'on d~duit que Kib i = (b'ib~ni)a+(b'ib'[m)c ~ P*. Si Ki ~ O, il existe un 
plus petit entier positif L i tel que L~bi ~ P*. 

Si K~ = 0, alors d'apr6s (4.3) soit b'~ = 0, soit b7 = 0. Dans le premier cas, 
en vertu de (4.2), c' = 0, dans le deuxi+me cas a" = 0, et on montre  comme 
prgcgdemment l'existence d 'un  entier L~ > 0 tel que soit L~b~ ~ cN, soit Lib i 

aN. 



122 JEAN BERSTEL 

L'existence des entiers L i ainsi 6tablie, le reste de la preuve est identique au 
cas de la dimension 1. 

La proposi t ion ci-dessus mont re  qu 'un  sous-monoide M* de dimension 2 
contenant  des 616ments de la forme (0, b) et (a, 0) est une union finie de r6seaux, 
donc  que (M*) + est une part ie rationnel!e de (x ,  y}*. 

] l e n  d6coule 6galement le 

C O R O L L A I R E  4.2. Soit M* un sous-monoMe de dimension 1. Alors ou bien 
(M*) + est une partie rationnelle de {x, y}*, ou bien M* est une union finie de 
droites. 

Ainsi les sous-monoides  de dimension 1 ne peuvent  appartenir ,  pour  la 
relation ~ ,  qu'/t  deux classes: soit/~ la classe des parties rationnelles de { x, y }*, 
soit ~ la classe des droites (Th6or&me 3.2). 

Un sous-monoide  M* qui est une part ie reconnaissable de N 2, donc tel que 
(M*) ÷ est une partie rationnelle de {x, y )*  sera appel6 impropre. Cette termin- 
ologie se justifie parce que un sous-monoide  impropre  est rat ionnel lement  
6quivalent au monoide  N 2. Un sous-monoide  de type fini qui n 'est  pas impropre  
sera dit propre. Si le sous-monoide  libre P* = (a ' ,  a")N + (b',  b")N de dimension 
2 est propre,  alors a'b' ~ 0 ou a"b" # O. Si en effet les deux produits  6taient 
nuls, avec par  exemple a '  = 0, alors a" = 0 impliquerait  que P* est de dimension 
1, et b" = 0 que P* est un r6seau, donc impropre.  

Un sous-monoide libre P* = (a ' ,  a " ) N + ( b ' ,  b")N est rkduit ~ gauche (resp. 
d droite) si et seulement si a '  = b '  # 0 (resp. a" = b" # O) et (a', a") # (b', b"). 
I1 est rOduit s'il est r6duit ~t droite ou gt gauche. Un  sous-monoMe r6duit est donc 
n6cessairement propre  et de dimension 2. 

P R O P O S I T I O N  4.3. Tout sous-monoMe libre propre, de dimension 2, est 
rationnellement ~quivalent ~un  sous-monoMe r~duit de m~me fermeture convexe. 

Preuve. Soit Q* = c N + d N  un sous-monoide  libre, propre,  de dimension 2, 
posons  c = (c', c"), d = (d', d"), et supposons  par  exemple c'd' ~ O. Soit K 
le plus petit entier posit if  pour  lequel il existe un entier L v6rifiant Kc' = Ld', 
et posons a = (Kc', Kc"), b = (Ld', Ld") et P* = a N + b N .  

P* est un sous-monoide r6duit h gauche. Nous  allons montrer  que P* ~ Q*. 
Consid6rons l ' intersection de Q* avec le r6seau R = (Kc', 1)N z. x = (x ' ,  x") 
Q* c~ R si et seulement s i x  = nc+md,  avec x '  = nc '+md '  multiple de Kc'. 
Par cons6quent c' divise md', il existe donc un entier q v6rifiant qc" = md'. 
En vertu de la minimalit6 de K, Kdiv ise  q, donc L divise m, ce qui implique que 
K divise n. Par  cons6quent x ~ P*, et Q* n R c p*. R6ciproquement ,  on a 
6videmment  P* c Q*c~ R, donc P* est image rationnelle de Q*. 

Pour  d6montrer  la r6ciproque, soit D = { kc+M:  0 < k < K, 0 < l < L}. 
V6rifions que Q* = U { e + P * :  e G D} ce qui d6montrera  que Q* est image 
rationnelle de P*. 

Clairement  e + P *  c Q* pour  tout  e e D. R6ciproquement ,  soit x = nc+ 
m d ~  Q*. Effectuons la division avec reste, on obtient  n = qK+r,  m = q 'L+s ,  
0 < r < K, 0 < s < L, donc x = y + e ,  avec y = qKc+q ' Ld  = qa+q'b ~ P* 
et e = rc+sd~  D. D o n c  x ~ e + P *  et l'6galit6 cherch6e est 6tablie. I1 est clair 
que P*  = ~*.  
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Remarque. La construction de la d6monstration montre qu'un sous- 
monoide M libre, propre, de dimension 2, est r~ductible ~ gauche (i.e. ration- 
nelIement 6quivalent ~ un sous-monoide r~duit h gauche) si et seulement si M 
ne contient pas de point de la forme (x', 0), x '  e N\{0}, et r~ductible ~ droite 
si et seulement siil ne contient pas de point de la forme (0, x"), x" e N\{0}. 

Ainsi, la fermeture convexe d'un sous-monoide M *  c N 2 de dimension 1 

est de la forme aN+b, pour certains a, b e N 2. II rEsulte alors du Corollaire 4.2, 
qu'un sous-monoide de dimension I e s t  rationnellement 6quivalent /~ sa 
fermeture convexe. Cette propri~t6 s'6tend aux sous-monoides de dimension 2. 

THI~OREME 4.4. Tout sous-monoMe de type fini est rationnellement dquiva- 
lent ~ sa fermeture convexe. 

I1 reste/l d6montrer ce tMor6me pour les sous-monoides propres de dimen- 
sion 2. Nous d6montrons d'abord le 

LEMME 4.5. Un sous-monoMe r~duit est rationnellement dquivalent ~ sa 
fermeture convexe. 

Preuve. Soit P* = aN+bN,  avec a = (a', a"), b = (a', b") un sous-monoide 
r6duit h gauche, et supposons a" < b". Pour tout d E P*, notons Cd l'ensemble 
des points x e N  2 de la forme d+~a+flb 0 < ~, fl < 1. Clairement / 5 . =  
U{Cd: d~P*},  et C d n C a , =  ~ si d C d ' .  De plus C a = C d , + d - d '  si 
d - d '  ~N 2. II en d~coule que /3* = U { x + P * :  x e  Co}. Par consequent, P* 
est image rationnelle de P*. 

REciproquement, soit R le rEseau (a', 1)N z, et posons Q = (e, e) (/3, n R), 
o~a e = b"-a".  V~rifions que 

(4.4) P*  = U {ia+jb+Q: 0 < i , j  < e}. 

Comme y = (y', y") e/3* n R si et seulement si y'a" < a' y" < y'b" et y '  = a' n, 
pour un certain n ~ N, on voit que y est de la forme y = na+rc avec c = (0, 1) 
et 0 < r < ne. Par cons6quent, comme e c = ( b - a ) ,  x = ( e ,  e ) y ~ Q  si et 
seulement si 

(4.5) x = nea+r(b-a)  

a v e c n e N e t 0  < r <he.  
II en d6coule que Q = P*, donc que l'union (4.4) est contenue dans P*. 
REciproquement, soit x = na+mb e P*, et posons n = qe+i, m = q'e+j, 

avec 0 < i, j <  d. Alors x = y + i a + j b  avec y = q e a + q ' e b = ( q + q ' ) e a +  
q'e(b-a),  ce qui prouve, d'apr6s (4.5), que y e P*, donc que x e Q, et le lemme. 

DOmonstration du Thdorbme 4.4. Soit M* un sous-monoide de type fini, 
propre, de dimension 2. D'apr6s la Proposition 4.1, il existe un sous-monoide 
libre P*, n6cessairement de dimension 2, et une partie finie D c M* telle que 
M* = U {d+P*:  dED}. Par cons6quent P* .-, M*. De plus, on a t3. = 3~t.. 
P* est rationnellement 6quivalent hun  sous-monoide r6duit Q* de m~me ferme- 
ture convexe (Proposition 4.3) qui est rationnellement Equivalent, par le Lemme 
4.5, ~ ~*. Par cons6quent, on a A~t* = p*  = (~* ~ Q* ~ p* .-~ M*. Or d'apr6s 
l'6galit6 (4.4), et comme/3* = A~t* 

P* = U {ia+jb+(e, e) (A~t* ~ R): 0 < i , j  < e} 
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pour  un certain r6seau R et un entier e ~ N. Ceci prouve que /Q* ~ P* et le 
thdor6me. 

C O R O L L A I R E  4.6. Un sous-mono'ide est rationnellement $quivalent: soit 
une partie reconnaissable; soit d u n e  droite, donc ~ sO; soit ~ u n  sous-monoi'de 
r~duit. 

5. Le Poids  d'un Sous-Monoide.  La notion de poids d 'un  sous-mono'ide que 
nous introduisons maintenant  v a n o u s  permettre  de classifier compl6tement  les 
sous-monoides  de N 2 par  r a p p o r t / t  la relation ",-~". Elle permet t ra  d 'exhiber,  
d 'au t re  part,  en section 6, des families infinies de parties rationnelles de N 2 
deux-A-deux rat ionnellement incomparables .  

D6finition. Soit M un sous-monoide de type fini de N 2 de dimension 2, et 
soit P = a N + b N  un sous-monoide  libre de mSme fermeture convexe que M. 
Posons a = (a ' ,  a"), b = (b' ,  b") et supposons que b '  a" < a '  b". Le poids o~(M) 
du monoMe M ¢st le nombre  o~(M) = a"b'/a'b". 

Remarquons  d ' abord  que la d6finition du poids d 'un  sous-monoide est 
ind6pendante du sous-monoi 'de libre P choisi. Si, en effet, P = d N + b N ,  est 
avec ti = (~i', ti"), b = (b',  b"), un autre sous-monoide libre, l'6galit6 des ferme- 
tures convexes de P et/~ entraine l 'existence de deux nombres  rationnels p, q > 0 
tels que a = p& b = qb, d'ofJ l 'on d6duit que a"b'~'b" = a'b"~"b'. 

On voit  que 0 < w(M) < 1 et que oJ(M) = 0 si et seulement si a"b' = O. 
Plus pr6cis6ment, siO = o~(M), les trois cas suivants exactement  sont possibles: 
M est reconnaissable:  si a" = b '  = 0; M est r6ductible seulement/L gauche:  si 
a" = 0 et b' :/: 0; M est r6ductible seulement / t  droite:  si a" -~ 0 et b '  = 0. En 
particulier, si 0 < co(M) < 1, alors M est r~ductible h gauche et & droite. 

Nous  &endons la d6finition du poids aux droites et aux parties reconnais- 
sables de N 2 en posant  o J ( M ) =  0, si M s  Rec (N2); ~ o ( M ) =  1, si M e  Rec 
(N 2) et est une droite. 

Le poids oJ(M) d 'un  sous-monoide  M de type fini est un nombre  rationnel 
q e [0, 1]. R6ciproquement ,  on a la 

P R O P O S I T I O N  5.1. Pour tout nombre rationnel q v~rifiant 0 < q <_ 1, il 
existe un sous-mono~'de M de N 2 de type f ini  tel que o~(M) -- q. 

Preuve. C o m m e  oJ(S °) = 1 et o~(N 2) = 0, on peut supposer  q de la forme 
q = r/s, avec 0 < r < s. Soit alors P = (1, r ) N + ( 1 ,  s)N; on a o~(P) = q, d 'o~  
la proposi t ion.  

P R O P O S I T I O N  5.2. Soient M et M '  deux sous-monoMes de N 2 de type 
fini; si oJ(M) = o~(M') > O, alors M et M '  sont rationnellement ~quivalents. 

Preuve. Si oJ(M) = oJ(M') = 1, alors M e t  M '  sont des sous-monoides de 
dimension 1 non reconnaissables, donc  unions finies de droites d 'apr~s le 
corollaire 4.2. Par  le Th6or~me 3.2, M e t  M '  sont rat ionnellement 6quivalents. 

Supposons  donc 0 < ~o(M) = ~o(M') < I. Alors M e t  M '  sont en particulier 
r6ductibles A gauche. I1 existe donc deux sous-monoides  libres P = (a ' ,  a " ) N +  
(a ' ,  b")N (0 < a" < b") et Q = (c' ,  c " ) N + ( c '  d")N (0 < c" < d") v6rifiant 
ffl = P e t  A~t' -- (~. C o m m e  M ~ P e t  M '  ~ Q par  le Th~or~me 4.4, et 
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oJ(P) = oJ(Q)= w(M), il suffit de montrer que P ~ Q. Or oJ(P)= a"/b"; 
oJ(Q) = c"/d". En posant a"/b" = c"/d" = r/s, avee 0 < r < s, et r, s premiers 
entre eux, il s'en suit qu'avec T = (1, r )N+(1,  s)N, on a P = (a', k)T, et 
Q = (c', l)T, oh k = b"/s = a"/r et 1 = c"/r = d"/s. Par le Lemme 2.2, P et Q 
sont done rationnellement ~quivalents /t T, done rationnellement 6quivalents 
entre eux, ce qui ach~ve la preuve. 

Appelons primitif un sous-monoide libre de N 2 qui est de la forme P = 
(I, a ) N + ( l ,  b)N (0 < a < b, pgcd (a, b) = I) ou T O = (1, 1)N+(0, 1)N. 

COROLLAIRE 5.3. Tout sous-monofde propre de type fini M est rationnelle- 
ment (quivalent ~un sous-monoi'de primitif. 

Preuve. Si 0 < o~(M) < 1, le corollaire r6sulte de la proposition pr6cMente, 
en remarquant que S O est bien un sous-monoide primitif. Si oJ(M) = 0, comme 
M est propre, il est r~ductible d'un c5t6 et d'un c5t6 seulement. Supposons 
done M rMuctible/l gauche par exemple. Soit Q = (a, 0)N+(a,  b)N (0 < a < b) 
un sous-monoide de mSme fermeture convexe que M, done rationnellement 
6quivalent h M; on en tire Q = (a, b) ((1, 0)N+(1,  1)N), et l'application du 
Lemme 2.2 ach~ve la preuve. 

Le reste de ce paragraphe est consacr6 h la preuve du thdor~me suivant qui 
donne la classification complete des sous-monoides de type fini de N z par 
rapport / l  la relation ~ en terme de poids. 

THI~ORI~ME 5.4. Soient M e t  M" deux sous-mono~des propres de type 
fini de N 2. (1) Si oJ(M) > O, alors co(M) > ~o(M') si et seulement si M ,-~ M' .  
(2) Si o~(M) = oJ(M') = O, alors: (i) si M et M '  sont r~ductible du m#me c6t~, 
alors M ~ M ' ;  (if) sinon, M e t  M '  sont rationnellement incomparables. 

Rappelons que dans le cas trivial of a r un  des deux sous-monoides est im- 
propre, il est image rationnelle de rautre. Nous d6montrons d'abord un lemme 
qui, joint ~ la Proposition 5.2, montre que la condition de la premiere partie est 
n6cessaire. 

L E M M E  5.5. Soient M e t  M '  deux sous-monoMes propres de type fini de 
Nz; si oJ(M) > oJ(M') alors M" est image rationnelle de M. 

Preuve. Si oJ(M) = 1, alors M est rationnellement 6quivalent ~ S °, et le 
lemme r~sulte du Th6or~me 2.3. 

Supposons done 0 < o~(M) < 1. Par le Corollaire 5.3, le monoide M est 
rationnellement ~quivalent / t u n  sous-monoide primitif P = (1, a)N+(1,  b)N 
avec 0 < a < b, et si M '  est r6ductible h gauche par exemple, il est rationnelle- 
ment 6quivalent/l Q = (1, c)N+(1,  d)N avec 0 < c < d. 

Si c = 0, alors Q = (1, d)To, et comme (1, b)To est rationnellement ~quiva- 
lent h To, on peut supposer b = d. Consid6rons alors la relation rationnelle 
R c (x, y}* × (x, y}* d6finie par: R = (x, x)* ((y, 1), (y, y)}*, et soit ~" l'applica- 
tion rationnelle associ6e /l R. Clairement, on a r(x~fl) = {xky~: 0 < s < l}, 
d'ofa r((P) +) = Q+. Par application du Th~or~me 4.4 le lemme se trouve done 
d6montr~ darts le cas ofl c = 0. 

Si c :/: 0, comme P ~ (1, c)P et Q ~ (1, a)Q, on peut supposer a = c et 
l'hypoth~se se traduit par: b < d. Soit alors R ~ {x, y ) * ×  (x, y}* la relation 
rationnelle 

R = (x, x)*((y, y), yS}*, 
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et • l'application rationnelle associ6e ~t R. On  a 

• (xk f l )  = {x~y*: l <_ s <_ l + t ( d - b ) } ,  

ofa t est le plus grand entier v&ifiant tb < l. Par consfquent, 

"c{xkyt: a k  < l < b k }  = {xky~: ak  < s < b k + t g ( d - b ) } ,  

oil t k est le plus grand entier tel que tkb < kb,  donc tk = k .  Ii en r6sulte que 
r((P) +) = ((~)+, et par le Th6or6me 4.4, le lemme est donc compl6tement 
dfmontr6. 

Avant de d6montrer que la condition de la premi6re partie du th6or6me 
est suffisante, nous avons besoin d'un autre lemme qui dit qu'un langage 
alg6brique non-rationnel c x ' y *  ne peut 6tre l'image rationnelle d'une partie 
B c x ' y *  ofa le nombre d'occurrence de x ou de y dans les mots de B soit born& 

LEMME 5.6. Soient  A c x ' y *  un langage algObrique non rationnel, B c x ' y *  

et  - c u n e  application rationnelle de { x ,  y}* dans lui-m~me telle que , B  = A.  
Pour  tout  (r, s) ~ N 2, soit: 

a(r, s) = min {k[31 ~ N: x~y ' ~ Be t  x ' y  ~ c -rxky'}, 

tz(r, s) = min { l[3k ~ N: xky  t E B e t  x~y ~ E "rxkfl}. 

a lo r s  sup {A(r, s): x 'y*e A} = sup {/z(r, s): x r y * e A }  = or. 

Preuve.  Supposons par exemple sup { A(r, s): x"y ~ e A } = K < m, et posons 
B K B n xKy *. Alors A r B  K. On a B r K k = = --- Uk=O x Lk, 0~1L k = {yn.  xkyn e B} .  

Or L k est alg~brique, donc rationnel, par cons6quent Br est un langage rationnel. 
II e ne s t  donc de m~me de A, contrairement/~ l'hypoth6se. 

LEMME 5.7. Soient  M et M '  deux  sous-monot'des de type f i n i  de N 2, tels 
que M ,-* M '  ; alors oJ(M) > w ( M  '). 

Ddmonstra t ion  par l'absurde. Supposons done que M --, M' ,  et que 

(5.1) w ( M )  < w ( M ' ) .  

Alors M '  n'est pas reconnaissable, puisque o~(M')  > 0, et de m6me de M, 
sinon son image rationnelle M '  le serait. Le monoide M est r~ductible,/l gauche 
par exemple, et par le Corollaire 5.3, on peut supposer M e t  M '  primitifs, donc 
de la forme M = (1, a )N+( l ,  b)N, M '  = (1, c )N+( l ,  d)N, avec, compte tenu 
de (5.1): 

(5.2) 0 < a < b, 0 < c < d, ad  < bc. 

Comme M ~ M ' ,  il existe une application rationnelle ~-: X*--->X*, off 
X = (x, y}, telle que ~-A = B, off l'on a pos6 A = (31) + et B = (hi ' )  +. Par 
la Proposition I. 1, il existe un alphabet Z, un langage K ~ Rat (Z*), deux homo- 
morphismes alphab6tiques 0, cp de Z* dans X* tels que B = q~(O-~A c~ K)  et 
de plus 

(5.3) { z ~ Z : ~ o z =  Oz = 1} = ~ .  

Soit q le nombre d'6tats de l 'automate minimal reconnaissant K, et ko un 
entier tel que k o ( b - a )  > q ( b +  1). 

Fixons, ce qui est possible en vertu du Lemme 5.6, deux entiers r et s 
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suffisamment grands pour  que, si h est le mot  le plus court  de 0-1A n K tel 
que ¢eh = agY ~ ~ B, on ait Oh = xky  ~ avec k _> k0. Le mot  h e Z*  admet deux 
factorisations h = h l h  2 = g ig2 ,  avec ~0h I = x',  ~0h 2 = y ,  Og 1 = x k, Og2 = yr. 
Supposons par  exemple Ig~l -< [hl[, et posons g i g  = hr. Comme Igtl -> k et 
lh21 -> s, il existe deux factorisations gl = c'cc", h2 = w ' w w " ,  0 < Ivl, Iwl -< q, 
telles que f . , , .  = v ' v " c " g w ' w " w "  c K pour  tout n, m > 0. Posons alors 

= lOci, /3 = lOwl, ~, = [Ov'v"l, ~ = IOgw'w"l, 

~ ' =  I~v l , /3 '=  I~wl, y '  = Irpv'v"gl, 3 ' =  I~w'w"l, 

On voit que Of,, m ~ A si et seulement si ( ~ n + ~ , / 3 m + 3 )  ~ A ° = ,Q, done si et 
seulement si 

(5.4) (~n + ~,)a < /3m + 3 < (~n + ~)b. 

De m~me, qf,, , ,  s B si et seulement si 

(5.5) (~ 'n+~ , ' ) c  < / 3 ' m + 3 '  < ( ~ ' n + ~ / ) d .  

D'autre  part, comme ~A = B, tout couple d'entiers (n, m) v~rifiant (5.4) 
v6rifie 6galement (5.5). 

V6rifions maintenant  que ~ # 0 et/3 # 0. Si, en effet, on avait ~ = 0, tout  
couple (n, 1) (n s N) satisferait ~ (5.4) puisqu'il en est ainsi pour  n = 1, donc 
satisferait ~galement h (5.5) ce qui implique, puisque c # 0, que ~' = 0, en 
contradiction avec (5.3) puisque v ~ Z Z * .  De m~me/3 = 0 entrainerait  que les 
couples (1, m) (m s N) satisfont h (5.4), donc/3'  = 0, ce qui est impossible pour  
la m~me raison. 

Soit alors n ~ N quelconque, et m le plus petit entier tel que le couple (n, m) 
v6rifie l '6quation (5.4), done tel que 

/ 3 ( m - 1 ) + ~  < (~n+~,)a  < /3m+3. 

Comme le couple (n, m) satisfait h (5.5), on obtient les deux in6galit6s: 

( ~ ' n + ~ ' ) c  < / 3 ' m + 3 ' ;  

/3(m - 1) + 3 < (~n + ~,)a. 

Comme/3 > 0,/3' > 0, on en tire, en multipliant la premi+re parf l  et la deuxi~me 

par/3' ,  
/3[(~ 'n+9, ' )e-3 ' ]  _</3/3'm _</3'[(~n+~,)a+/3- 3], 

donc 
(/3~'c - f i '~a)n <_ /3' (~,a + /3 - g ) - ~(~'  c - 3'). 

Cette 6quation est satisfaite pour  tout n c N. On en tire 

(5.6) flo:'c < fl'o~a. 

Consid6rant maintenant,  pour  tout  n ~ N, le plus grand entier m pour  lequel le 
couple (n, m) satisfait h l '6quation (5.4), on obtient de mani6re analogue 
l'in6galit6 

(5.7) f l '~b < /3~'d, 

d'ofa finalement, en multipliant (5.6) par (5.7), ~ ' / 3 f l ' b c  < ~ ' /3 f l ' ad .  
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En vertu de (5.2), ceci implique ~'fl' = 0, donc, par (5.6) et (5.7), on a ~' = 
fl' = 0. I1 en ddcoule en particulier que ~fol = ~flo = xrY s ~ B. 

De par la ddfinition de ko, l 'une au moins des indgalitds ka <_ l - f l  <_ kb, 
( k - ~ ) a  <_ l <_ ( k - ~ ) b  est satisfaite. Si en effet ka+fl  > l, alors, puisque 
q >_ ~, fl, donc k ( b - a )  >_ ~b+fl, on a l < ka+fl  <_ (k -~)b .  D'autre part, on a 
toujours ka <_ I <_ kb parce que xkyt ~ A. Partant, soit xk'-~y ' = Ofo ,1, soit 
xky '-~ = Of 1,0 appartient ~ A. Or, les deux mots fo ,  i e t  f l .  o sont strictement 
plus courts que h = f~, 1, ce qui contredit la ddfinition de h et ach~ve la preuve. 

La Proposition 5.2, et les Lemmes 5.5 et 5.7 ddmontrent la premi6re partie 
du Thdor6me 5.4. D'autre  part, un sous-monoide M propre de type fini et de 
poids oJ(M) nul est, par le Corollaire 5.3, rationnellement dquivalent ~ Fun des 
deux sous-monoides primitifs T o = (l, 0)N+(1,  1)N ou T 1 = (0, 1)N+(1, 1)N, 
deux sous-monoides de poids nuls sont rationnellement dquivalents s'ils sont 
rdductibles du m~me c6t& Il suffit doric, pour achever la preuve du Thdor~me 
5.4, de ddmontrer le 

L E M M E  5.8. Les sous-monot'des T Oet 1"1 sont rationnellement incomparables. 
En effet supposons que T 1 -- ~(0- ~ T O c~ K), oO K E Rat (Z*), O, ~0: Z* -+ X* 

sont des homomorphismes alphabdtiques. 
Soit r ~ N, et h le mot le plus court de 0-  ~ T O c~ L tel que ~h = x~y ' et posons 

Oh = xky '. On peut choisir, en vertu du Lemme 5.5, r assez grand pour que 
r, k, l >_ q, o/1 q est le nombre d'&ats de l 'automate minimal reconnaissant K. 

Soit h2 le plus grand facteur droit de h tel que t~h 2 (~ y* et Oh 2 ~ y*. Alors 
Ih2[ _> min (r, I) >_ q, et il existe une factorisation h E = w'ww", 0 < Iwl <_ q, 
de h2 telle que, posant h = hxh2, on ait htw'w*w" c K. En particulier, f = 
h ~ w ' w " e K n O - 1 T o ,  donc ~ofeT~. Si [gow I > 0 ,  alors ~ o f = x ' y ' - I ~ l C T 1 .  
Donc gow --- e, et ~ f  = ~oh. O r f e s t  strictement plus court que h, contrairement h 
l'hypoth6se. On ddmontre de m~me que T O ne peut &re image rationnelle de T 1 

C O R O L L A I R E  5.9. Tout sous-mono~'de propre, de type fini est rationnellement 
dquivalent hun  et un seul monoMe primitif 

Les monoides primitifs forment donc un syst6me de reprdsentants des 
classes de sous-monoides rationnellement dquivalents. 

6. Bimonoides. Mis /~ part les deux sous-monoides T o et T~, deux sous- 
monoides de type fini de N 2 sont toujours rationnellement comparables. Dans 
le but d'exhiber des familles de parties rationnelles deux-~-deux rationnellement 
incomparables, nous &udions dans ce paragraphe des unions de deux sous- 
monoides de N 2 que nous appelons bimonoides. 

D6finition. Un bimonoide B e s t  l 'union de deux sous-monoides convexes 
propres M e t  M '  de type fini de N 2, vdrifiant M c~ M '  = {0} et 0 < ,~(M)+ 
o~(M') < 2. 

Les restrictions de la ddfinition se justifient de la mani6re suivante: La 
convexitd des sous-monoides M e t  M '  est, comme on le verra au paragraphe 
suivant, essentielle. Si w(M) = o~(M') = 0, alors mis h part le cas trivial o~ 
M e t  M '  sont tous deux des parties reconnaissables de N z, on a M ~ To et 
M '  ~ 7"1 ou inversement, de sorte que B est le compldment d'une partie de N z 
de la forme 1 + P ,  ofa P e s t  un sous-monoide convexe de type fini de N z. Ces 
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parties ont  des propri~t6s particuli~res qui seront examin6es au paragraphe 
suivant. Si oJ(M) = oJ(M') = 1, alors M et M '  sont des unions de droites, 
et on est ramen6 h u n  cas connu. Le cas interm6diaire oil 0 = o~(M) < ~o(M') 
a 6t6 exclu pour  all6ger les d6monstrations. Les r6sultats essentiels s'~tendent 
sans peine, comme on peut le v6rifier, h ce cas. 

Soit donc B = M u M '  un bimonoide. I1 existe donc des nombres rationnels 
0 < r 1 < r 2 < r 3 _< r 4 < oo tels que (n, m) E M si et seulement si nr 1 <_ m < 

nr2, et (n, m) ~ M '  si et seulement si nr 3 < m < r 4. Nous  6crirons B -- B(rl,  r 2, 
r3, r4). V6rifions d ' abord  une premiere propri6t6: 

P R O P O S I T I O N  6.1. Soient B = B(rl ,  r2, r a, r4) et B '  = B(r~, r~, r~, r~) 

deux bimonoi'des; s'il  existe un nombre rationnel t > 0 tel que r' i = tri pour 

i = 1, 2, 3, 4, alors B e t  B '  sont rationnellement Oquivalents. 

Preuve. Posons t = p/q, avec 0 < p, q, et soit B" d6fini par  B = (p, q)B". 

Ainsi (n, m) ~ B" si et seulement si (pn, qm) ~ B, donc si et seulement si pnr 1 < 

qm <_ pnr 2 ou pnr 3 <_ qm < pnr 4, par  cons6quent si et seulement si nr~ <_ m <_ 

nr~ ou nr~ < m < nr~, donc si et seulement si (n, m) e B'.  Ce qui prouve que 
B" = B' ,  donc que B e t  B '  sont rationnellement 6quivalents par le Lemme 2.2. 
D ' o ~  la proposition. 

Il r6sulte de la proposi t ion qu 'un  bimonoide est caract6ris6, en ce qui 
concerne la relation .-*, par  la donn6e des trois nombres  

r I r3 r2 
Pl  -- -- co(M), P2 -- - co (g ' ) ,  q - , 

r2 r4 r3 

of 1 q est le poids du monoide convexe M "  = { (n, m): nr 2 < m < nr 3 }, avec 
la condit ion suppl6mentaire 0 < p~ +P2 < 2, et 0 < q < 1. 

Le th6or6me suivant montre  que les sous-monoides et les bimonoides sont, 
du point  de vue de l '6quivalence rationnelle, des objets distincts. 

THI~OREME 6.2, Un bimonoi'de et un sous-mono~'de de type f in i  de N 2 ne sont 

jamais  rationnellement ~quivalents. 

Nous  &ablissons d ' abord  un lemme qui servira dans la suite et qui est 
plus pr6cis que le Lemme 5.6, les hypoth6ses 6tant plus fortes. 

L E M M E  6.3. Soient A un sous-monoi'de propre de type f in i  ou un bimonoMe, 

B u n  sous-monoi'de de type f in i  de poids co(B) > 0 ou un bimonoMe; soit r une 
application rationnelle de (x,  y }  dans lui-m~me telle que rA + = B + ; pour tout 

couple d'entiers K, L >_ O, il existe deux entiers R, S tels que, quels que soient 

r > R,  s > S v~rifiant (r, s) e B, on ait k > K, l > L pour tout k ,  l E N tels que 
(k,  l) e A et x ' y  ~ ~ "rxkfl. 

Autrement  dit, pour  tout  K, L, il existe R, S tels que [ r -~(B n ((R, S ) +  
N2)+] ° ~ A c (K, L ) + N  2. 

Preuve. Supposons l '6nonc6 faux; il existe donc deux entiers K, L e N tels 
que, pour  tout  couple d'entiers R, S, il existe (r, s) E B v6rifiant r > R, s > S 
et tel qu'il existe (k, l)E A avec rxkfl~ ~'y~ et k < K ou l < L. Soit alors 
AK, L = A n {(k, l): k < K ou l < L}. Si A est unbimonoide,  ou un sous- 
monoide  r6ductible A gauche et b. droite, alors A t ,  z e s t  fini. Si A est un sous- 
monoide  r6ductible seulement d ' un  c6t6, A t ,  t. est infini mais reconnaissable. 
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Dans t o u s l e s  cas, posant  + B~,L = ~A~.L, BK,L est une partie reconnaissable 
de N 2. Comme BK,L est contenu dans B, qui est soit un bimonoide, soit un 
sous-monoide de type fini de poids positif, BK. L est un ensemble fini. Par  
cons6quent, pour  R' ,  S '  assez grands, BK, z n ( (R ' ,  S ' ) + N  2) = ~, d'ofi la 
contradiction et le lemme. 

Le Thdor6me 6.2 se ddduit des deux propositions suivantes qui indiquent 
les liens entre le poids d 'un  sous-monoide et les poids des sous-monoides con- 
vexes composant  un bimonoide. 

P R O P O S I T I O N  6.4. Soi t  B = M u M '  un bimonoMe et P u n  sous-monot'de 

de type f ini .  A lors  P ,-* B si et  seu lement  si  P ,~, M e t  P ,'* M ', done si et seu lement  

si o~(P) > ~o(M) et  ~ ( P )  > w ( M ' ) .  

Preuve.  Si P --* M e t  P --* M ' ,  alors P .-* B et la condition de la proposit ion 
est suffisante. 

Rfciproquement ,  soient 0 < a < b < c < d les quatre hombres rationnels 
tels que B = B(a, b, c, d); done x = (x ' ,  x")  ~ M si et seulement si ax '  <_ x" < 

bx ' ,  et x ~ M "  si et seulement si cx '  < x" < dx ' .  On a ~o(M) = a/b et oJ(M') 
= c/d. 

Supposons l '6nonc6 faux, done par exemple ~o(P) < ~o(M); on peut supposer 
P de la forme P = (I, p ) N + ( 1 ,  q)N (0 < p < q). Par cons6quent bp < aq. 

Par la Proposit ion 1.1, il existe un alphabet Z, un langage rationnel K ~ Rat  
(Z*),  deux homomorphismes  alphab~tiques 0, ~o: Z* ~ X* = {x, y}* v6rifiant 

(6.1) { z e Z : ~ z  = Oz = 1} = 

et tels que B + = q~(0-1/5+ n K). 
Soit x~y s ~ M, h le mot  le plus court  de 0 -1 t  3+ n K tel que q~h = x~y, et 

posons Oh = xky  t. En vertu du Lemme 6.3, r et s peuvent ~tre choisis suffisam- 
ment grands pour  que r > Q ( Q p + Q ) / ( c - b ) + Q  et s, k, l > Q, o4 Q est le 
nombre  d'6tats de l 'automate  minimal reconnaissant K. 

Le mot  h admet deux factorisations h = h lhz  = g lg z  telles que ~oh 1 = x ~, 
~oh2 = y~, Ogl = x g, Ogz = yt ,  et en supposant  par exemple g i g  = hi  pour un 
g ~ Z*, il existe des factorisations gl  = v'vv", h2 = w'ww",  0 < IvI, ]w[ _< q 
telles que f,,m = V'V"V"gw'wmw" ~ K pour  tout  n, m E N. 

posons ~--IOvl,/3 = IOwl, ~ - -  IOv'v"l, 8 = IOgw'w"l et ~ ' =  I~ovI,/3'= I~owl, 
~,' = I~v'v"gl, 8'  = I~w'w"]. Clairement: 

(6.2) Of,,,, ~ [~+ , ~  (~n+7)p < / 3m+3  < ( -n+7)q ,  

(6.3) q~f,,,, ~ M + ~ ( ~ ' n + y ' ) a  <_ / 3 ' m + 3 '  < ( , ' n + y ' ) b ,  

(6.4) ~ / ' , , ~ M  '+ ~:>(~ 'n+y ' )c  < / 3 'm+3 '  < (~ 'n+7 ' )d .  

De plus, si (n, m) v6rifie (6.2), alors il v6rifie (6.3) ou (6.4). Remarquons  
que ~/3 ¢ 0. Si en effet ~ = 0, on aurait ~' ¢ 0 par  (6.1), Of,, ~ = Oh ~ ~+ pour  
tout  n, done (n, 1) v6rifierait (6.3) ou (6.4) pour  tout  n E N c e  qui n'est pas. On 
d6montre de m~me que/3 :fi 0. 

Pour  tout  entier n > 1, soit i(n) le plus petit entier m > 1 tel que Of,,,. ~ ~ + .  
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Alors  q~f., ~,)E M +. En effet, ceci est vrai pour  n = 1 et par  cons6quent vrai 
pour  tout  n tel que i(n) = 1. Supposons  le v6rifi6 pour  n > 1 avec i(n) > 1: 

f l ( i ( n ) - l ) + a  < (~n+7)p  < fli(n)+3 < (~n+7)q  
(6.5) 

(~ 'n+y ' )a  <_/3'i(n)+6' < (,x'n+~,')b 

et faux pour  n + l ,  i.e. qJf" ,~ . )eM'+:  

/ 3 ( i ( n + 1 ) - 1 ) + 6  < (~ (n+ l )+~ , )p  < / 3 i ( n + 1 ) + 6  
(6.6) 

(~'n+~/)c </3 ' i (n+ 1 )+6 ' .  

Des  premi6res in6quations (6.5), on d6duit que 

(6.7) /3(i(n + 1) - i(n)) < ~p +fl 

et des 6quations (6.6) que 

(6.8) fi'(i(n + 1) - i(n)) >_ (~'n + ~') (c - b). 

Le membre  droit  de (6.8) n 'est  pas nul, donc/3 '  ~ O. De plus, comme  7,' > r -  Q, 
de la borne sur r on d6duit q u e / 3 ~ / ( c - b )  >/3'(~p+/3), car par  construct ion 
~,/3,/3'  < Q. Or  ceci contredit  (6.7), et prouve l 'assertion. 

Des 6quations (6.5), on d6duit que 

(fi~' a - /3'o~p)n < /3' (yp - 8 + fi) - /3(~/'a- 6'). 

Ceci 6tant vrai pour  tout  n, on a /3~ 'a  </3 '~p.  
Remarquons  maintenant  que q~f.,,. ~ M + et q~f,,,,+l ~ M +  entrainent 

~f,,m+l ¢ M ' + .  S'il n 'en  &ait  pas ainsi, on aurait  s imultan6ment /3 'm+3' 
< (~'n+~,')b < / 3 ' ( m + 1 ) + 6 '  et (~'n+~/)c <_/3'(m+1)+6' ,  donc (~ ' n+9 / )  
( c - b )  <_/3' en contradict ion avec la d6finition de r. I1 s 'en suit que Of.,,. ~/5+ 
q~f.,,, e M + pour  tout  entier n, m ~ N. Le reste de la preuve est alors identique 
celle du L e m m e  5.7, donnant  oJ(P) > co(M), ce qui contredit  l 'hypoth6se de 
d6part  et ach6ve la preuve. 

P R O P O S I T I O N  6.5. Soit B = M u M '  un bimonoMe et P u n  sous-monoMe 
de type fini; si B ,-+ P alors B ,-* P. 

Preuve. Si P est impropre ,  il n 'y  a rien ~ prouver.  Supposons donc P propre,  
r6duit h gauche et soient a, b, c, d, p, q d6finis comme  dans la preuve pr6c6dente. 

Clairement  ~o(/~) = a/d, et pour  d6montrer  le lemme il suffit de v6rifier que 
dp <_ aq. On peut  donc supposer  p > 0, c 'est-h-dire oJ(P) > 0. Supposons  donc 
que P e s t  de la forme P = q~(0-1B n K), off K, 0, q~ ont la signification de la 
preuve pr6c6dente. 

Soit x ' y  ~ ~ P, avec r, s assez grands,  h le mot  le plus court  de O-IB ~ K tel 
que ~oh = x~y ~, posons Oh = x~y t, et consid6rons, comme  darts la preuve de la 
proposi t ion pr6c6dente, la f ami l l e f , ,~  = v'v"v"gw'w,.w" ~ K (n, m ~ N) de mots  
avec la m~me d6finition de ~, /3, . .  -, ~,', 6'. Alors:  

q~f.," ~ P+ ~ ( o d n + 9 / ) p  <_/3'm+3' _< (~'n+ 9/)q, 

(6.9) Of.,,. ~ m + ,~, ( ,n+~,)a < /3m+6 _< (,n+9,)b, 

Of.,,. e M '+ .~(~n+~,)c < t im+3 < (~n+~,)d. 
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On v6rifie comme pr6c6demmen,t que aft V: 0 et que, si a '  = 0 ou fl' = 0, on 
obtiendrait  une contradiction avec la minimalit6 de h. Soit alors n assez grand 
fix6, et mt (resp. m2) le plus petit (resp. plus grand) entier m tel que Of,.m e B ÷. 
On a donc:  

fl(m 1 - 1) + 3 < (~n + y)a < tim1 + 8, 
(6.10) 

fl(m2) + 8 < (~n + 9,)d < 3(m2 + 1)8, 

et (n, ml), (n, m2) v6rifient (6.9). 
Comme dans la preuve de la proposit ion pr6c6dente, on d6duit de (6.9) et 

(6.10) que o~'flfl'pd < ~ ' f l3 'aq ,  donc l 'assertion, puisque o~'flfl' ~ O. 
Preuve de 6.2. Supposons le th6or6me faux, et B = B(rl,  r2, r s, r 4 ) =  

M w M '  rationnellement 6quivalent h u n  sous-monoide P de type fini de N 2 ; 
on a ~o(M) = rt/r2, ~o(M') = r3/r4, 0 < o~(B) = rl/r¢ < ~o(M)o~(M'). D'apr6s 
la Proposit ion 6.4, on a ~o(P) >_ o~(M) et ~o(P) _> ~o(M'), et d'apr6s la Proposi- 
t ion 6.5, on a ~o(/~) _> ~o(P); on en tire o~(/~) > o~(M)o~(M'), une contradiction 
et la d6monstrat ion du th6or6me. 

Etant  donn6 un bimonoide B = B(rt,  r2, r3, re) = M u M ' ,  notons p(B)  
= o~(M) = r~/r2, p ' (B)  = o~(M') = r3/r4, q(B)  = r2/r 3. Le th~or~me suivant 
d6montre l 'existence des families de bimonoides deux-&-deux incomparables 
annonc6e en t~te de ce paragraphe. 

THI~OR~2ME 6.6. Soient P et Q deux sous-monoMes de type f ini  de N 2 
v~rifiant 1 > oJ(P) z > w(Q); alors P .-* B .~, Q pour tout bimono~'de B tel que 
p(B)  = p ' (B)  < oJ(P) et o~(Q) <_ (q(B)p(B))2; de plus, deux tels bimonoMes B et 
B' ,  si p(B)  = p(B') ,  ne sont rationnellement comparables que s'ils sont rationnelle- 
ment ~quivalents. 

Remarquons  que si ,~(P) = 1, on a p ( B ) =  p(B')  < oJ(P) pour  ne pas 
contredire la d~finition des bimonoides. D 'autre  part, si 1 > oJ(P) = p(B)  = 
p ' (B) ,  on voit que si q(B) est suffisamment proehe de I, la condit ion oJ(Q) = 
(q(B)oJ(P)) z est satisfaite, par cons6quent qu'il existe alors une infinit6 de 
bimonoides satisfaisant les contraintes du th6or6me, done deux-&-deux ration- 
nellement ineomprables. 

Nous  6tablissons d 'abord  le lemme suivant. 

L E M M E  6.7. Soient B1 = M~ U M~, Bz = M2 w M~ deux bimono~'des tels 
que M t = M2 ~ S °, co(M~) = ~o(M~) < 1. Alors B 1 et B2 sont rationnellement 
comparables si et seulement si ils sont (gaux. 

Preuve. I1 suffit de prouver  que si Bt "* B2, alors B~ = B z. Soient 0 < a < 
b < c < d, b < c' < d'  les nombres rationnels tels que B1 = B~ (a, b, c, d) 
et B2 = B2 (a, b, e', d'), de sorte que o~(M1) = oJ(Mz) = a/b, oJ(g~) = c/d, 
oJ(M~) = c'/d'.  On a, par hypoth6se, cd' = c'd. Supposons donc que Bz + = 
q~(O-~B~ - c~ K),  oil K E  Rat (Z*),  et 0, ~o: Z * - + { x ,  y}* sont des homomor-  
phismes alphab6tiques tels que cp-1(1) n 0-1(1) = { 1 }. 

Soit alors, ce qui est possible en vertu du Lemme 6.3, x 'y  ~ E B2 +, avec r, s 
suffisamment grands pour  que, si h est le mot  le plus court  dans 0-1B1+ n K 
tel que q~h = x 'y  ~, on ait, en posant  Oh = xky ~, k et l assez grands de sorte qu'il 
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existe uric faetorisat ion h = v'vv"gw'ww" telle que 0 < Iv I, Iwl -< q, 0v, • x*, 
Ow, ~w •y* ,  f",m = V'V"V"gw'w"w" • K pour  tout  n, m e N. Posons e = [Ov[, 
/3 = iOwl, = I~0v'l, Y = I~wl, et r = k - e ,  3 = l - /3 ,  9,' = r - e ' ,  3' = s - f l ' .  
On remarque  e o m m e  dans la preuve de la Proposi t ion 6.4 que e/3 ¢ 0. Si 
~'  = 0 e t /3 '  ¢ 0, on aurai t  ~of".m = ~0fl,, . pour  tout  n, et c o m m e  pour  n, m 
assez grands,  on a Of,, m e BI +, on devrait  avoir  ~ofl," . • B2 + ce qui n 'est  pas. On 
traite de meme  le c a s e '  ¢ 0 et /3 '  = 0 .  Si enfin e '  = / 3 '  = 0, alors k et I ayant  
~t~ ehoisis suffisamment grands, on v~rifie e o m m e  dans la d~monstra t ion du 
L e m m e  5.7, que Ofo" 1 ou Ofl, o appart ient  ~t B +, ce qui contredit  la condit ion 
de minimalit6 de h. On a done  ee'/3/3' ¢ 0. 

Pour  tout,  n, m • N, Of.,,. e M~- implique 9~f.,,. e M2 +. Supposons  en effet 
cette assertion fausse. I1 en d6eoule que si m ' >  m et Of.,m. ~ M~', alors 
~of.,,., ~ M~ +, done en particulier B m ' + 8  < (~n+9,)b < / 3 ( m ' + 1 ) + 3  implique 
(~'n+9,')c'  < / 3 ' m ' + b '  < (e'n+9,')d' ,  d 'o6  l 'on  d~duit: 

(6.11) f le 'c '  < /3 ' eb .  

D ' au t r e  part ,  soit t tel que 0f.,t ~ M~ + et Of.,t+ ~ ~ M~ +. Cet entier existe d6s 
que n est suffisamment grand. On ne peut  avoir  cpf., t~ M2 +, ear la p remi&e 
inclusion entraSne que 

(6.12) /3t+8 < (en+9,)d < /3 ( t+1)+3 ,  

la deuxi6me que (~ 'n+9 , ' ) a  < / 3 ' t + a  < (e'n+9,')b, d'o/l  l 'on  t i re /3 ' ed  </3e'b, 
qui, jo in t / t  l ' in6quation (6.11), donne c'd < b 2 ee qui n 'est  pas. Par  cons6quent,  
on a ~0f",t e M~ + , d o n c  ( e ' n+9 , ' ) c '  _ < / 3 ' t + a '  <_ (e 'n+9 , ' )d ' .  On en tire, avee 
(6.12), ~/3'd < ~'/3d', ce qui avee (6.11) et l 'hypoth~se donne bd' > c'd = cd', 
done b _> c, ce qui est impossible. Ceci &ablit  l 'assertion. 

On en d6duit que (en + 9,)a < / 3 m  + 3 _< (~n + 9,)b implique (e 'n  + 9")a < / 3 ' m  
+ 8' < (~'n +9,')b, par  suite que e'/3a < e/3'a et e/3'b < e'/3b, done que eft' = 
et/3° 

On v6rifie de mani6re analogue que Of",m ~ M (  + entraine ~of.,,. • M~ +. On 
en d6duit, c o m m e  ci-dessus que e'/3c' < e/3'c et e/3'd < e'/3d', done c = c' ,  
d = d '  ce qui prouve que M2 = M~, et le lemme. 

Preuve de 6.6. Soit B = M~ w M2 un b imonoide  tel que p(B)  = ~o(Mx) < 
~o(P), p ' (B)  = ~o(M2) _< o~(P), D 'apr6s  le Th6or~me 5.4, on a P --, M~ et 
P "~ 3/2, done  P--~ M~ u )1'/2 = B. Posons alors B = B(a, b, c, d) avee 
0 < a < b < c < d. Soit k le plus grand entier tel que bk/a k- ~ < c. Par  hypo-  
these, on a k > 1. Si k > 1, posons alors tj = b~/a ~ pour  j = 1 , ' .  -, k -  1, et 
Bj = B(tja, tjb, tjc, t f l ) .  Par  la Proposi t ion 6.1, Bj  est rat ionnellement 6quiva- 
lent h B pour  j = 1, . .  -, k -  1, done B a pour  image rationnelle B '  = B o w  BI 
u . . . u  Bk-~, en posant  Bo = B, to = 1. Consid6rons enfin le b imonoide  
Bk = B(tka, tgb, tkC, tkd), avec tg = c/b, et posons C = B '  w B~. C o m m e  Bg est 
rat ionnellement 6quivalent ~. B, on a B --* C. Mont rons  que C est un sous- 
mouoide  convexe. On a x = (x ' ,  x") e C si et seulement s i i l  existe j (0 < j < k) 
tel que x • B~, donc si et seulement si x't~a <_ x" < x't~b ou x't~c <_ x" <_ t~d 
(6.13), pour  au moins un j (0 < j _< k). C o m m e  t~a = b~/a ~-~ = t~_xb pour  
j =  1 , . . . , k - l ,  que t ~ b = e ,  et que t~a<_ t~_~b puisque e <  b~]a ~ par  la 
d~finition meme de k;  c o m m e  d 'au t re  par t  l 'hypoth6se w ( M 0  = o~(M2), done 
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a/b = c/d entralne que t jc = t j _ l d  pour  j =  1 , . - . , k - I ,  et que t k _ l d =  
dk/c k- 1, donc tk-xd > tkc puisque b/a = d/c, les in6quations (6.13) 6quivalent b. 
x 'a  < x" < X'tkd = x '  cd/b. Ceci prouve que C est sous-monoide convexe, de 
poids co(C) = ab/cd. Par  cons6quent,  C, et donc  6galement B, a pour  image 
rationnelle le sous-monoide Q d~s que co(C) >_ co(Q). C o m m e  co(C) = (q(B) 
p(B)) 2, la premi6re partie du th6or6me est prouv6e. Remarquons  enfin que si 
B1 = M1 u M~ et B2 = M2 u M~ = B2(a, b, c, d)  sont deux bimonoides  tels 
que co(M~) = co(M2), il existe un nombre  rationnel t > 0 tel que le b imonoide  
B a = B(at, bt, ct, dt) = M 3 k3 M~ v6rifie M 3 = M 1. On a 6galement M~ = Mj,  
et c o m m e  B 3 est rat ionnel lement  6quivalent /~ B1, l 'applicat ion du lemme 
pr6c6dent d6montre  compl6tement  le th60r6me. 

7. Antimonoides. Exemples. 

D~finition. Un antimonoMe A est une partie de N 2 de la forme A = N2\p,  
o~ P e s t  un sous-monoide propre,  convexe, de type fini, r6ductible ~t gauche et 
droite de N z. 

P R O P O S I T I O N  7.1. Soit A = N 2 \ p  un antimonoMe, a ~ N 2 et soit A '  = 

N 2 \ ( a + P ) ;  alors A et A '  sont rationnellement kquivalents. 
Preuve. On a A '  = ( a + A )  u N2\ (a+N2) ,  et A + a  = A '  c~ ( a+N2) .  C o m m e  

N 2 \ ( a + N  2) est une part ie reconnaissable,  on a A --~ A '  par  le Lemme 2.2, et 
comme  a + N  2 est un r6seau, on a A '  -~ A '  n ( a + N  2) ~ A par  le m~me lemme. 
D'o(a la proposit ion.  

Nous  notons  .4, pour  A = N2\p,  la partie ,4 = N2\(1 + P )  = (I + A ) w  E, 
avec E = ((0, 1) u (1, 0))N. La  proposi t ion mont re  que les ant imonoides  sont 
bien, gt une 6quivalence rationnelle pr6s, les objets annoncfs  au paragraphe  
pr6c6dent. D ' au t re  part ,  si P n 'est  r6ductible que d 'un  seul c6t6, donc rat ion- 
nellement 6quivalent soit ~ To, soit ~ T1, on voit, en consid6rant `4, que A = 
NE\p est ra t ionnel lement  6quivalent soit ~ 7"1, soit ~ To. 

Un ant imonoide  A est enti6rement df termin6 par  deux nombres  rationnels 
r l ,  r2 (0 < rl  < r2 < 00), a v e c x  = (x ' ,  x") ~A si et seulement si x" < r l ( x ' -  1) 
ou ( x " - 1 )  > r2x', ou encore x e ,4 si et seulement si x" < r lx '  ou x" >_ r2x'. 
On d6finira le poids d 'un  ant imonoide  A = A(rl,  r2) eomme  &ant  co (A)=  
- r l / r2 .  Par  cons6quent, on a 0 > w(A) >_ - 1, et co(A) = - 1 si et seulement si 
N2\A ~ S °. 

THI~.OR~2ME 7.2. Soient A = NE\p et B = NE\Q deux antimonoMes; alors 
A ,-* B si et seulement si co(A) >__ co(B), donc si et seulement si Q .'* P. 

Rappelons  que si une applicat ion rationnelle r de X* dans Y* v6rifie, pour  
L c X*, M ~ Y*, -eL = M, on ne peut en conclure que ~ ' - I ( y * \ M ) =  
r - I ( X * \ L ) .  Le th6or6me ci-dessus est donc ind6pendant  du Th6or6me 5.4, 
m~me si les techniques de d6monstra t ion se ressemblent.  

L E M M E  7.3. Si, pour deux antimono~'des A et B, on a co(A) = co(B), alors A 
et B sont rationnellement ~quivalents. 

Preuve. Nous  d6montrons  que `4 ~ B. Par  hypoth~se, en posant  A = A(rl,  
rz), B = B(r~, r~), il existe un nombre  rationnel t > 0 tel que r~ = try, r2 = try. 
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Posons t = p/q, avec p,  q > 0, et soit C d6fini par  B = (p, q)C. Par  le Lemme  
2.2/~ et C sont rat ionnellement 6quivalents. D ' au t re  part ,  x = (x ' ,  x") ~ C si et 
seulement si (px ' ,  qx") ~ B donc si et seulement si qx" < r[qx' ou qx" > r~px', 
c'est-/t-dire si et seulement si x" <_ r lx '  ou x" > r2x' , ou encore si et seulement si 
x ~ ~/. Donc  ~ / =  C, ce qui prouve le lemme. 

Preuve de 7.2. Posons A = A(a, b), B = B(c, d). Par  le lemme pr6c6dent, 
on peut  supposer  0 < a = c. 

La condit ion est suffisante. Si oJ(A) _> o~(B), alors on a b _> d > a. Con-  
sid6rons alors l ' an t imonoide  C = (c' ,  d) rat ionnel lement  6quiva lent / t  A. Cet 
an t imonoide  existe par  le lemme pr&6dent ,  et comme  - c ' / d  = - a / b ,  on a 
c '  < a. Par  cons6quent, on a A w C = B, ce qui prouve  la suffisance. 

R6ciproquement ,  supposons l '6nonc6 faux, donc que ~o(A) < ,o(B), soit 
a < b < d; soit ,par la Proposi t ion 1.1 Z un alphabet  fini, % 0: Z*  ~ X*, ok 
X = {x, y} deux homomorph i smes  alphab&iques v~rifiant cp-1(1) f3 0-1(1) = 
{1}, et K ~ R a t  (Z*)  tels que B ÷ = q~(0-1A+ n K),  et soit ~- l 'appl icat ion 
rationnelle associ6e. 

Remarquons  tout  d ' abo rd  qu 'en  choisissant r, s assez grands, si h est un mo t  
de longueur minimale de O-1A ÷ n K tel que ~oh = x~y s, alors en posant  Oh = 
xky t, les entiers k et l sont arbi t ra i rement  grands. S'il n 'en  &ait, en effet, pas  
ainsi, il existerait deux entiers K, L tels que l 'on aurait  ~-(A + n {(x ' ,  x"): x '  < K 
ou x" <_ L}) = B ÷, or  c o m m e  A + est un ant imonoide,  l 'ensemble source est 
une part ie reconnaissable de N 2, il en serait donc  de m~me de B, ce qui n 'est  pas. 

En donnan t  & f . ,m = v'v"v"gw'w"w", et ~t ~, f l , . . - ,  3' la m~me signification 
que dans le L e m m e  5.7, on obtient  done les deux relations: 

(7.1) Of.,., E A + "*~ /3m+~ < a(om+~,) 

(7.2) ou b(.n + y) < /3m + 3 

(7.3) ~vf,,m ~ B  + <:>/3 'm+3'  < a ( , ' n + y ' )  

(7.4) ou d(0~'n + y) < / 3 ' m  + ~'. 

Notons  U, V, U ' ,  V'  l 'ensemble des couples (n, m) satisfaisant respectivement 
(7.1), (7.2), (7.3), (7.4). On a U u V c U' u V'.  Plus pr~cis6ment U c U '  et 
V c V'.  Soit en effet (no, mo) un couple d 'entiers de U '  tel que aucun des deux 
couples (no+ 1, mo) et (no, m o - 1 )  ne satisfasse (7.4). Un tel couple existe & 
condit ion que respectivement , '  # 0 e t /3 '  # 0. Supposons  que le couple (no, 
mo) satisfasse (7.1). I1 en est alors de m~me de ( n o + l ,  mo) et de (no, m o -  1), & 
condit ion d 'avoi r  choisi (no, mo) suffisamment grand. Par  cons6quent, on a 
alors , '  = / 3 '  = 0. Or k et l ayant  6t6 choisis suffisamment grands, ceci implique 
que ¢Pfo, 1 = qf l ,0  = x'Y s e t  Ofl,o e A  +, ou Ofo, 1 e A  +, en contradict ion avec 
l 'hypothSse de minimalit6 sur h. On a done prouv6 que U c U ' ,  et on mont re  
de m~me de V c V'.  

Supposons maintenant  r, s ehoisis de telle mani+re que (2, 1), (0, 1) ¢ V'  si 
. ' /3 '  # 0. Pour  v6rifier que ..'/3/3' # O, supposons d ' abo rd  que . = 0, donc 
- '  -# 0. Alors (2, 1) e U '  et (2, 1) ¢ V' .  D o n c . #  0. Si/3 = 0, on procSde de 
meme,  done/3 # 0. Si . '  = 0, alors Ofo ' ~ ~ A +, 9fo, 1 = x'Y ~, et Ifo, 1[ < h. De  
mSme, on ne peut avoir /3 '  = 0. Le reste de la preuve est alors identique & celle 
du Lemme  5.7. 
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I1 est clair que pour tout antimonoide A ~ l'exception de N2\S °, on obtient 
/[ comme union de deux sous-monoides convexes, dont l'un est rationnellement 
6quivalent h To, et l'autre ~ T 1. Quant ~ N2\S °, on a N2\S ° = ((1, 0)+7"0) ks 
((0, 1)+T1). Ceci prouve la 

PROPOSITION 7.4. Tout antimonoMe est image rationnelle de tout monoMe 
de type fini de poids non nul. 

Pour achever la classification des antimonoides, prouvons le 

THI~OREME 7.5. Soient A et B deux monoMes ou antimonoMes de poids 
non nul; alors A -.* B si et seulement si co(A) > co(B). 

Preuve. Si A et B sont tous deux des monoides ou des antimonoides, le 
r6sultat d6coule du Th6or6me 5.4 ou 7.2. De par la proposition pr~c6dente, il 
suffit de prouver que si A --~ B, alors A ne peut &re antimonoide et B monoide; 
pour cela, il suffit de prouver que si A est un antimonoide, on n'a pas A --, T o. 
Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Posant A = A(a, b), on peut supposer a = 1 
par le Lemme 7.3, de sorte qu'avec les notations de la d6monstration du 
Th6or6me 7.2, tout couple (n, m) satisfaisant aux in6quations (7.1) et (7.2) 
v~rifie 6galement (7.3), avec a = 1. On montre de la m~me mani~re que c~'[313' 
:/: 0, et comme, pour n fix6, tout couple (n, m) avec m assez grand v6rifie (7.2) 
sans satisfaire ~ (7.3), on aboutit h une contradiction, ce qui d6montre le 
th~or6me. 

Par des arguments tout h fait analogues, on d6montre le 

COROLLAIRE 7.6. Un antimonoMe A est rationnellement incomparable gt 
To et T1. 

Etant donn6 un nombre rationnel r (0 < r ___ 1), notons Cg(r) le c6ne 
engendr6 par un monoide convexe de type fini M de poids co(M) = r, et notons 
~ ( - r )  le c6ne engendr6 par un antimonoide A de poids co(A) = - r ,  et soient 
ego (resp. cgl) les c6nes engendr6s par To (resp. T1). Alors le Thgor6me 7.5 
et les r&ultats de la Section 4 se r&ument dans le diagramme suivant: Si 0 < r 
< r '  < 1, o n a :  

ego 

4(1) 

ou la fl~che +- repr&ente de symbole ~ .  De plus ~o  et ~1 sont incomparables 
ainsi que ~fo (resp. ~,l) et ~ ( - r ) .  

Exemples. 1. La classe d'~quivalence rationnelle de S O contient, d'apres le 
Th6or~me 3.2, toute union finie de droites. Qu'elle contient d'autres parties 
rationnelles de N 2, montre l'exemple suivant. Soit P = (2, 3)N+(2, 4)N, et 
A = P Ls S °. Comme Pes t  un sous-monoide de N 2, on a S o .--} A. R~ciproque- 
ment, consid6rons le r6seau R = (1, 1)+(2, 2)N 2. Alors A c~ R = (1, 1)+ 
(2, 2)S °, ce qui prouve que A est rationnellement 6quivalent h S °. 

2. L'exemple ci-dessus montre que la condition de convexit6 est essentielle 
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dans la d6finition des bimonoides, car A est union des deux monoides S O et P, 
mais P n'est pas convexe. Sans la condition de convexit6, le Th6or6me 6.2 est 
donc faux. 

3. Par le m~me exemple, on voit que dans le Th6or6me 4.4 la condition 
d'etre sous-monoide est n6cessaire. Si en effet A &ait rationnellement 6quivalent 
/l .~, donc A Q = (l, 1)N+(1, 2)N, on aurait S O ~ Q, ce qui n'est pas. 

4. De m~me, le Th6or6me 4.4 est faux si le sous-monoMe en question n'est 
pas de type fini. Consid~rons en effet le mono~de M engendr6 par (1, 1) u 
{(1, p), (p, 1): p premier). Sa fermeture convexe est 2~t = (1, 1 )+N 2 qui est 
une partie reconnaissable de N 2, alors que M n'est pas une partie rationnelle. 
Donc _~t ne peut ~tre rationnellement 6quivalent ~. M. 
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