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CHAPITRE O .
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RAPPEL DE DEFINITIONS

I.- Notion de monoide.

Un monoide (M,.,e) est le triplet formé d'un ensemble M, d'une appli-
cation de MxM dans M, notée (m,m') —> m.m' et appelée multiplication,
et d'un élément distingué e de M, satisfaisant les axiomes suivants :

- la multiplication est associative , i e.p. (m'.m") = (m.m').m" guels que
m, m' et m" dans M ;

- e est élément neutre pour la multiplication, i.e. e.m = m.e = m pour

tout m dans M.

Par abus de langage, on désignera par le méme symbole M 1le monoide et

l'ensemble M.

Remarques :

- I1 est clair que si f € M est élément neutre pour la multiplication, f=e.

- Si on n'exige pas la présence d'un élément neutre, la définition précédente
devient celle d'un demi-groupe. La théorie des monoildes apparait comme un sous-

ensemble de celle des demi-groupes ; sur cette derniére, voir CLIFFORD &

R
PRESTON [2] ou LJAPIN L4J. Sur la notion de monoide, cf. CHEVALLEY [1] .

- Si M est un monoide, 1l'ensemble P (M) des parties de M regoit canonigue-

4+ Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie placée en fin de

chapitre.



ment une structure de monoide, avec pour multiplication A.B = {a.b; a€A, bEB} ’

et pour élément neutre {e} .

Pour les notions de sous-monoide, homomorphisme, congruence, monoide-quo-
tient, etc. on se reportera aux traités classiques d'algébre et particuliére-

ment & CHEVALLEY [1J. Notnns simplement ici que :

~ Un sous-monoide doit toujours contenir 1l'élément neutre.
- Dans un homomorphisme de monoides, 1l'élément neutre de 1l'objet est toujours

envoyé sur l'élément neutre de 1l'image.

II.- Monoides libres.

Etant donné un systéme générateur X d'un monoide M, on dit que M est
libre sur X, ou que X est un systéme générateur libre de M, ou que X en-
gendre M 1librement, si pour toute application £ de X dans un monolide
quelconque A il existe un homomorphisme ¢ de M dans A prolongeant £,

I1 est équivalent de dire que tout élément de M admet une décompositon
et une seule comme produit d'éléments de X.

Il est clair que, si M et M' sont libres respectivement sur X et X',

et si on a une bijection de X sur X', alors M et M' sont isomorphes.

Plus généralement, si M' est engendré par X', et si on a une applica-
tion de X sur X', on en tire un homomorphisme de tout monoide librement
engendré par X sur M'. Tout monoide est donc image homomorphe 4'un monoide

libre.

I1 reste & prouver qu'il existe effectivement un monoide libre au moins
. , %*
engendré par un ensemble X quelconque : on en obtient un noté X en pre-
nant comme ensemble M 1l'ensemble des suites finies d'éléments de X, vy

compris la suite vide qui n'a aucun élément et qu'on notera e, avec pour mul-



tiplication la "concaténation" ou juxtaposition bout a bout de deux suites ;
il est clair que cette opération est associative et que la suite vide e est
élément neutre.(On peut définir sur l'ensemble en question d'autres structures

de monoide ; voir par exemple FOATA [3].)

Par abus de langage, X* sera désigné dans la suite comme lemonoide li-
bre engendré par l'ensemble X, et le vocabulaire suivant sera employé :
- X sera appelé alphabet, et ses éléments seront des lettres ;
- les suites finies € x* seront deslggﬁf! e sera {3‘593_3399 ; l'ensemble
des mot§ non vides est X*\\ie} = xx* ; lorsqu'une lettre x € X apparaitra
dans un mot w € Xx , on parlera d'une occurrence de x dans w ;
~ le nombre d'occurences de x dans Ww sera noté lx(w) , €t le nombre to-
tal d'occurences des différentes lettres de X dans w sera la longeur de w
1(w) = E‘ 1, (w) ; les lettres w € X sont identifiées aux mots de lon-
gueur 1x§X le mot vide e est le seml mot de longueur nulle ;
~ On dira que w' est un facteur de v si w = uw'v, avec u,vex“ ; w' est
un facteur gauche {resp. droit) si u = e (resp. v = e) ;
- pour A c:X*, le sous-monoide de x* engendré par A sera désigné par A*;

pour A = {w}; on le notera simplement w*.

Exemple : Le monolde libre a un seul générateur 1x} *  est isomorphe au monoide
additif N des entiers naturels : si X est quelconque, et Y C X, 1'appli-

cation w->1y(w) =J§Y ly(w) est un homomorphisme de X°© sur N.
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" Régularités inévitables"(1) dans le monoide libre.

A - Théoréme de Ramsey
B - Suites bi-idéales

C - Théoréme de Van der Waerden et "Cadences"

(1) Cette expression est empruntée a G.Th. GUILBAUD [5] .
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A. THEOREME DE RAMSEY
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I, Le théoréme suivant a rendu célébre le nom du mathématicien anglais

F.P. RAMSEY qui le démontra en 1928 A la Société mathématique de Londres :

Soient E un ensemble, P (E) _l'ensemble des parties de E _ayant
m  éléments, et & une partition de P n(E) _en k classes : il existe,
gquelque soit n , un entier R(n,m,k) tel que Card (E) > R(n,m,k)
entrafne l'existence d'un sous-ensemble &4 n éléments F de E tel que

P .(F) _soit contenu tout entier dans une classe modulo (.

(Exposé, démonstration et bibliographie dans RYSER [8] chap. 4—; sur les
rapports avec la théorie des graphes voir ORE [7] chap. 13, sec, 5 ; on

trouvera une discussion approfondie dans la thése de C. FRASNAY [2]).

Pour m= 1, ona R(n,1,k) = 1 + k(n-1) en vertu du principe des

tiroirs selon lequel:" si 1 + k(n-1) éléments sont répartis entre

kX tiroirs, alors 1'un des tiroirs renferme au moins n éléments "[2] .
Pour m) 1 1la fonction R(n,m,k) n'est pas connue,
Pour m = 2 , nous en déduisons le résultat suivant :

THEOREME : Soient X un ensemble nqn_v;gsiwﬂgiv le monoide libre engendré

A T ST o TR TR A

par X, et une partition de 1l'ensemble 7XX#,~ges,mots de longueur positive
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un entier r (n) _tel que, pour tout mot w € X" _de longueur supérieure

a r (n) il existe une classe A;__telle que w  admette n facteurs

non vides consécutifs dans Ail‘j.e. w € X* é? x*.

On a certainement rk(n) < R(n+1,2,k). Soit E = {1, 2, ...l(w) } ;A
chaque sous-ensemble A deux éléments {a,b} de E (a < b) nous associons

bijectivement le facteur w de w commencant au rang a et se terminant

a,b
au rang b : la partition induite sur l'ensemble des facteurs de w par
celle de XX* permet de définir une partition de 2—2(E) en au plus k
classes, dont l'une au moins contient tous les sous-ensembles a deux

élémentg de FC E,F = {po, Ply ooy pn} avec pg < pi+1. On a donc

cee W € A? pour une certaine classe Ai‘

A 4 A 4
Poy 1 PA» P2 pn_1o Pn

II, Nous allons maintenant préciser ce résultat en montrant directement

que rk(n) = n¥.

a) Cas ol k;= 2, Ay = A, Ap = B,

Exemple 3
On montre que r3(2) = 4, en raisonnant par l'absurde ; supposons
qu'il existe un mot w de longueur supérieure ou égale & 4 et qui ne soit

ni dans X" A% x*

ni dans x® B® x™® : 11 est clair que, si w a une lon-
gueur strictement supérieure & 4, tous ses facteurs de longueur 4 possédent

la m&me propriété ; on peut donc supposer que w est de longueur 4, coit
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v = Xyzt, et, sans restreindre la généralité, que x est dans A, Il
s'enguit nécessairement que y est dangs B, z dans A et t dans B.
Dans ces conditions, le mot yz ne peut &tre ni dans A ni dans B sans
contredire l'nyptohése faite sur w , hypothése qui est par conséquent
absurde. On a ainsi établi que 5(2) est inférieur ou égal A 4, et 1l'exemple
trivial suivant montre qu'on a bien 1'égalité : X = x,y et A = Xx ,

B = X"y, W = XyX, OU W = YyXY.

Démonstration que rg(n) < n?® :

A tout mot w € X* associons le couple d'entiers (aw, bv) défini
par : a_ = max {kl w € x™ Ak} ; bw = max {kl w € x* Bk}. Si on a w = fg,

avec f 4 e, g4 e, on a nécessairement (aw, bw) e (af, bf)‘

Ay
En effet, (aw, bw) = (a,, bf) entrafnerait w € X* A g et
+1
v € X* Bb'g ; si g €A (resp. g € B), on en tire w € X* Aav
1
(resp. v € x™ Bb"+ ) ce qui est contradictoire avec la maximalité de a,

(resp. de bw)°

En particulier, cette application envoie deux facteurs gauches
différents d'un méme mot w sur deux points différents du treillis des
points A coordonnées entiéres du plan., Si w a pour longueur n? , cela

implique que, pour au moins un facteur £ de w , on ait soit a soit

£
bf supérieur ou égal A n , puisqu'il n'y a que n® points A coordonnées
entidres du premier quadrant dont les deux coordonnées sont strictement

inférieures & n et qu'un mot de longueur 1 a exactement 1 facteurs
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gauches différents non vides auxquels il faut adjoindre e dont 1l'image

a
est l'origine. Supposons a,>n: w € f Xt et £ € x* a £ c x* A" x*

entrafnent w € X% A" X*, ce qu'il fallait démontrer,

Exemple montrant que n(n) ne saurait en général 8tre inférieur & n® :

On considére 1l'alphabet & deux lettres X x{x,y} et la partition
A= xx™ (mots formés exclusivement 3 1'aide de la lettre x) et
Ba= X' yx* (mots contenant au moins une occurrence de la lettre y). On

forme alors la famille infinie de mots fn (1 < n < ®) de la forme

(xn-1y)n-1xn-1 , qui sont de longueur n®-1, et dans chacun desquels il

est clair qu'il ne se trouve aucun facteur de la forme A" ou B",

b) Cas général d'une partition de xx* en un nombre fini quelconque Xk de&

gl.t"ses Ai (1 = 1L 2. XXN) k) H

On associe 3 chaque mot w les k entiers ai(w)

ai(v) = max (t)w e x* AI) et on montre de la méme fagon que précédemment

que 8i w = fg avec f et g de longueur non nulle les suites
(ai(m) ti=1, 00y k) et (ai(n) :ti=1, ,o., k) ne peuvent &tre
identiques. On en déduit alors le résultat en appliquant la suite du
raisonnement & des mots de longueur nk et au treillis des pointsg a

coordonnées entiéres &4 k dimensions,

Exercice : Montrer que si l(vd >m ng ... n_ il existe i,j,1<1i, j <

k

tels que w € Xx¥ Agix ",

k,
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Afin d4'établir l'optimalité de ce résultat, on peut considérer 1la
famille d'exemples suivante : pour chaque valeur de k , on utilise la
partition de xk X: y O0 Xk est 1'alphabet & k lettres
Xy, X, eees X, , définie par Ay = x (%)% et
Ay = (3, eoey xi) (X35 ooes xi)” - (X1, eees xi_1)” pour 1 <i <k,

On construit alors la famille des mots fi (1 < n < ®») par récurrence sur
kX : la famille (fi) est par définition la famille (fn) définie au
paragraphe précédent ; la famille (f;) se déduit de la famille (f§-1) de
la fagon suivante : remplacer les n-1 occurrences de Xy -1 dans f§—1
par autant d'occurrences de X, puis substituer A chaque sous-mot situé
soit avant la premidre occurrence de X gsoit aprés la derniére, soit
entre deux occurrences (tous ces sous-mots sont égaux A fﬁ‘z) le mot
271 Jui méme. On a ainsi £2 . x, x5 x, £ . X1 ¥ Xa X1 X3 Xa X3 X
n 3 3 1 X1 X3 X3 X3 Xg X3 X,

et f: = X3 X3 X3 Xa X3 X3 X,

f:-aqx;xgx;x;xzx;)q:gx;xlxgx,, X1 X2 X3 X3 Xz X3 X3 Xz X3 X3 X3 X3 X3 .

On vérifie immédiatement que fﬁ est de longueur nk-1 et ne peut pas avoir

n facteurs consécutifs situés dans la méme classe.

Exercice : Montrer qu'un X-langage (cf. infra, chap. IV) infini sur X fini

contient nécessairement un sous-ensemble de la forme u W v, u, v € x”,

w € xx™.

III. Extension aux séquences infinies :

» w 3 . 3
On considére maintenant l'ensemble X des suites infinies de lettres

de l'alphabet X.

Etant donné une partition de xx™ en k <classes Ai , on montre gqae
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x° - x®

=
——r 25 TR

a( \J A:), c'est-a-dire que toute séquence infinie de lettre dans
i=1

X_a une infinité de facteurs consécutifs dans l'une au moins des k classes

Ao

a) Démonstration dans le cas od Xk = 2, A, = A, Az = B,

e

Supposons que la suite s € X ne soit ni dans AB” ni dans BA

cela implique que s soit dans un produit infini de la forme
h, kx h_ X h. kX h k
A*Bra2B? ... anBnAa™IB™] | o les h, et les k; sont

h
maximaux, i.e. tous les facteurs commengant aprés A i sont dangs B et
k
tous les facteurs commencant aprés B J sont dans A. Or il est clair

qu'une pareille situation est impossible, car le facteur de s

h k
situé dans A L1 B 1

Ahi+1

ne peut &tre ni dans A A cause de la maximalité de

k
ni dans B A cause de la maximalité de B i"1.

b) Cas général :

La démonstration se fait au moyen du résultat suivant que l'on établit

par récurrence, et dont 1'énoncé précédent se déduit immédiatement :

Si on a une suite infinie de facteurs consécutifs pris dans k classes

différentes, telle que le produit d'un nombre fini de ces facteurs consécutifs

soit encore dans une des k classes considérées, alors il y a une infinité

de facteurs consécutifs dans l'une au moins de ces k classes,

Le résultat est trivial pour k =1 ; pour k = 2 1la démonstration
egt exactement la méme que celle qui a été faite précédemment dans le cas

d'une partition de Xx* en deux classes, Le pas inductif se fait ainsi

Supposons que les hypothéses soient satisfaites pour une famille de
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X + 1 classes, et qu'il n'y ait point de suite infinie de facteurs dans
Ak+1 : en effet, dans le cas contraire il n'y a rien A démontrer, Si a

partir d'un certain rang il n'apparait aucun facteur qui soit dans Ak+1’
alors la famille des k premidres classes vérifie les hypothdses et 1l'hypo~
thége de récurrence donne le résultat ; sinon, chaque occurrence d'un mot

de Ak+1 est située A 1'intérieur d'une suite finie maximale de facteurs
dans Ak+1 qui se termine en un point ol ne commencent que des facteurs
situés dans les Xk premiéres classes, L'ensemble des facteurs qui joignent

de tels points satisfait aux hypothéses et grice 4 l'induction le résultat

est complétement démontré,

Exercice : Remarquer que la proposition pour les suiteg infinies ne découle
pas du résultat &tabli auparavant pour les mots (suites finies). Toutefois,
la méthode de démonstration ci-dessus peut €tre adaptée pour établir 1l'exis-

tence de rk(n) : quelle évaluation de rk(n) obtient-on par ce procédé ?
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B. SUITES BI-IDEALES

On appelle suite bi-idéale une suite infinie {kn s n € §} de mots de

X® satisfaisant aux hypothéses suivantes :
- ko i e

¢
-k, 4 €k XX, Vn.

Par exemple, la suite (fi) définie précédemment est pour n fixé et X
allant de 1 a 1'infini une suite bi-idéale, alors que fﬁ pour k fixé et n

variant n'en est pas une,

I1 est facile de constater que le terme courant d'une suite bi-idéale
a nécessairement une structure assez particuliére et c'est ce qui fait 1'inté-

rét du résultat suivant, démontré et utilisé dans [1]:

Si l'alphabet X est fini, pour tout entier n il existe un entier

k(n) tel que tout mot de X'& de longueur supérieure ou égale & k(n) ait

au moins un facteur qui est le n-iéme terme d'une suite bi-idéale.

Remarquonsg d'abord que ce résultat cesse d'€tre vrai si X est infini :

il suffit de considérer les mots ol une méme lettre n'apparait pas deux fois,

Si X est fini, soit q nombres de lettres et posons k(0) = 1,
k(n) . . .
k(n+1) = (14q Jk(n). Cette suite de nombres est trés rapidement croissante,
On démontre qu'elle jouit de 1la propriété annoncée en raisonnant par récurrence

sur n,
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Le résultat est trivial pour n = 1.

Soit £ dans Xk(n+1) : d'aprés la définition de k(n+1) on peut

écrire £ = £, f; ... fs avec s = 1 + qk(n) et fi dans xk(“).

k(n)

Comme il n'y a que q mots de longueur k(n) différents, il y

a nécessairement deux des fi au moins qui sont é&gaux, soit fi et fj
ces deux mots, en vertu de 1'hypothése de récurrence, ont un facteur kn
qui est n-idéme terme d'une suite bi-idéale, fi = fj = g kng', et f
stécrit £ = X° gkn g' x* gkn g x*, d'ou, avec le facteur kn x* kn'

le résultat.

H
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C. LE THEOREME DE VAN DER WAERDEN ET LES "CADENCES"
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Le théoréme de Van der WAERDEN sur les progressions arithmétiques

(c£. XHINTCHINE [6] ) s'énonce comme suit :

Qggggwggpnés deux entiers naturels quelconques k et 1 2. 11 existe un

entier n(k,1) tel que, si A = (a, a+1, a+2, ..., a+n(k,1)=1) est un

segnent quelconque de N de longueur n(k,l) y, divigé d'une facgon arbitrgire

en k clagses, alors dans l'une au moins de ces k clasges apparait une

progression arithmétique de 1 termes.

G. Th., GUILBAUD [5] en a donné l'interprétation suivante (voir aussi

J. GARDELLE [3] et J. GARDELLE et G. Th. GUILBAUD [4]) :

Soit X wun alphabet fini : dira que m € X® contient une "cadence"
d'ordre p s'il existe une lettre x € X telle que, parmi les occurrences
de x dans m , il s'en trouve p dont les rangs forment une progression

arithmétique.

Exemple : le mot aabaabba contient une cadence d'ordre 3 (aabaabba)

mait le mot abbaabba n'en contient pas ([3]),

Comme il s'établit entre un mot de longueur n et un segment de méme
longueur une bijection naturelle qui induit un partage du segment en k=Card(X)
classes (dont chacune est formée des rangs des occurrences d'une méme
lettre) et réciproquement, on peut donner au théoréme de Van der Waerden

la forme équivalente que voici ([4]) :
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Etant donnés deux entiers k et 1 , il)ggiﬁte"ug_ggtiegﬁmpgkl;)”;;g$

que tout mot de longueur n(k,1) sur un alphabet de k lettres contienne

au moins une cadence d'ordre 1.

La démonstration suivante est la simple traduction en terme de cadences

de celle qui est donnée par [6].

On procéde par récurrence sur 1 : en vertu du "principe des tiroirs"
on a n(k,2) = k+1. Supposons donc connu n(k,1) quel que soit k pour un 13> 2 :
nous allons construire n(k,l+1), en définissant deux suites d'entiers (qr) et
(nr) récursivement par : q, = 1, n, = n(k,1) et 9, =2n__, qr-1'nr‘"(kq ).

et en montrant que l'on peut choisir n(k,1+1) = q -

Remarquons d'abord que tout mot sur X de longueur rp peut &tre consi-
déré comme un mot de longueur p sur 1'alphabet (A k'lettres) x©

il s'ensuit que tout mot m de longueur L considéré comme mot sur er“’, a

longueur an et que par définition de n sa moitié gauche contient une

-1 r-1
cadence d'ordre 1, c'est 3 dire qu'un méme facteur de longueur 9y s'y
répéte 1 fois A intervalles réguliers ; soit d la longueur constante (comptée
en lettres de X) qui sépare deux termes successifs de cette cadence. Nous
adjoignons A cette cadence un (1+1)éme facteur de longueur q . , celui qui

se trouve A la distance d du dernier terme de la cadence : il est peut-étre
gifférent des 1 premiers termes, et peut-étre empidte-t—il sur la moitié droite
du mot m, mais il ne déborde certainement pas de m. Nous avons ainsi construit

une suite de 1l+1 facteurs équidistants de m, dont les 1 premiers sont iden-

tiques et dont le dernier a méme longueur que les autres, & savoir Uy

Au mot m de longueur q, nhous associons ainsi une suite D(m) de l+1 entiers,

formée des 1l+1 rangs des lettres initiaks des facteurs de longueur L de

e
)me

la cadence ci-dessus définie, complété par le (1+1 facteur., Il est clair
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que la suite d'entiers D(m) permet de définir sur un mot quelconque m' de
longueur q r une suite de 1+1 facteurs de m', non nécessairement identiques,
mais tous de longueur 9y Nous pouvons donc considérer D(m) comme un
opérateur qui a un mot m' de longueur 1, fait correspondre une suite de

1+1 facteurs de longueur q _, équidistants de m', que nous noterons D(m)m'.
En particulfer, D(m)m est la suite de 1+1 facteurs définie au paragraphe

précédent.

Soit 2 présent m de longueur qy ¢ appelons m, 1 < i< 141 1lesfacteurs

successifs de D(m)m, mioge 1<i, <141 ceux de D(n1) Mo Mgogogo
1’72 1 1'72'73
1 <i, < 1+1 ceux de D(m m, et ainsi de suite. Les facteurs m
- 3= 1,1 i1, i
sont de longueur U _q° les mi,j de longueur U o etc ... Par conséquent
les m

. seront de longueur q. = 1, c'est-i-dire des lettres de X.

11,12,...,1k 0

Comme par construction m. . . = m, . . our 1 < rc<k
11,12,...,1r A PERPYREERN M P ==

et 1< i1'12""’ir’ j1""'jr < 1 (car i1 <1 et j; £ 1 entrainent

m; =m.,donc D(m )m, =D(m )m, ‘et ainsi de suite) nous avons :
i, Jq 1 11 1 31

(1) mgo =

. . . m, . .. . pour 1 < r<k et
1’12""'1r’1r+1""1k J1,J2,...,Jr,1r*1,...,lk - =

1< ddgeendndeend <1, 1<

S trerripgoree el S 141

De la méme fagcon, du fait que m, sont

. . . m, . R .
1’12""1r-1’1r et 11,12,...1r_1,;r+1

toujours des facteurs "voisins" dans D(m m, .
171,000,1 11,12,...,1 , dont la
2 r-1

distance dr_1 ne dépend que de r, on déduit que les lettres

(2) m, i et m sont aussi

1\,...,11‘__‘,11”1}””,..., X 11""’ir—1'1r+”1r+1""’ik

distantas de dr-l’ pour 1< rc<k et 1< ....,ik < 1+1.

1
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Parmi les k+1 lettres m1t1,1+1.--~:}j1

Ve
k

M 141,141, 00,141
W
x=1

1,141, 000,141
k2

M, 1,1,141, 000,141

000060060000 000000 00

BT, eee, 1,141
w
1

m
1.1'...'1 '

au moins deux sont identiques, soit

(3) m = M
1000 s J+1 000,141 1,000, 141,...,1+41
P ’ .
luY—'J' ‘—-—-'—\/—‘——-—-‘k - l‘-—?—‘-‘ ‘—-—‘-\r-‘—-—‘k_’ avec r<s

Il en résulte que les 1l+1 lettres X4 9%4 s\'1,...,1.i,i....,i.;ln,1+1,...,1+1

b r=s

sont toutes identiques : les 1 premidres le sont en vertu de (1), et (3) signifie
que x, = X, .. Il reste A& prouver que ces 1l+1 lettres forment une cadence,
c'est A dire qu'elles sont é&quidistantes. Soit d(i) la distance séparant x; et

X;,q + aPpelons d(i,p), pour 1 < p < s-r, 1la distance séparant les lettres

m . . ..

Tyeee,1 , &”'“L’""IH, y 1,1,.000,1 ,&_+1,...1+1 et
r p-1 S=r-p+1 k-s

n

Tyeee,l , i+, 000,i41 , d,000,i , 141,...,1+1
—— L —~ -\ v— —
r P S=r-p k-s
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p=s-r
Or, on a d'une part d(i) = §~ d(i,p), d'autre part d'apreés (2)

p=1
d'ou il résulte que d(i) ne dépend pas de i, C.Q.F.D.

d(l,p) = dl“+p—1 ’
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A. NOTIONS FONDAMENTALES
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Le résultat principal de ce chapitre est que, si deux mots
u,v € x* (x £ ¢, mais non nécessairement fini) vérifient une équation
propre (en un sens qui sera précisé ultérieurement), ils sont néces-
sairement puissances d'un méme troisiéme w, uawh , vsvk. Nous uti-

liserons les outils combinatoires suivants :

I, Le lemme de F,W, LEVI :

Seient quatre mots a,b,c, et de x* tels que ab=cd, On a :

- si 1(a)>1(c) il existe dans X- un mot £ unique tel

que am=cf et d=fb ;

- si 1(a)=1(c) a=c et b=d ;

- si_1(a)<i(c) il existe dans X' un mot f unique tel

que af=c et b=fd.

Tout cela se vérifie immédiatement ; on peut remarquer que le
lemme de LEVI reste valable dans des monoides plus généraux, pourvu
qu'une notion de "longueur" y soit définie, comme par exemple celui
qu'on obtient en mettant bout A bout des graphes de fonctionsg réelles

définies sur des segments,
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II. LA RELATION DE CONJUGAISON DANS X",

Soient a, b, et ¢ dans x* tels que ab=bc., Alors il existe u

et v _dans X' et p entier tels que : a=zuv, c=vu, b=(uv)Pusu(vu)P.

La démonsgtration se fait par récurrence sur 1(b) :

- le résultat est vrai si 1(b)=0, il suffit de choisir

uzezb, v=a=C, et p:O.

- 8i 1(a) > 1(b), d'aprés le lemme de LEVI il existe £ tel
que a=bf et c=fb ; il suffit dans ce cas de choisir uab

et v=f, avec p=0,.
- 8i 1(b)=1l(a), il en va de méme avec f=v=e.

- 81 1(a) < 1(b), il existe £ tel que b=af et b=fc, ol
1(f) < 1(b) ; en vertu de 1'hypothése d'induction, on a :

a=uv, c=vu et f=(uv)Pu, d'od beuv (uv)puz(uv)p+1u.

Remarquons que ce résultat repose essentiellement sur le caractére discret
de la longueur des mots dans X* et cesserait d'dtre vrai, en 1l'absence

d'hypothéses supplémentaires, dans l'exemple évoqué ci-dessus.

Réciproquement ;3 il est clair que si a=uv et c=vu, pour b=u on a

ab=bc=uvu , par conséquent on peut éncncer :

Défirition : deux mots a et c de X® cont appelés conjugués s'ils

satisfont & 1'une quelconque des deux conditions équivalentes :
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- il existe b dans X  tel que ab=bc ;

- il existe u et v dans X* tels que a=uv et cC=Vvu,

Proposition : La relation de conjugaison est une équivalence.

Réflexivité et symétrie sont évidentes ; quant A la transitivité

on a : absbc, cb'=b'd entrafne abb'=bcb'=bb'd.

Remarque 1 : Si a est conjugué de b, a est obtenu par "permutation

circulaire® des lettres de b,

Remarque 2 : Si _aew' alors tout conjugué a' de a est de la forme

a'=w'", od w' est conjugué de w.

nl n8

n .
Soit en effet a=uv=w , on en tire u=w ‘w3 et v=wgw °, avec

n
w; wp=w et n=n;+nz+1. De a'avu, avec w'swy w;, on tire a'=w',
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B. LES MOTS PRIMITIFS ET L'EQUATION uv=vu,
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I. Définitions : On dira que deux mots g et f sont proprement conju-

gués s'il existe dans XX® deux mots u et v tels que gwuv et
f=vu, Ceci équivaut A dire que fh=hg pour h qui n'est puissance ni
de f ni de g : en effet, sous ces hypothéses on a f=uv et

g=vu, hu(uv)nu etni u ni v ne peuvent se réduire au mot vide ;

la réciproque est évidente. La relation de propre conjugaison n'est

évidemment plus réflexive : un mot qui n'est pas proprement conjugué de

lui-méme est appelé ggimitif.

=Eo=
Nous démontrerons que :

(1) Si un mot £ de XX  est proprement conjugué de lui-méme, il est

n
puissance d'un mot h de XX“, i.e.f=h,n>1, et réciproquement.

Il en résulte qu'un mot est primitif si, et seulement s'il n'est puissance

d'aucun autre mot que lui-méme, et on peut raffiner 1'énoncé ci-dessus :

(1') Tout mot proprement conjugué de lui-méme est puissance (>1) d'un

mot primitif. (On verra ultérieurement que ce mot primitif est uniquement

déterminé). Remarquons également que tout conjugué d'un mot primitif est

augsi primitif, et que si a=wn, w primitif, alors tout a' conjugué

de a s'écrit a':w'n, avec w' primitif, conjugué de w.
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II. Afin d'établir (1), montrons que :

(2) Si u et v sont permutables, i.e. 8'ils satisfort uv=vu, alors

u et v sont puissances d'un méme mot w. ([3 ]. lemme 3 ; ce résultat

a été ensuite retrouvé par différents auteurs, p. ex. GINSBURG & SPANIER
[2].lﬂme5ﬁ).

Il signifie que les seules solutions de l'équation uv=vu sont de

la forme uswh vzwk.

Vu la définition de la propre conjugaison, il est clair que (2)
implique (1). (2) se démontre par récurrence sur les longueurs de u et
v : si u=e, le résultat est trivial. Si u n'est pas puissance de v,
uv=vu exprime que v est proprement conjugué de lui-méme et donc
v=u'vievfu'!, v' et u' étant chacun de longueur strictement moindre
que celle de v , donc view" , et ul=w" ; de plus on a u=(u'v')iu'

qui est donc puissance de w ainsi que v.

Pour montrer que le mot primitif dont 1l'existence est assurée
par (1') est uniquement déterminé, nous ferons appel au résultat
plus général suivant, did & FINE & WILF ([1}, théoréme 1) qui précise

le lemme 4 de [3J.

III. Lemme : Soient a, b € X', a = 1(a), 8 = 1(b) et 6 = PGCD(a,B).

.

S'il existe deux puissance aP etm‘b%LJde a et b qui se mettent

N

sous la forme aP=vfw et bi=v'fuw' . avec 1(f)=a+p-6 et 1(v)=i(v')

(mod, §), alors a et b sont tous deux puissances d'un méme mot

m n
c, a=C et b=c .
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la démonstration que voici, inédite, est due & M, A. LENTIN,

Supposons d'abord 6=1 et o« < B, et montrons que dans ces condi-
tions a et b sont nécessairement puissances d'une méme lettre de X,
On sait que les résidus mod. B des puissances successives de o forment
exactement l'ensemble {1, 2, ceey 8-1} ¢t i1 en résulte que les
B premiéres lettres de f sont identiques, d'ou le résultat, En effet
la premiére et la (o+1)-idme 1le sont A cause de la périodicité en a ; s¢
h,k <B, hero (mod. B) et Xke(r+1)e (mod. B), alors la h-iéme
et la k-idme lettres de f sont identiques, car la h-iéme et la (h+a)-iéme
le sont par périodicité en a , et parce que h+a < 1(f£), et soit

k=h+o, soit k=hio~-f et alors la périodicité en b joue,

Si A présent §8yY1 , nous pouvons considérer a, b et £ comme
des mots sur l'alphabet Xs. Le raisonnement précédent montre alors
que f-gk, avec 1(g)=8, d'od a=g'"™ et b=g"", g" et g' étant
conjugués & g. Or la condition 1(v)zl(v') (mod. 8) signifie préci-

sément que g' et g" sont le méme conjugué de g.

Exercice : trouver des exemples montrant que les deux conditions de

1'énoncé sgont effectivement nécessaires.

L}
Il résulte en particulier de ce lemme que si on avait fh"=n'"

il serait impossible que h et h' Ffussent primitifs et différents,

Ceci achéve de prouver que :
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oit a € XX' : il existe un mot primitif b et un entier k> 1

—r

uniques tels que a=b”. ([3 ], corollaire 4.,2)

Exercices: Donner le nombre de conjugués différents d'un mot primitif,

Démontrer que u? v2=w? entraine uv = vu.
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C. L'EQUATION GENERALE A DEUX INCONNUES.
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I. NOTION D'EQUATION A N INCONNUES.

Nous formaliserons 1'idée intuitive de "relation liant n mots

dans x'tn de la fagon suivante :

Soit :E: = {g;, Ba,y ceey gn} un alphabet de n 1lettres, disjoint
de X, Une équation & n inconnues dans X* est définie par la donnée
de deux mots pu et v de :E:“. L'équation sera dite propre si u et

v sont non vides et si p ¥ v.

Résoudre cette équation, signifie trouver tous les homomorphismes
(] de:TT:" dans X - donc tous les n-uples de mots de x*

$€1, PE25 eeey ¢§n - tels que ou=@u. lLa solution ¢§i=e, izl.,..n

sera dite triviale,

Ainsi, 1'équation & deux variables uv=vu est formellement
définie par la donnée deg deux mots ET et TNE de "= '* = {§ ﬂ}\
p l—l [__J= ’ /
c'est donc bien une équation propre, et nous avons montré que les
seuls homomorphismes ¢ convenables sont obtenus par ¢§=wm, ¢ﬂ=wn,
w € X*, m, n € N, Nous alleons veir que c'est aussi, quand il en existe
dtautres que la solution triviale, 1'ensemble des solutions d'une

équation propre quelconque 3 deux variables, Dans le cas de trois

variables, 12 problame est ouvert,
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VARIABLES.

II. SOLUTION DE L'EQUATION PROPRE A DEU:

e R S i = s I e N e

La démonstration par récurrence utilisée pour obtenir (2) s'étend

au cas général comme suit :

Il est clair qu'on peut toujours se ramener par sgimplification,

A 1'un des deux cas :

peEETE et ven=™n
ou
BEETN et venTy e

Remarquons aussi que dans ces conditions, si ¢ est une solution

1(¢g)=1(9N) entratne @E=¢T, donc le résultat,

Pour prouver que la solution non triviale ¢ (dont nous supposons
1l'existence) est nécessairement de la forme prescrite, nous pouvons
donc supposer 1(9€)>1(¢N), et raisonner par récurrence sur 1(gE) :

pour 1(gE)=1 1le résultat est trivial,

D'aprds le lemme de LEVI, appliqué A gu=qu, nous avons ¢E&=(¢T)c,
pour un certain c¢ € XX®, Considérons donc 1l'alphabet :E:'a{ﬂ,c}, et

:E:'* dans X" défini par : YM=¢T et

l'homomorphisme Y de
Y(=C ; en remplacant ¢f par (gf)c dans ¢u et dans wu et en sim=-
plifiant par le ¢l initial commun, on obtient deux mots égaux de x*
qui sont les images par Y de deux mots pu' et vu' de :Eg'” 1'un
et 1l'autre non vides et différents : en effet, la suppression de ¢

dans oqu (qui commence par ¢§) laisse en début de mot un facteur c,

donc u' commence par ¢ + i1 en résulte que la suppression de oT)
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dans ¢u (qui commence par ¢1) laisse un facteur non vide, lequel
commence par §£ ou par @7, et en tous cas y' commence par T.
uw' et y' dJdéfinisgsent donc une équation propre, qui posséde une
solution Y telle que max(1(¥7M), 1(¥g)) < 1(9E) : 1'nypothése de
récurrence entrafine Ynawm ’ Yg=wn, d'ol nous tirons ¢ﬂ-?ﬂ=wm et

m+n

og=(on)c=(¥n) (YC)=w .

Exercice 3 Résoudre 1l'équation A& trois inconnues

ECE=T1T
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A, L'ORDRE LEXICOGKAPHIQUE

e e

Nous donnons dans ce chapitre une propriété classique de l'ordre
lexicographique., Le lecteur désireux d'approfondir la question pourra
se reporter A la thése de D, FOATA ([3J, chap. 5 et bibliographie) ;
sur les rapports de cette théorie avec les algébres de Lie 1libres,

voir P.,M, COHN ([2], P. 289 sq.)

I. DEFINITION DE L'ORDRE LEXICOGRAPHIQUE.

Soit X wun alphabet (non nécessairement dénombrable) totalement

ordonné : on peut é&tendre 2 X" 1'ordre de X par le moyen suivant :

-si £, €X et £€g3X" alors g< £ ;
-~ 3i f«xhxh' et g=hx'h", o0 x et x' sont dansg X, si
x> x', alors £ > g.

La relation ainsi définie sur X' est appelée ordre lexicogra-

phique induit sur X par l'ordre de X.

Exercices :

- Vérifier que les axiomes d'une relation d'ordre sont ef-
fectivement satisfaits et que deux mots de Xx® sont tou-
jours comparables (ordre total).

- On suppose que X esgt fini : soit n 1le nombre de ses

lettres, On pose pour chaque f dans x* R
1(#)
rf = 2: (n® dans X de xi) n~t on x; désigne la
1

i-idme lettre de f. Montrer que rf <ty «£3> f < g.

- L'ordre lexicographique peut-il &tre un bon ordre ?
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On déduit immédiatement des deux axiomes que si on a
et 1'une seulement des deux éventualités suivantes se produit :
- soit £€gX;

- soit quels que soient h et Xk dans X' on a fh> gk,

gt

Il en résulte en particulier que la concaténation dans X' n'ést
pas monotone & droite, c'est-d-dire qu'on peut avoir f < g et
gh < fh, comme c'est le cas par exemple pour f=a,g=ab et h=c (1'al-
phabet étant a, b, c}). En revanche, il est clair que la concaténa-
tion est monotone A gauche, i,e, que f < g entrafne hf < hg pour

tout h dans X*.
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B. LES MOTS DE LYNDON,
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Dang tout ce qui suit, la relation d'ordre sur X* est l'ordre

lexicographique.

I. Définition : Un mot de LYNDON est un mot h possédant 1l'une des 3

propriétés suivantes, qui sont équivalentes :

1= h est primitif, et pour tout conjugué h' de h, on a
h<h!;

2- pour tout conjugué propre h' de h, ona h<h';
propre
3- pour tout facteur droit k de h, on a h k.

Il est clair que 1- est équivalent A 2-,

2- implique 3- car supposons que h=lk, avec 1lfe et k < h,(i.e.
noys _avons :

que h ne satigfait pas 3-)jVsoit h € X X*, d'ol , en vertu de 1la

propriété fondamentale de l'ordre lexicographique, kl1 <h et h
* alors ‘o

ne vérifie pas 2-, soit h € x X', donc h=kl', 8i"Vh vérifie 2-

k1' < k1, ce qui signifie. 1' <1 et, comme 1 et 1' sont de méme
longueur, 1 & 1' x*, donc 1°'k < lk=h ce qui est contradictoire avec

l'hypothése que h satisfait 2-,

3- implique 2- car si on a h'akl < lk=h avec 14e, ceci entraine

k < h puisque k < k1.

Exercice : Donner une autre démonstration de 2- =3 3~ en choisissant

pour k 1le facteur droit minimum (dans 1'ordre lexicographique) de h,
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en remarquant que 1 et 1' sont conjugués et enfin qu'un mot de la

forme uvu, od ufe et vde , ne peut jamais satisfaire 2-,

I1 est clair que tout mot de X posséde une factorisation au
moins en mots de LYNDON, puisque les mots de longueur 1 en sont, Nous
allons voir que tout mot posséde une décomposition remarquable en mots

de LYNDON, laquelle est unique.

IT. THEOREME DE CHEN, FOX et LYNDON.[1J : Tout mot de X'  admet une

factorisation unique en mots de LYNDON, les facteurs pris dans l'ordre

ol ils apparaissent formant une suite non croissante, c'est-a-dire

f=hyhg...h ~—od les h, sont des mots de LYNDON et ol hy3ho>...2h .

Soit £ un mot de X© et g son facteur droit minimum dans

l'ordre lexicographique : d'aprés 3- g est un mot de LYNDON ; si

f{b s, posong f=f'g et opérons de méme sur f', obtenant ainsi un
second mot de LYNDON g' ; montrons que g < g'. En eflet g'g est
un facteur droit de f et d'aprés la définition de g,6g'g> g ; or si
on avait g' < g, on aurait soit g K g' X* et donc g'g < g, ce

qui est n'est pas soit g=g'k, auquel cas on doit avoir k > g
puisque g est un mot de LYNDON, ce qui entrafne g=g'k > g'g comme
précédemment. Si £'¥g', nous pouvons renouveler l'opération en posant
f'=f"g', on obtiendra un troisiéme mot de LYNDON g" et on aura

g <g'<g". Il est clair qu'au bout d'un nombre fini de pas on arrivera
a un ultime facteur gauche de f qui sera un mct de LYNDON : & ce

moment, on aura obtenu ure factorisation de f en mots de LYNDON qui

peut sg'écrire, au prix d'une renumérotation, f:hlhg.u,hm avec
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h. > h Montrons maintenant que cette décomposition est unique.

i i+1°

Soit hy2hz>..2h ~ une suite finie non croissante de mots de LYNDON
et thlhz...hm ¢ si on effectue sur f 1la décomposition précédente
on retrouvera la méme suite de mots de LYNDON, il suffit pour le prouver
de montrer que le facteur droit minimum de f soit g, est nécessai-
rement hm. En effet, g ne peut pas &tre plus court que hm puisque
hm' en tant que mot de LYNDON, est inférieur & tous ses facteurs droits,
et g ne peut pas non plus tre plus long car en ce cas on aurait
gzkbihi+1...hm pour un certain entier i < m, donc g >k et comme
k est facteur droit de hi-1' kzpi_1zpm, et g > hm ce qui est
contradictoire avec la définition de g comme facteur droit minimum

de Ff,

Remarque 1 : Le théoréme ci-dessus généralise la caractérisation 3- des

mots de LYNDON,

Remarque 2 : Si 912322,..ng est une sous-suite de la suite de mots
de LYNDON hy>hp>...2h (p £ m), alors 9192++.9, < hyhp...h , ainsi
qu'on le vérifie facilement par récurrence sur p.

ITII. Toutes les congidérations précédentes devenant triviales dans le
cas ou le mot f considéré est lui-méme un mot de LYNDON, on est
amené 2 s'intéresser 2 l'ensemble des facteurs droits propres de f :
le facteur droit propre minimum de £ est encore un mct de LYNDCN,
soit g et fzkg avec kf%. S0it maintenant f=h un mot de LYNDCHN,

alcrs k est également ur mot e LYKDCN et on a k < g. Comme 4 est
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un mot de LYNDON et que g en est un facteur droit, ona g> h > k.

Si Xk est de longueur 1, k est certainement un mot de LYNDON ; sinon,
goit 1 un facteur droit propre de Xk, montrons que 1 > k., En effet
1lg est un facteur droit propre de h et par conséquent 1g.> g ; or
ceci implique 1 > g car si on avait g > 1, on aurait soit g ¢ 1 x*
et alors lg < g, soit g=l1l' , et comme g est un mot de LYNDON

1' > g d'oux 1g > 11'=g ; donc 1 > g >k et k est un mot de LYNDON.

Réciproquement, si kX et g sont des mots de LYNDON et si g > k,
alors kg est un mot de LYNDON : montrons que si 1 est un facteur
droit de kg, 2lors 1 > kg. Si 1 est plus long que g , 1l=k'g ol
k' est un facteur droit de k , donc k'> k et comme k' est moins
long que k, k' €k X* , et k'g >kg. Si 1 est un facteur droit
de g, 1> g et il suffit de montrer que g > kg ; comme g > Kk,
soit g £k x* et g > kg, soit g=kg' ol g' est nécessairement

> g d'ou g=kg' > kg.

Aingi le produit kg de deux mots de LYNDON k et g est un

mot de LYNDON si (et seulément si) k < g et réciproquement tout mot

de LYNDON de longueur supérieure & 1 peut se mettre sous cette forme,.

Toutefois, cette décomposition n'est pas unique : aababb=a(ababb)
=(aab) (abb)=(aabab)b.
Exercices :

Dans toute la théorie précédente, remplacer l'expression "facteur
droit mirimum dans l'ordre lexicographique" par "facteur droit le plus

long qui soit un mot de LYNDON",
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Montrer que si un mot de LYNDON h admet une décomposition
h=k¢ , o Xk, g, sont des mots de LYNDON satisfaisant k < g, et
g <1 pour tout facteur droit propre 1 de Xk , alors cette décom-

position est unique,
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C. APPLICATION A UN PROBLEME DE SYNCHRONISATION.

I. On envisage le probléme suivant (L4], Remark 5) :
Etant donné un alphabet X & q lettres, et un entier positif quelconque n,

on cherche un sous-ensemble X de x? de taille minimale tel qu'un nombre

fini seulement de mots de Xx _n'aiént aucun facteur dans K, (ensemble "coupant"
Si on considére le graphe dont les sommets sont les mots de x* et od un arc
relie £ & g si et seulement si il existe dans X des lettres x et y
telles que fx=yg, cela revient a rechercher KX de taille minimale tel que

n . . .
le sous-graphe ayant pour ensemble de sommets X K soit sans circuits.

Appelons Mq(n) la taille minimale de K : on vérifie sans peine que

M2(2) =3 et que M2(3) 4,

Remarquons que si gq>1, Mq(n+1) > Mq(n) ; en effet l'ensemble des facteurs

gauches de longueur n des mots de Kn+1 forment un ensemble KA qui, sa

taille mise 3 part, satisfait A l'ordre n aux conditions imposées et d'autre

part il existe nécessairement dans Kn+1 deux mots différents qui ont méme

facteur gauche de longueur n, car sinon une famille infinie de mots n'ayant
aucun facteur dans Kn+1 pourrait &tre construite de la maniére suivante :
étant donné un mot £ de longueur n quelconque, il existe dans X wune lettre
x telle que fx n'est pas dans Kn+1' cela est vrai aussi du facteur droit
de longueur n de f£fx, d'ou fxy qui n'a aucun facteur dans Kn+1’ et on

itére la construction en trouvant & chaque fois un mot plus long que le pré-

cédent et n'ayant aucun facteur dans Kn+1'

On voit aussi facilement que Mq+1(n) > Mq(n), le monoide libre & ¢
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générateurs pouvant é€tre plongé dans le monoide libre & q+1 générateurs ;
par conséquent, Mq(n) tend vers 1'infini avec max (q,n) ; d'autre part,

il résulte de la définition que q-an(n) reste inférieur 3 1. On se pro-

pose de montrer qu'en fait nq M (n) tend vers 1 quand max(n,q) tend vers
q

1'infini.

Montrons d'abord que nq-nuq(n)-k 1. Pour cela remarquong que tout mot

de longueur n, soit f, est puissance d'un mot primitif g de longueur di-
visant n, et que par suite les différents facteurs de longueur n des puis-
sances successives £ de f, qui sont tous les conjugués de f, sont puis-
sances des différents conjuguégFEot primitif g. Il en résulte que pour rem-
Plir sa mission K doit contenir au moins une puissance d'un représentant

de chaque classe de mots primitifs conjugués de longueur divisant n. Soit
Lq(d) le nombre de classes de mots primitifs de longueur d (c'est aussi le
nombre de mots de LYNDON de longueur d), comme une telle classe contient exac-

tement d éléments (la conjugaison est équivalente A une permutation circulaire)

et que le nombre de mots de longueur n est qn, on en tire

qn =;n qu(d), d'ou n—1qn =dznn_1dlo<:l(d) Sdzfn Lq(d) < Mq(n).

Nous allons maintenant donner, A 1'aide de deux ensembles "coupants", deux
majorations de nq * Mq(n), l'une (II) tendant vers 1 quand q tend vers

1'infini, 1l'autre (III) tendant vers 1 quand n tend vers 1'infini.

II.a) Pour cela, montrons que si Kn est l'ensemble des facteurs gauches de lon-

gueur n des puissances des mots de LYNDON de longueur inférieure ou égale & n

(1'ordre lexicographique étant défini & partir d'un ordre total quelconque sur

X, qui est fini), tout mot suffisamment long a un facteur au moins dans Kn.
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Plus précisément, on montrera que toutmot f de longueur supérieure ou

n .
égale a (n—1) q +1  a un facteur dans Kn’ en raisonnant par récurrence sur le

. . n
numéro du facteur gauche de longueur n de f dans l'ordre induit sur X
par 1l'dordre lexicographique, lequel est au plus qn, on montrera que si le
facteur gauche de longueur n de f a pour numéro k, alors, si la longueur

de f est supérieure ou égale &3 k(n-1)+1, £ a un facteur dans K .

Si ce numéro est 1, alors nécessairement f commence par an, ou a est
la premiére lettre de l'alphabet, et an étant le facteur gauche de longueur
n des puissances de a, qui est un mot de LYNDON de longueur 1, est dans
Kn. Dans ces conditions il suffit que f ait une longueur supérieure ou égale
an (n=1(n-1)+1) pour avoir un facteur dans K , et 1'hypothése de récurrence

est vérifiée au rang 1.

Soit f' le facteur gauche de longueur n de £, et soit k> 1 le numéro de
f' dans Ve ; supposons que l'hypothése de récurrence est vérifiée pour tous
les rangs inférieurs a k.

Si f£' n'est pas primitif, f' = wS ol w est primitif ; si w est

un mot de LYNDON, alors f' est dans K ; sinon, soit w' 1le mot de LYNDON
conjugué de w(c'est 1'élément minimum de la classe des conjugués de w) : w'l w
et comme w et w' ont méme longueur on a pour tous x r, S dans X"

wr > w's,

En particulier, si f" est le mot de longueur n commencant & la premiére
occurence de w' dans f', le numéro de f" dans X" Soit k' est inférieur

a2 k. Or le facteur dwit de f qui commence avec f" a une longueur certai-

nement supérieure & k'(n-1)+1 si £ a une longueur supérieure ou égale a
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k(n-1)+1 et en vertu de 1l'hypothése de récurrence f£" (donc aussi £) a un

facteur dans K.

Si f' est primitif, s'il est un mot de LYNDON, f a un facteur dans
Kn puisque les mots de LYNDON de longueur n sont dans K ; sinon f' ad-
met suivant le théoréme de CHEN, FOX et LYNDON une décomposition non tri-
viale f' = g' g" ou g' est un mot de LYNDON et g" un produit de mots
de LYNDON avec g" ¢ €' d'aprés la remarque 2 (on a f£f" = hlha...hm, m>1
d'aprés le théoréme, et on pose g'=h, g"=hgh3...hm). On considére alors le
mot f" de longueur n commengant avec g" : si f£"¢ f' , l'hypothése de
récurrence entraine que f" a un facteur dans X, donc f aussi, dés que f
est de longueur supérieure ou égale & k(n-1)+1 car alors, comme précédemment,

egt certainement

le facteur gauche de f qui commence avec —?wvrag-longueur supérieur ou égale
4 (k-1)(n-1)+1;sinon, on a certainement £' = g"l car s'il n'en était pas
ainsi on ne pourrait concilier g" < £' et f" =g" wx > f' ; dans ces con-
ditons f'=g'g"=g"l montre que g' et 1 sont conjugués, donc il existe u
et v dans X© tels que g' =uv, l=vu et g"=(uv)Pu, et £'=(uv)p+1u, ce
qui montre que f' est le facteur gauche de g'p+2 de longueur n, donc que

f' est dans K .
n

b) Nous pouvons donc conclure que Mq(n) est inférieur 2 |Kn| qu'il s'agit

a présent d'évaluer.

Remarquons d'abord que '14 =iHnI od H  est l'ensemble des mots de
LYNDON de longueur inférieure ou égale & n : étant donné un mot g € Kn’ il
existe h € Hn tel que gzhsh', avec h=h'h", par la définition de Kn ;

on a h> h' et par suite le facteur droit minimum de g n'est pas plus long



que h' car pour tout mot de la forme kh'h' od k est facteur droit
de h, donc kX > h, on a kxh'h! > h > h' ; il en résulte que la décom-
position de g par le théoréme de CHEN, FOX et LYNDON commence par h,
ce qui entrafne que h est unique, On a ainsi une bijection entre Kn

et Hn’ et il faut maintenant évaluer ‘Hn‘ . Or on a vu précédemment que

¢ = 2 qu(n), d'ol Lq(n) < n~1qn et par suite

d|n
n n-1
: -1n ‘=1 j=-n
lﬂn' - Lq(i) <n q (1+ ) nj q° ), 1le facteur entre parenthises
i=1 j=1

n-1

peut s'écrire en posant k=n-j et x-q" 1 -Z xkn n-k, Or on a

k=1
n/n-k < k+1 comme on le vérifie facilement,
n-1 ®
Do -ny k k
nc on a nq q(n) < 1+ (k+1)x" < 1+ (k+1)x" ; et il reste
k=1 k=1

A montrer que la somme de la série (manifestement convergente) tend vers

(]
0O avec x, Or cette série est la dé~ivée de la série ZXh-xz/‘l-x, sa
A=?2

somme est donc é&gale i (2x-x2)/(1-x)3, qui tend vers zéro comme x.

Ceci montre donc que si q tend vers l'infini, et quelque soit par

ailleurs le comportement de n, nq-nH (n) tend vers 1. Il reste a obtenir
q

le méme résultat pour n tendant vers 1l'infini et q restant borné,

Nous allons pour cela construire un nouvel ensemble "coupant",.
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III. a) Il résulte de la démonstration précédente que l'ensemble
Kn_1 de mots de longueur n-1 , posséde la propriété que tout mot

suffisamment long admet un facteur dans Kn_1. A partir de ce résul-

tat, nous allons montrer que l'ensemble I; défini ainsi :
I& = {¥n ; X € x} U {xk ;s k € Kn-1 et k< x} posséde la

méme propriété. Il en résultera que le nombre d'éléments de I; sera
supérieur i Hq(n). Soit un mot £ suffisamment long pour avoir un
facteur dans In-1 , soit k , et supposons que k n'est pas facteur
gauche de £ et que le facteur de longueur n-1 qui précéde k n'est
pas dansg In_1 y C'egt-a-dire k=gy et que, xk étant facteur de £,

xg n'est pas dans Kn_ : alors nécessairement xk est dans X!

1 n'

car nécessairement Xk < x. En effet s'il n'en était pas ainsi, xg
serait dans Kpoq ! XS X entrafne x <z , ol z est la premiére
lettre de k. Examinons d'abord le cas o x < z : étant donné que g
s'écrit, en vertu d'un raisonnement précédent gahrh' od h est un
mot de LYNDON, r wun entier positif ou nul et h' un facteur gauche
de h , avec en plus r=0 s8i et geulement si h est de longueur n-1,
il est clair que puisque h , mot de LYNDON, commence par z)>Xx, toutes
les lettres de h , qui doivent &tre supérieures ou égales & z , sont
strictement supérieures & x ; il en résulte que tous les facteurs de
g dans sa décomposition de CHEN, FOX et LYNDON sont des mots de
LYNDON supérieurs & x , donc & tout mot commengant par X en vertu
des hypothéses, et que le mot xg est, comme on le voit par l'appli-

cation répétée d'une proposition démontrée précédemment, un mot de

LYNDDX de longueur n-1 , donc est dans Kn_1. Soit maintenant x=z ¢
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si gp:xnm2 , On a xg=xn~1€ K sinon, g a un facteur gauche qui

n-1 '

gs'écrit xut, ot t>x, il résulte des mé€mes considérations que pré-
cédemment que la décomposition de CHEN, FOX et LYNDON de g s'écrit

gzhlhz...hmxv ou 0<v<u etou h,> xu+1tw pour tout mot w ,

i
donc que xh1...hm est un mot de LYNDON de longueur inférieure ou
égale & n-1 commengant par xu+1, et que par suite xg est dans

X, _.

Noug avons ainsi montrer que si f admet un facteur xgy , si
gy est dans Kn-1 et si xg n'est pas dans Kn-1 alors xgy est
dans Ka o« 81 cette situation n'est pas réalisée, c'est que tous les
facteurs de longueur n-1 de f , 4 partir du premier sont dans Kn-1'
car sinon on pourrait appliquer le raisonnement précédent au facteur
droit de £ dont le facteur gauche de longueur n-1 n'est pas dans
In-1' Or en ce cas, soit £ admet un facteur de la forme xn, qui
est dans K; soit il apparait nécessairement dans £ un digramme
xz , avec x>z ¢ le facteur de longueur n-1 commencant par z,
soit k , étant par hypothése dans Kn—1 ,ona x>k et xk dans

Iﬁ : ceci achéve la démonstration que K; posséde effectivement la

propriété requise,

b) Une majoration du nombre d'éléments de Iﬁ se déduit de celle que

nous avons déja donnée pour le nombre d'éléments de In s & savoir
n n-1
E;k-1qk , on a donc Mq(n) < q+(q-1) E;qkk"1
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n-2

= n'1qn(n/(n-1) + ng 2: qk+1/i(k+1))'
k=1

Dans le facteur entre parenthéses, le terme n/(n-1) tend vers 1
quand n tend vers 1'infini, il reste donc a montrer que le second
terme tend alors vers O. Il peut &tre écrit, en posant h=n-k et

x=q-1 (1e cas trivial gq=1 étant é&liminé, on peut supposer x < 1),
n-1

2: xh-1n/(n-h)(n-h+1). De méme que précédemment, on a n/(n-h) < h+1 ,
h=2

d'od n/(n-h)(n-h+1) < {h+1)/(n-h+1) = n(h+1)/n(n-h+1) < (h+1)(h+2)/n

par le mé&me raisonnement. Par conséquent le terme en question est

n-1 ©
inférieur 2 2; xh-1(h+1)(h+2)/h 5_n-1 leh-1(h+1)(h+2) . La série
he2 h=2

est convergente et par conséquent ce terme tend vers zéro quand n tend

vers 1'infini, ce qui achéve la démonstration de la propriété annoncée,
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CHAPITRE v

«Q=0=0=0=0=0=0=0~

Automates finis et K-langages

A - Le théoréme de Kleene
B - Automate minimal reconnaissant un X-langage

C - Automate "boustrophédon”.
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A. LE THEOREME DE KLEENE

N.B. La bibliographie des automates finis est abondante et recouvre

des sujets variés, de 1'algébre A 1'électronique. Pour situer les au-
tomates finis par rapport aux autres classes d'automates, on pourra con-
sulter le livre de M. GROSS et A. LENTIN [4] qui donne, de plus une bi-
bliographie ecritique ; sur le point de vue américain, voir M, HARRISON
[3] chap. 9-15 ; l'ouvrage de référence des spécialistes de langue al-
lemande est le petit livre de V.M., GLUSCHKOW [2] , qui donne un exposé
trés clair et de précieux renseignements de détail ; on trouvera un trai-
tement algébrique direct du théoréme de KLEENE dans l'article de

Mc XNIGHT [6].

I. Notion d'automate fini.

a) Définition : Un automate fini 6[ est un quintuplet

U = ¢x, 8,5, s°, £) o

X, appelé alphabet d'entrée de (I , est un ensemble non vide quelconque ;

S, ensemble d'états de a » €est un ensemble non vide fini disjoint de X ;

S', ensemble des états finaux de (L , est un sous-ensemble distingué de S ;

s®, état initial de a , est un élément distingué de S ;

£, 1la fonction de transition de l'automate, est une application de SxX dans

Lorsque X est fini, on peut représenter l'automate fini (L par son

graphe G, (en anglais "state-graph") ainsi défini

S.
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G% est le multi-graphe (orienté) dont les sommets sont les états
de L (€ S) ; de chaque sommet partant Card (X) arcs, chacun d'eux
étant étiqueté par une lettre de X ; l'arc ayant s € S pour extrémité

initiale, étiqueté x € X a pour extrémité terminale £(s,x) € S.
Exemples : &;: X = {x,y} s={o,1.2} §'= {1} s®* = 0

2(0,x)= 0, £(0,y)= 1, £(1,x)=£(1,y)= 2, £(2,x)=£(2,y)= 2.

Gm’i prend la forme :

(D
e Y t >

(:::' -‘___,,7 \gi:>1,
LLL t X = {x,y} S = {9,1,2,3.4} s = {p.z}

f(ooY)=f(1 ,x):!(z,y):f(3,x):f(4,x)=f(4,y)=4 ’

£(0,x)=1, £(1,y)= 2, £(2,x)= 3, £(3,y)= 0.

n

i
\z

®

0
G OLL prend la forme : ]
3

'b

b) R8le de X,f et s® : structure algébrique de 1'automate.

Supposons X fixé : la donnée de £ et de s° définit sur S une
"gtructure algébrique" (cf. par exemple SZASZ [10] P. 37 et 188 sq. ;

COHN [1] p. 47 8q.) ou “"algébre universelle" (KUROSH [5] p. 91 sq.) avec

- une opération zéroaire, qui distingue s° ;
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- X comme ensemble d'opérations unaires ; d'ailleurs, comme
les applications de S dans lui-méme sont en nombre fini,
on peut se borner A prendre pour ensemble d'opérations
unaires un quotient fini de X.

Nous avons donc les notions habituelles d'homomorphisme, de congruence,

et d'automate quotient,de sous-automate (contenant nécessairement s°),

de produit direct etc...

Rappelons quelques définitions :

- une congruence § de l'automate ([ = (X,S,S%,s°,f) est une
équivalence f sur S telle que, pour tout x € X, s = t

(mod. 8) entratne £(s,x) = £(t,x) (mod. B).

- dans ces conditions, l'automate quotient est (£/B = (X,S/B ,

s'/B , B(s°) , £)> avec ? (B(s) , x) = B(£(s,x))

= un homomorphisme ¢ de l'automate Q= (X,S.S',s°,£) dans

1'automate ~5= (x,7,T',t°,g) est une application ¢ de
S dans T telle que : ¢s® = t®* et pour tous x € X,

s € s, ¥ f(S:x)=9(¢!-x)-

Exemple : Dans l'automate Qi y 1'équivalence B qui a pour classes {O}

et {1,2} est une congruence, Le graphe de @VB est

: D
G5

L'homomorphisme canonique de Q,_ sur Q'a/a est o : @ 0 = 0, cp1=qa2='1' .

(&

!'.t



Exercice : Déterminer toutes les congruences et toutes les images homo-

morphes de l'automate CZZ .

£ peut &tre considérée comme une application de X dans le monoide

Ss des applications de S dans lui-méme : on peut donc 1'étendre cano-
niquement & un homomorphisme ™ de x* dans Ss , Ce qui se fait par

récurrence :
- £™(s,e)=s pour tout s € S ;

- f*(s,wx)cf(f*(s,v),x) pour tout s € §, tout w € X et

tout x € X.

L'image de x* par £ est appelée le monoide associé & l'automate

noté MQL ¢t en tant que sous-monoide de Ss il est fini., Réciproquement
un monoIde f£ini quelconque M , image homomorphe de x* , Par @ permet
de définir un automate fini ayant X comme alphabet d'entrée, les &1é-
ments de M pour états, 1'état initial étant 1'élément neutre ¢ e ,

et pour fonction de transition £(m,x)=mgx, obtenu en plongeant M dans

MM par sa représentation réguliére droite.

Remarquons qu'un homomorphisme (d'automates)de A sur lg’ induit

un homomorphisme (de monoides) de M,  sur Mg

Se donner un automate fini d'alphabet d'entrée X n'est donc qu'une
manidre (particulidrement bien adaptée A certains problémes, comme nous

le verrons) de se donner un homomorphisme de x* dans un monoide fini.
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Remarque : 1le méme monoide peut &tre associé A plusieurs automates dif-

férents.
Exemple : Le monoide associé A 1l'automate (:li ci-dessus est Mm'i :
Ma‘z {w,&, €, 1\} , avec £=¢ge, E=9Xx, NM=9y et

0O~ 0 0O—> 0 (e | 0—> 2

1> 1 el1—+» 2 (1> 2 ol1—>2 (zéro de M)

2 —>» 2 2 —>» 2 2 —-» 2 2 -y 2
Table de MQI: ! Graphe de l'automate associé A Hmi
© & £ 7 C“)
® © ) » w v
* Y J
Eleo & € 1 \\\\\\* 3
. = g — wo
e | w € g 1 1 —
1 ® 1 . ® } ‘y

Exercices :

1.- Calculer le momoide M,  associé A 1'automate Qk, précédent et

1'automate déduit de M .
Q,

2.- Soient (L un automate fini ayant X pour alphabet d'entrée ,

My= q:X* son monofde associé et (1 1'automate déduit de My: montrer que

*
.
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1'application qw —> f*(s°,w) ol £ est la fonction de transition de (.

et s° sgon état initial, est un homomorphisme d'automates.

c) RGle de S' : le langage accepté par 1l'automate.

Définitions : Un mot w € x* est accepté par l'automate ([ = {X,s5,8',s°,£)

si, et seulement si f*(s°,w) € S'.

L'ensemble L(&) de tous les mots de x qui sont acceptés par

l'automate fini (] est appelé le langage accepté par (2 .

Une partie L de X pour laquelle il existe un automate fini

tel que L = L(OL ) est appelé un langage de XLEENE ou K-langage (sur

cette terminolegie, voir [4}). Nous noterons g(x) l'ensemble des X-lan-

gages contenus dans x™.

Exemples : L, = x”y et Lz = (xy)“ sont des K-langages, car ils sont

acceptés respectivement par les automates Cl'et 621 décrits en I a).

Le langage L = {xn y'n i n € E} n'est pas un X-langage : supposons
qu'il soit accepté par un automate f£ini (= ({x,x}, S,58',8°,£) et soit
P = Card (S). Pour n > p il existe certainement n' < p tel que
f(s',xn)at(s',xn') et dans ces conditions si x" y* € L(Cl) on a aussi

L'y eL(@d) done L AL(Q).

Exercices :
1.~ Déterminer les K-langages reconnus par les trois automates décrits
jusqu'ici en prenant pour chacun tous les ensembles d'états terminaux

possibles,
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2.- Automates finis "non déterministes”™ : on appelle ainsi un automate
fini dans lequel la fonction de transition est multivoque, i.e. £(s,x)cS
et non plus nécessairement f(s,x) €S ; les autres définitions sont les
mémes que dans le cas "déterminisgte”. Montrer que si L C X* est accepté
par un automate fini "non déterministe®™ il existe un automate fini "“déter-
ministe” qui accepte L. (Suggestion : passer aux parties de S). Ce

résultat cesse d'é@tre vrai pour d'autres classes d'automates (c£. [4]).

Si au lieu de considérer l'automate nous envisageons son monoide
associé, M , nous constatons que le mot w € & est accepté par l'au-
tomate si, et seulement si, son image ¢w dans M envoie s° dans S',
¢w(s®) € S ; il en résulte que L( (L) vérifie o o L(Q )=L( ),

i.e. que L(U) est une partie saturée modulo la congruence nucléaire

de 1'homomorphisme ¢ . Réciproquement, soit L c x® une partie saturée
modulo une congruence d'indéx fini 9 : alors L est un K-langage, car

il est accepté par l'automate associé au monofde quotient x*/e pour
lequel on prend comme ensemble d'états finaux les classes mod. ) contenues

dans L.

Proposition : L c x* est un X-langage si, et seulement s'il existe un

homomorphisme ¢ de X* dans un monoide fini tel que ¢'1 ¢ L=L.

Corollaire : L'image inverse d'un X-langage dans un homomorphisme de

monoides libres est un K-langage.

Exercice : Montrer que si u,v € X* , uv £ vu , alors {un N - g} fx(x).
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II - Le théoréme de XLEENE : K(X) est la plus petite famille de
parties de X' contenant les parties de X et fermée par union,

produit et passage au sous-monoIde engendré ("étoile").

Remarquons d'abord que P(X)cK(X) : X'CX est accepté par 1l'automate

Cci-dessous !

/ 1  unique état terminal

)(/?
état initial X

0

x\x\';LO X

a) Propriétés de fermeture de X(X).

Proposition 1 g(x) est fermé par union, complémentation (donc par in-

tersection), produit et étoile.

- Complémentation : On passe de L & X*\L en passant

de S' a S\S'.

- Union : On fait le produit direct des automates.

si L=L(&), = (x5,5,s,£) et L'=1L(B),
;@-g X,T,T',t°,9) alors L UL' = L(Ax5), avec
U x B= {X,8xT,8'xT U SxT', (s°®,t°), fxg) od fxg est définie par

fo((slt) ox)"(f(sox) 9g(tox))'

Exercices :

A e

1.- Démontrer directement la fermeture par intersection.

2.~ Vérifier que le monoide associé au produit direct de deux automates
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est le produit direct des monoldes associés aux deux automates com=~
posants, et en tirer une preuve de la fermeture de ;_(x) par union

et intersection utilisant la proposition du § 1 ¢/ .

- Produit : soient L =L( (L) et L' = L(L ) comme
précédemment ; alors LL' = L(L ) avec L =(X,5xp(T) ,
Sx {ACT ; ANT /y/} , (s*,#), h) od h se défi-
nit par : h((s,A),x)=(2(s,x), {s(t,x);t € A}) si
#(s,x) €8 et n((s,A),x)=(2(s,x), {s(t,x);t € A} u {t})

si #(s,x) € s',

- Etoile : Si L = L( L) comme ci-dessus, et si e €L,
alors L* = L(Q') avec e {e(s) , {A cS; ANS' /£ ﬂ'}.
{sf}, F) od F est définie par F(f,x)=f ,
r(A,x) = L__J P({s},x) avec

s €A

F({s},x)-{!(s,x)} si #(s,x)€ 8' et F({s},x)g

{f(:,x),s‘} si f£(s,x) € 8'.

Si e t'L, comme L“ = (L §) {g})". NousS NOusS ramenons au cas
précédent en remarquant {F} € X(X) (accepté par exemple par 1'au-
tomate ci-dessus avec S' =« {p}) et en faisant appel A& la fermeture

de X(X) par réunion.

Remarque : On peut également, pour le produit et pour 1l'étoile, cons-
truire des monoides permettant de prouver la fermeture de £(X) sans

faire appel aux notations des automates finis : pour le produit, voir
[8] : pour l'étoile, la construction est compliquée et ne présente

(actuellement) pas d'intéré&t particulier.



- IV.11 -

b) L'algorithme de Mc NAUGHTON & YAuADA [7].

e e =

Cet algorithme permet, un automate fini étant donné par son
graphe, d'obtenir une expression régulidre décrivant le langage

qu'il accepte,

Définition des expressions réguliéres sur un alphabet X
- 8 X' cX, X' est une expression réguliére ;
%
- Si A et B sont des expressions réguliéres, (A)",(A)(B) et
A U B sont des expressions réguliéres ;
- Toutes les expressions réguliéres sont obtenues 4 l'aide des deux

régles ci-dessus.

I1 est clair que toute expression régulidre décrit un sous-ensemble de
X!, et que l'ensemble des parties de x* qui sont susceptibles d'une telle des-
cription est exactement 1'ensemble visé dans le théoréme de KLEENE; nous savons
d'apre¢s les résultats précédents qu'il est inclus dans K(X), et 1'algorithme

de McNAUGHTON & YAMADA va nous donner la réciproque.

Il est aussi clair que des expressions réguliéres dif-

férentes peuvent représenter le méme X-langage : par exemple , avec

X = {x.y} » (yx)*y U (yx)* (yy ux) [x Uy (y)* (yyu x)]*Y(yx)*y
= (yx U (x U yy) x*y)* y.

Décrire le langage accepté par l'automate, revient i décrire
l'ensemble des chemins de son graphe conduisant de s°® aux dif-

férents sommets de S' : en fait l'algorithme permet de décrire

tou

=

les chemins du graphe allant d'un sommet s & un sommet t,
en procédant par récurrence sur le nombre de sommets intermédiaires

empruntés par ces chemins,
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Nous noterons V(s,t,P), od s,t €S, PcS et s,t€P,
1'ensemble des cheming allant de s A& t en ne passant entre s
et t que par des sommets € P, et pour s,t € Q,V(s,t,o) 1l'en~
semble des chemins allant de 8 & t en ne passant par aucun
sommet extérieur &4 Q¢ : ainsi pour Card P = 0, V(s,t,P) se
réduit A 1l'ensemble des arcs du graphe joignant s & t , qu'on
peut identifier A 1'ensemble de leurs étiquettes X C X ; et

s, t
w(s,t,Q) = @ si Card Q = O,

Pour Card P = 1 , soit P = {p} , on aura V(.-.,1:,1’)::)(3.p(xp’p)”)tp.t
sous forme d'expression réguliére ; et pour Card Q = 1,

Q = {q}, w(q,q.o)a(xq'q)“. Le but A atteindre est W(s,t,S) : sup-

psons que pour tout Card P < k < Card 8 et pour tout Card Q < k <Card S
nous soyons en mesure de décrire par expressions réguliéres tous les
ensembles V(s,t,P) et W(s,t,Q), s,t € § : nous venons de voir que

cette supposition est réalisée pour k = 0 et k = 1 , nous passons

donc & k + 1, Soit :

Card Q = k+1 : on a W(s,t,Q)=(V(s,s,Q\ {’}))T(e\o?ggx"‘v(q'm\{’})]
q

comme par hypothése on a s € Q , Card (Q\;{s}) = k et 1'hypothése

de récurrence s'applique.

Soit Card P = k+1 : on a V(s,t,P) = U X v(p,p',P)X_, ..
p.p‘GP S,P P o €

Ceci termine la démonstration du théoréme de XLEENE.
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c) Congéquence du théoréme de KLEENE : 1l'image d'un K-langage sur

un alphabet fini dans un homomorphisme de monoides libres est encore

un K-langage.

Soit ¢ un homomorphisme de x* dans Y® ; alors
@ K(X) € X(Y), car si L c X* est obtenu A partir de P(X) par un
nombre fini d'unions, de produits et d'étoiles, ¢ L s'obtient de
la méme fagon & partir de P(p X) ; or, X étant fini, pour X' cC X
@ X' est une partie finie de Y*, et par suite se calcule a partir
des parties finies de Y par union et produit ; ¢ L est donc un

K-langage.
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B. AUTOMATE MINIMAL ACCEPTANT UN K-LANGAGE DONNE.

-y g w2 gy W = gy o T2 I gy e gr @ I e ST S I SS I G En GgD eI eeIT G DT eI eI SR CT e e

Soit L wun X-langage sur un alphabet X : si Cl est un
automate fini qui accepte L , nous pouvons supposer que "tous les
états de l'automate servent A quelque chose", i.e., que pour tout
état s il existe w € X' tel que f“(s’,v):s . L'automate est

alors dit connexe : dans ce qui suit tous les automates seront

supposés connexes.

I. Automates finis, équivalences réguliéres 3 droite et congruences.

A tout automate fini Cl(connexe) ayant X comme alphabet
d'entrée correspond une équivalence réguliére a droite sur x*
notée B(L’ définie par w z w' (mod. 9d ) si, et seulement si,
£%(s°,w)=£®(s°,v') ; réciproquement, cette équivalence permet
de définir un automate fini noté Clg, dont les états sont les
classes d'équivalence, l'état initial la classe de e , et la fonc-
tion de transition ¥(A,x)= classe de Ax , et qui est isomorphe
A 1l'automate initial (L . De la méme facon, nous associons A toute

équivalence régulidre a droite @ d'index fini un automate fini 0%.

La relation entre deux équivalences réguliéres a droite 9
"

)
et O : 0 < @ se traduit pour les automates associés par Clg, est

%
image homomorphe de 619‘

Soit M = ¢ Xx* 1e monoIde associé & l'automate fini (L : 1a

congruence nucléaire 6; de ¢ est la congruence de x* Plus fine
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que &a’ maximale. Il est clair que 6% S.éh,° Soit O une congruence
quelconque plus fine que G%L : elle est aussi plus fine que 9? car
vew (0) entrafne uw = uw' (0 ) quelque soit u € X* , et

par suite £%(s°,uw)=£*(s°,uw') (car O < Qa) soit, avec £ (s°,u)=s,
£*(s,v)=*(s,w') ; cette &galité vaut pour tout s puisque (L est

connexe et elle signifie Qo w =g w', i.c. w=zw 8?)'

Enfin, il est clair que le langage accepté par l'automate est
une partie saturée par l'équivalence réguliére A droite associée et
que réciproquement, si une partie L de X* est saturée par une
équivalence réguliére a droite d'index fini, c'est un K-langage ac-
cepté par l'automate que définit cette équivalence, en prenant pour

états finaux les classes d'équivalence incluses dans L.

Nous avons ainsi complétement traduit le calcul sur les auto-
mates finis en termes d'équivalences réguliéres a droite et de con-

gruences,

Proposition:: Une partie L de X® est un K-langage si, et seulement
s'il existe une équivalence réguliére 2 droite d'index fini pour

laquelle L est saturée,

Exercices :

1.~ Remplacer dans la proposition ci-dessus "a droite"™ par "A gauche".

2.- Montrer que la donnée d'une équivalence réguliére A droite (resp.

2 gauche) d'index fini pour laquelle un X-langage L est saturé
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permet d'écrire immédiatement une K-grammaire droite (resp. g .che)

engendrant L, (cé£. [4])

II. Automate minimal, équivalence principale A droite et congruence

syntaxique,

Soit L wune partie quelconque de ) gl 1'équivalence réguliére

4 droite GL (resp. la congruence YL ) maximale pour laquelle
L est saturée a pour expression : w = w' (mod. 9(.) si, et seule-
ment si, pour tout v € X* , w €L &% w'v €L ; (resp. vz w'
(mod. yL) si, et seulement si, pour tous u,v € K+ , uwv € L g>uw'veL)
L est saturée mod. 9‘_ et mod. vy, A cause de la présence dans X'
de 1'é&lément neutre e ; il est clair que OL est une équivalence
réguliére A droite (resp. Y, une congruence) ; et si 9 est une
équivalence réguliére A droite pour laquelle L est saturée, on a
vaw (mod, 0 ) wpr wwz w'v (mod. ) ) donc wv €L &3 w'v €L
pour tout v € x", i.e. w e w' (mod. QL ) et 91. est bien maximale

(m8me démonstration pour la congruence).

YL s'appelle la congruence syntaxique et 9L 1'équivalence
principale A droite de L. Nous noterons 0.1_ 1'automate associé

A 9(. et M, 1é monolde quotient X*/YL.

It résulte immédiatement de leurs définitions et des remarques

du paragraphe précédent que :
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- gi CZ, est un automate (connexe) acceptant L , CZL est
image homomorphe de (L . Nous dirons donc que Cli est

l'automate minimal acceptant L.

- €1 ¢ est un homomorphisme de X* sur un monofde fini

tel que ¢‘1 oL =L, M est image homomorphe de QX! H

L

HL est appelé le monoide syntaxique de L.

Réciproquement, ces propriétés caractérisent l'automate minimal et

le monolde syntaxique a4 un isomorphisme prés.

De plus, on voit facilement que le monoide syntaxique de L

est isomorphe au monoide associé A l'automate minimal acceptant L

ils sont en effet, en vertu dé ce qui précéde, image homomorphe 1l'un
de l'autre,

p *. 0
Exemple : Soit L = x y. L2 troisg classes :

- xn. dont tous les mots sont envoyés dans L par des

facteurs (droite),de la forme x'y ;

- x“y, dont les mots ne peuvent &tre envoyés dans L que

par le mot vide e ;

- x“yxxﬁ, dont les mots ne peuvent pas &tre envoyés dans
L par un facteur droit.

L'automate minimal est isomorphe & (.

La congruence syntaxique YL de L a quatre classes :



xx a gauche et x*y
4 droite

{e} qui peut étre envoyé dans L par % A gauche et e

<

x
4 droite

X o

-t qui peut &tre envoyé dans L par x A gauche

et x“y 4 droite geulement ;

x"y qui peut &tre envoyé dans L par x’e 4 gauche

et e A droite ;

- x“yXX“ qui ne peut pas &tre envoyé dans L.

La table du monoide syntaxique est celle de M w, oo

Exereice : Calculer l'automate minimal et le monoIde syntaxique

de (xy)* et de ((xy)?)™.

III. Calcul de l'automate minimal 4 partir d'un automate acceptant L.

Soit M = cpx" un monoide quelconque tel que ¢~ ¢L =L ;
H

on peut définir comme en II 1'équivalence principale A droite QL

de oL et la congruence syntaxique y’f de oL dans M : ces
notions ne font pas appel & la liberté de X'. D'aprés le (premier)

théoréme d'isomorphisme, U«L et ﬂL sont isomorphes resgpectivement a

"/0,, et A ﬂ/‘“ .
L

L
n
8i M est fini, on peut (théoriquement) calculer 91. et xf
par exhaustion :
par exemple, soit L = x“yx* :{ en prenant M = “Q'. , 11 est clair

que L = ¢'(M,0). On a alors :



- 1IvV.19 -

£s € (mod. 9: ) car &7, £1, fw, Ew € {n,w} et €, £2, €%, ¢ £ {ﬂ,@}.

Mz e (mod. 9:_1 ) car nzi wT, wa' Tw, ME, NE, wg, wl € {T\.W}

et £ w .

D'ou l'automate minimal acceptant L :

Toutefois, ce calcul peut &tre malaisé :

On peut simplifier ce calcul dans le cas o M est le monoide
asgocié & un automate fini Cl, acceptant L : en effet, (L déginit
dans M (comme dans tout monofde dont M est image homomorphe) une
équivalence réguliére a droite (comme en I) qui est plus fine que 9: :
d'aprés le premier théoréme d'isomorphisme, CiL est isomorphe 2 C%V 8

n
ol P est la congruence de (L induite par 9L .

Le calcul de B est facile : s = t (mod. B) si, et seulement
* M
si, pour tout w € X', £ (s,w) € S' == fﬁ(tov) € 8', i.e. si, et seulement

si, pour tout m € M , m(s) € 8' £ m(t) € s*.

Exemple : CR| accepte L x = x“yx" gi on prend comme ensemble d'états
finaux S' = {1,2}. On peut adopter pour le calcul la disposition
suivante 3

On écrit en colonne la liste des états de C%,. et en ligne on énumére
les mots de X#, en supprimant ceux pour lesquels un représentant de

la méme classe (mod. @) a déja été écrit, i.e. pour lesquels on a déja



- 1IV,20 -

rencontré un mot ayant méme action sur S : M étant fini, au bout
d'un certain temps on n'écrit plus aucun mot, on a alors développé
le monofde M tout entier, et il suffit de cocher dans le tableau
les états de S' pour que les états équivalents soient dénoncés

par l'identité des lignes de marques qui leur correspondent. Ici on

aura
l e b 4 y yx
0 0 0 1 2 car x® = x, xy = y,y°= yx et
O R 2 2 2 ¥z ¥®x = yxy £ yx, et on voit que
2 2 2 2 2 1 = 2 (mod. B). On retrouvera bien
\ A Y

l'automate minimal précédent.

Exercice : Retrouver de cette maniére les automates minimaux accep-

tant  (xy)* et ((xy)2)*.
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C. AUTOMATES FINIS "BOUSTROPHEDON"

T D I g e e s e T G g e T G I e g e e e g ez we 2 @

Nous exposons ici un résultat de RABIN et SHEMERDSON [9] H
"Tout langage accepté par un automate fini "boustrophédon" (en an-

glais : "two-way finite automaton”) est un X-langage".

I. Notion d'automate "boustrophédon”.
Un automate fini "boustrophédon™ est un quintuplet

33 = (X,5,8',8s*,F) od X,S,S' et €° gont comme en A.I-a), mais
ou F est une fonction non plus de SxX dans S, mais de SxX dans
{-1,0,1} xS, Mig en présence d'un mot w € X*, ltautomate “boustro-

phédon" se comporte comme suit :

- dans 1'état s° , l'automate subit l'action de la
premiére lettre de w , soit x , i.e. il passe dans
1'état s tel que F(s®,x)u(i,s) et selon que i=1,0
ou -1 il va subir ]l'action de la deuxidme lettre de w,
subit A& nouveau l'action de la premiére lettre de w ou

s'arréte,

- d'une facon générale, si 1l'automate dans 1l'état s subit
1l'action de la k-idme lettre de w , soit x , il passe

dans 1'état t tel que F(s,x)=(i,t) et selon que
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i=1,0, ou -1 il subit ensuite l'action de la k+1-éme
lettre de w , si elle existe, ou s'arréte dans le

cas contraire, ou subit & nouveau l'action de la k-iéme
lettre, ou celle de la k-1-é&me si elle existe ou s'ar-

réte sinon.

On voit que l'automate a trois possibilités : s'arréter en
sortant "4 gauche™ de w , tourner indéfiniment sans sortir de w ,
ou s'arrter en sortant "A droite” de w . Le mot w est acegepté
par l'automate si, et seulement gi, ce dernier sort "a droite" du
mot et s'arréte alors dansg un état s € S', Comme précédemment, le
langage accepté est l'ensemble de tous les mots acceptés par l'au-

tomate,

Il est clair que cette notion généralise celle d'automate
fini : i1 suffit de prendre F telle que F(s,x) € {1} x § pour

retrouver la définition précédente.

II. Démonstration du théoréme.

Soit L = L(J5 ) un langage accepté par un automate "boustro-
phédon" JS‘. Nous allons prouver que L € g(x) en montrant que

1'équivalence principale & droite 6?1 est d'index fini.

Considérons l'application J de X”\\{g} dans l'ensemble des

applications de S U {t°} dans S U {0} , o O0,t° € 8, ainsi définie :
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pour w € X" y W / e , J(w)s = 0 8i l'automate, subissant dans
1'état & € S 1 action de la derniére lettre de w , et ensuite
se comportant comme il a été dit ci-degsus, sort "a gauche" de

w ou n'en sort jamais ;

J(w)s = t si, dans les mémes conditions que ci-dessus, l'automate

sort "a droite” de w dans l'état t € S ;

J(w)t®= O si 1l'automate, subissant l'action de la premiére lettre

de wv dans l'état s° , en sort ensuite A gauche ou n'en sort pas ;

J(w)t®= s si, dans les mémes conditions, il sort de w "a droite"

dans l1'état s .

I1 est clair que J(w)=J(w') entratne w = w' (mod. é)L ).
L'équivalence sur X* obtenue en laissant e seul dans sa classe
et en divisant XX* selon 1'équivalence d'application de J est
donc plusg fine que GL ; mais, S étant fini, 1l'équivalence d'ap-

plication de J est d'index fini, donc QL aussi, C.Q.F.D.
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CHAPITRE v
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Automates finis et événements récurrents

A - Codes préfixes

B - Evénements récurrents.



A - CODES PREFIXES

~0-0-0-=0=~0~0—-0~

I.- Circuits dans un automate,

Soient (Lun automate, X son alphabet d'entrée, S son ensemble
d'états (non nécessairement fini) et £ sa fonction de transitions :
pour s € S, l'ensemble des circuits du graphe G, qui passent par s

a
est décrit par

A: = {w € x*; *(s,w) = s} .
La notation Az est justifiée car A: est évidemment un sous-mo-

nolde de x* ;7 1l vérifie de plus la condition :

* * *
gr tu € A, et uv € A, entrafinent v € A, -

Par suite, nous pouvons choisir comme systéme générateur de A:
l'ensemble As des mots non vides de A: qui n'ont aucun facteur

gauche propre dans A:, soit

* * *
A = {v € XX" ; £(s,w) = s et w = uv,u,vexx =5>f(s,u)/s}
ou encore

A = A: \({é} u (A:\\{e}) xx“)/ et A  vérifie la condition :

3*
v . =
UL A NA XX =g .

De plus, on vérifie immédiatement que chaque mot de A: admet une

décomposition unique en produit de mots de As' i.e. que As est un

systéme générateur libre de A:. As est appelé un code préfixe.

Exemples : Soit X = {g,y}.
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1.-Q = CEI‘ du chapitre précédent ; pour s £ 4, on a A: = ((xy)?)*

_ 2
et A = (xy)2.

2.-Soit (L fini donné par le graphe suivant :

w y o
o > ‘ ~— N ;:)
‘a» 7 < \/ <_\_/ 2/ wn
" 1

A = {r} ux (")

3.-80it (L donné par : S8 =2 et f(n,x) = n+1, £(n,y) = n-1 pour
tout n € Z :

%* * :

A, = {w € X" lx(w) = 1y(w)} pour tout n€ Z, et A est l'ensemble
des mots "irréductibles" qu'on peut définir par récurrence :
- Xy et yx sont irréductibles ;

- 8i 1(w) > 2, w est irréductible si et seulement si w = x Wi Wg.. W Y,

avec w; irréductible et w, € yX* pour i=1,2,...k ou
V=Y W WV, X, avec Vi irréductible et vy € x x* pour
j = 1'2’0'0 .h_o

Exercice : Trouver des sous-monofdes de X" qui ne satisfont pas Ur et

vérifier que le raisonnement précédent ne donne pas un systéme générateur,

II,- Codes préfixes.

a) Codes : Un code est une partie A de x* qui engendre librement Ax,
i.,e., telle que tout mot de A* admette une décomposition unique en pro-
duit de mots de A.

Il est équivalent de dire que)si Y est un ensemble et ¢ une bijection
de Y sur %,?7 se prolonge en un monomorphisme de Y* sur A*. Ainsi,

le résultat établi au chapitre II-C sur les équations & deux inconnues

signifie qu'un ensemble de deux mots A = {u,v} est un code si et seulement



si u et Vv ne sont paspissances d'un méme mot w. Pour une étude

générale de ces objets, voir NIVAT [2].
Exercices : 1.- Soit X = {x,y} ; vérifier que A = {xx, yxXx, YyxX, ¥yXx, yy}

est un code.
% . .
2.~ Montrer que A CX est un code si et seulement si A

posséde la propriété suivante :
Quelque soit £ € x*‘\\A*, ona f£A* n A" na¥e = g .

b) Code préfixes : Un code préfixe est une partie A de X* vérifiant

.3
la condition U! : AN AXX = g.

On en tire immédiatment que A est un code et que A* vérifie
la condition gf'

Nous avons vu en I des exemples de codes préfixes finis et in-
finis. Remarquons que les codes préfixes finis sur un alphabet & n
lettres correspondent bijectivement aux arbres de degré maximum ne dé-

passant pas n : par exemple, pour X = {x,y,z}

1'arbre est associé au code
m///T\\\ { XXx, XXy, XXz, yXx, 2y, ZZX, ZzZ
% 3&} ~ }
"/vl{\‘ “/\%

Un code préfixe complet (ou maximal) sur X est un code préfixe A

sur X tel que, quelque soit B C Xx/ si A @B, B n'est pas un code
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préfixe sur X. On tire de cette définition la propriété caractéristique
suivante :

A c x* est un code préfixe complet si et seulement si :

1.- Tout mot de x* admet au plus un facteur gauche dans A

2.— Tout mot de X°© soit est facteur gauche d'un mot de A, soit admet
un facteur gauche dans A .

On voit aussi que les arbres associés aux codes préfixes complets finis

sont les arbres homogénes de degré Card (X).

Exercice : Soit A 1le code préfixe de 1'exemple 3.- de I. Montrer que A
(
est un code préfixe complet mais que A U 1x} est encore un code : A,

maximal en tant que code préfixe, n'est pas maximal en tant que code°

Montrer que tout code préfixe complet fini est aussi maximal en
tant que code.

c) Codes suffixes et codes bipréfixes : Un code suffixe (ou préfixe

gauche) est une partie A de x® vérifiant la condition
u :ANXXTA=g.

I1 est clair que les codes suffixes ont des propriétés analogues
3 celles des codes préfixes, et que 1l'on passe des uns aux autres par
"image miroir" (i.e. la transformation qui au mot xi1 xia...xi

avec x. € X pour j =1,2,...,k, associe le mot x; X, cel X, Xi )
Y x k-1 7

Une partie A de x* qui est a la fois un code préfixe et un

code suffixe est appelée un code bipréfixe : c'est le cas de tous les

exemples précédents, mais le lecteur vérifiera sans peine qu'un code
préfixe peut ne pas étre bipréfixe ! Nous avons vu en a) un code qui

n'est ni préfixe ni suffixe.



III.- Codes préfixes et automates finis.

Parmi les exemples de codes préfixes que nous avons envisagés, Jjus-
qu'ici, tous, sauf le 3éme de I, sont des K-langages ; nous verrons
dans la suite que les codes préfixes qui sont des K-langages ont des

propriétés remarquables.

Notons que si un code préfixe A est un K-langage, alors A = Aso
(avec les notations de I) pour un automate fini (-

En effet, il est clair que le code préfixe A est un ¥K-langage si

et seulement si A* est un K-langage (car A* vérirfie gr et on
raisonne comme en I). Soit donc A* € K(X) accepté par un automate
fini Cl = (_S,X,S,S',so,f‘> .omas’e§ puisque e € A* ; montrons
que/ si CE est minimal (cf. chap. IV,B},S' = {so} : en effet on a
en veru de U £* (s°,w) € 8' (===> f£*(s',w) € S' quels que soient
s' €S' et weE€E x* , donc, d'aprés l'algorithme de calcul de 1'auto-

s *
mate minimal acceptant A, s® et s' sont confondusdans 1'automate

minimal, i.e. S' = {so} et A* = A:o.
Une classe importante de codes préfixes est définie ainsi : soit
B C xx* , on lui associe l1l'ensemble AB = {w € X*, w € X*B, v = uv,
u,v XX*==pu £ XRB} qui est un code préfixe complet, ainsi qu'on

le vérifie facilement.

Exercice : Montrer que le code préfixe de 1l'exemple 2 de I- est complet et

qu'il nest pas de la forme AB .



Comme AB = X*B‘\ x*Bxx*, AB est un K-langage si B est un
K-langage.

Par exemple, pour B =-{x3} , un automate acceptant A; est @

v VIf)ﬁh ®
-1

Exercice : Décrire un procédé permettant de construire un automate acceptant

AB 4 partir d'un automate acceptant B.



B, EVENEMENTS RECURRENTS

- e e g G e G g S gy e g G g W o . .-
t et St -t — St Aoy S A St ant et

I. Définitions.

Soit P une distribution de probabilités sur 1l'alphabet X ,

i.e. P(x) > 0 et z P(x) = 1, et pour vex",wnxix
x€X 12

soit P(x) = P(xi ) P(x, ) P(x ). On a, pour tout entier positif
i LN
1 2

ceeX, N}
i 1k

1y

n , 2: P(w) = 1 ; P ne définit donc pas une distribution de proba-

vex”

bilités sur X“/ mais en définit une sur chaque X",

Pour L e:x* , notons ¢L(z) la fonction génératrice des pro-

babilités P(X* N L) , i.e. o, (z) zz z" P(X® N L). En vertu de 1la
n=1

remarque précédente, ¢ (z) < Té; .

Considérons une propriété définie pour les mots de X" @ elle peut
étre symbolisée par sa fonction caractéristique F , Fiw) = 1 &> w

posséde la propriété et F(w) = O <> w ne la possdde pas.

On dit avec FELLER ([1} pP. 282) que F définit un événement
récurrent si et seulement si :
Quelques soient u et v dans X*, ona F(u) = Fluv) = 1 &2 F(u) =

F(v) = 1 ;
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Ceci signifie que F’1(1) (1e support de 1'événement récurrent) est un
sous-monoide de X* vérifiant la condition g»r‘ I1 en résulte que
l'ensemble A = {w €x*; F(w) =1 et w=uv, u, ve€ xx® =3 F(u) = o}
est un code préfixe. Réciproquement, si A est un code préfixe, la
propriété F(w) = 1 &> w € A*, F(vw) = 0 ¢==> w £ A® définit un éve-

nement récurrent dont A® est le support.

Exemple : Soit X = x,y symbolisant le succés et 1'échec dans des

épreuves de BERNOULLI :

~ L'événement "exactement trois succés de suite viennent
de se produire” est un événement récurrent dont le sup-

port est le code préfixe défini en A-III,

-~ L'événement "le nombre d'échecs est é&gal au nombre de
succég" est aussi un événement récurrent ; son support

A été introduit en A-I (ex. 3).

On se propose, étant donnée P , de déterminer les fonctions
génératrices associées aux ensembles A et A% ’ A* étant a 1a

fois le support d'un événement récurrent et un K-langage.

Nous dirons (toujours avec FELLER, [1] P. 283) que 1'événement
récurrent de support A*® est persistant si ¢A(1) = 1 et transitoire

si ¢A(1) < 1. Ce sont les deux seules éventualités possibles, car
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Pour tout code préfixe A et tout entier positif n on a :

B 5 e e b b AT = T e R S

E: P(A N Xk) < 1.

k=1

La démonstration se fait par récurrence sur n : Soit m 1l'entier
minimum tel que ANX" £ & ; le résultat est trivial pour n gm.
Supposons n > m : l'ensemble A' des mots de longueur m qui sont
facteurs gauches propres de mots de A est inclus dans Xm\\A

puisque A est un code préfixe, donc P(A') <1 - P(A N X') ; de plus,
pour chaque w € A' , l'ensemble Aw = {y €X x* ; wv € A} est un

code préfixe et on a :

zP(AnXk)s ZP(Anx").P(Anx"‘)+ ZP(W) iP(Aanh).
k=1 k=m wEA' he1

D'apreés 1l'hypothése de récurrence le second terme de la somme

n'exde pas P(A') , d'od le résultat.

Remarque : Soit A = {g;,...,aq} un code fini sur un alphabet X
fini & r 1lettres ; prenons P(x) = 1/r pour tout x € X. On déduit
du résultat précédent pour n > max (l(ai)), 1'inégalité de XRAFT-

MACMILLAN :

q
12) ~1(2;) (cf. ABRAMSON [3] chap. 3)
1=1
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II. Calcul des fonctions génératrices.

a) Calcul de 9% @ Soit A* accepté par un automate fini
= (X,S,{s°},s°.f) conformément & A-III, Pour s € S , notons
@
LA {w € X*; £M(s°,w) = s} et o (z) .z " P(X"NW,). si n>1,
n=0
il est clair que 1l'ensemble X' N ﬂs est l'union des ensembles disjoints
o i
(wt n ). x avec £(t,x) = s. On en tire P(X" N ws) =
ZP(wt n x"'1) P ({x € X £(t,x)= s}) ; d'autre part, e € V_&=> s=s°.
t€es
P'olt, en multipliant par " et en sommant, un systéme d'équations

linéaires de la forme :

9g0(z) = 1+ 2 z o (2) P (fx e x5 2(t,x) - s°})

tes

¢ (z) = 2 E: 9.(z) P ({x € X ; £(t,x) = sf) pour s £ s°.
tes

Ce gystéme ne fait que traduire la structure de l'automate .

Exemple : Soit CQL l'automate donné en A-~III. Avec pour probabilités

P(x) = p, P(y) = q = 1-p, on obtient le systéme :

Y, = 1 + zpye
n = zp(e_, + @)
2 = zZp§
¢y =zalo, + @ + @2 + ©_,).
1 1-z + p>qz*

D'od @ + @ + @2 + P_, = == et 9 = .
(o] 1 T—; (o] (1_2) (1"P323)
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b) Calcul de P, ¢ on obtient Pa a partir de P, % gréce au

Théordme fondamental :| @,* = (1-r.pA) v Py = 1—(<pr) Comme on

va le voir, ce théoréme vaut pour tout code A préfixe ou non, qu'il

¢oit ou non un X-langage.

(-]
En effet, comme A¥ . {e} ‘ l Ak. nous pouvons écrireé

1
(- J
©on A* . | l o n Ak dés que n > 1 , soit, comme les ensembles Ak

k=1

sont deux A deux disjoints (car A est un code )

P(X® na*) - LJ P(x™na¥). 11 vient
k=1

cpAu(z) - 1= Z z 2"P(x™ n Ak) = z 2 "P(X" N Ak) (car 1les

n=1 k=1 k=1 ne1

séries sont absolument convergentes pour z < 1 ). Or =z P(X' N Ak)
k

s'écrit Z{znP(w) ;W= a...a ,a €A, ZI(ai) - n} ou encore
1

Y ) pa2 o de (). 2t AR (ay) 5w azeiiay € 2 0 ) ponc

cfo(z) -1= 2 {zl(a" )P(az)...zl(ak)P(ak) P a...a, € Ak} =

k=1

[- -
2 (cpA(:r.))k d'old le résultat,
k=1
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Conséquences :
-9, et @,x sont simultanément des fonctions rationnelles
il résulte du calcul du paragraphe précédent que

Si le code préfixe A est un K-langage, @ et Pp¥ sont des_fonctiong

rationnelles,

FELLER ([1] p. 288) démontre que, si X = {x,y} avec
P(x) = p, P(y) = q = 1-p , et pour A 1le code préfixe de 1l'exemple
1/2

3.- de A-I, on a @, = (1 - 4pqz2)” , qui est une fonction algé-

brique mais non rationnelle,

- Le calcul précédent n'est plus valable pour z=1 ; toute-
fois, puisque nécessairement ¢A(1) < 1 pour un code préfixe , on en
déduit que

P (1) diverge &===3% 1'événement récurrent de support

A* est persistant,

Exemple : L'événement récurrent dont la fonction génératrice a été

calculée au paragraphe précédent est persistant.
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c) Autre calcul de ®, : On peut obtenir directement ¢A sans passer
par le calcul de P,% en utilisant un automate fini acceptant A. La
condition g;r satisfaite par A se traduit dans la structure de 1l'au-
tomate minimal acceptant A ainsi :

-~ il n'y a qu'un seul état final s', distinct de 1l'état initial so H

- il existe un état s" wunique, distinct de s' et de so, tel que,

pour tout x € X, f(s',x) = £(s",x) = s".

En effet, e ﬁ A entraine que s® n'est pas final ; glr signifie que
pour s' € S', fx(s',w) €S' &= w=1¢e, d'ou S' = {s'} dans l'auto-
mate minimal, et que, pour s" = £* (s',w), w € XX*, on a £" (s",v) £5'
quelque soit v € X¥, i.e. £(s",X¥) = {s"}, s" £ s°,

soit donc (L un automate fini acceptant A et satisfaisant aux deux
conditions ci-dessus (un tel automate peut &tre construit, par exemple,
a partir d'un automate acceptant A* en lui adjoignant les deux états
s' et s" et en remplagant les transitions de la forme f£f(s,x) = s°
par des transitions f£(s,x) = s'). Avec les mémes notations qu'en a),
il est clair que Py = P et que la structure de 1l'automate se tra-
duit par un systéme linéaire de la méme forme que celui de a), A ceci

prés que P = 1, qui permet de calculer P, -

Exemple : Reprenons l'exemple précédent ; 1l'automate acceptant A, dé-

duit de celui qui acceptait A*, sera :

-

®, =1
o = zp (9 +¢)
“/JY . Ou (¥ = 2P @
" /L “:“>”/S’; 9= zp (0 +@+e+0_)
\3\-1 ‘/‘S T L Oy = ZP P2
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3.3
On en tire q= ZPb , soit Oy = P = z P

2 3.2 2 3.2
1-zq-z pq-2"P q 1-2q-z2 pq-z"P q
L'élévement récurrent correspondant est bien persistant, car

1-2q-z®pq-23p® - (1-2z) (1+zp+22p2

1 -9, =
A )
1-2q-zBq=z°p3q 1-2q-z®pq-2z°p?q

Plus généralement :

d) On a : ¢A(z) = (1-2z) ¥(z).

Soit Cﬁ—l'automate fini acceptant A envisagé au paragraphe précédent

notons v(z) = E; ¢s(z).

s%s'
S;S"

On a 14+ zY¥Y=Y+ O d'ou le résultat.

En effet, ¥(z) = ¢B(z) avec
B = {w e x* 5 £%(s%,w) £ st et £% (s%,w) £ s"}
On a

{e} UBKX=BUA

d'aprés la structure de l'automate Cz,, et d'autre part
P(B n x*) = P (Bxx™).

I1 vient

n+1 n+1)

z 28 P(BNX) =z P(BX N X
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n+1

= 2 (p(Bnx™t)

+ P(Aﬂxn+1 )

Car BNA = ﬂ. D'oli, en sommant sur n, 1l'égalité annoncée.

d) Longueur moyenne des mots d'un code préfixe ;

C'est par définition Lm(A) =;Z:l(v)P(w) = 2; ;ngn n P(w)
A n= w

D'od L (a) - 2a(z) (q)

dz

Cette quantité n'est pas nécessairement finie : f. FELLER, Eﬂ

p. 288.

Exemple : Dans 1'exemple précédent, on a

8.8 _,,3.3._,4.4
_gagh_ _ 3z p-227p"q-z2 P q d'on

(1-2q-2%pq-z°p?q)?

14p+p°
Lm(A) = —_—

pa

III.- Cas des codes préfixes complets qui sont des K-langages

Nous allons montrer qu'alors l'événement récurrent associé est persistant

et que la longueur moyenne des mots du code est la somme des probabilités

des mots qui sont facteurs gauches propres de mots du code laquelle est

finie.

Lemme : Un code préfixe A qui est un K-langage est complet si et seu-

lement si il existe a € X* tel que x* a x* c ax*.

En effet, l'existence de a entraine que, si w f AX*, alors wa € AX*,
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3 . .
donc que tout mot de X soit admet un facteur gauche dans A, soit est

facteur gauche d'un mot de A, i.e. que A est complet.

Réciproquement; si A est complet et accpeté par un automate fini
satisfaisant les conditions du paragraphe précédent, alors pour tout état
s ﬁ s' et s £ s" il existe un mot ag tel que f*(s,as) = s", On peut
alors obtenir un mot a tel que pourtant s, fx(s,a) = s""  de la fagon
suivante :

Supposons donnée un ordre sur les états de(l, et désignons les par
s, , i=1,2,...,r. Constuisons la famille de mots ai , 1= 1,2,.0.,T,

i
*(s

a ou s il

récursivement par a = a et a! = ai s

] .
sy k+1 Ke172'%)

est clair que, pour tout 1i < k, fx(si,ai) = s" et on peut choisir a = a;.
s . . %* - %* ¥* *

Montrons maintenant que s'il existe a € X tel que X aX < AX, alors

avec les notations du paragraphe précédent, on a Y(1) < o et 1l'événement

récurrent dont Ax est le support est persistant.

oo o

" :
zn z £ ,et ¥ (1) = 20 £ i avec o = 1(a),
n= n=

a ®
kEb Eb fk+ncr )
= n=

< P({w ; w=uv, u € Bn xk+na, v £ a} ) car pour

En effet, soit ¥ (z)

"

on peut écrire Y (1)

"

tout w€B ona waf£B ; d'oa f (1-P(a)) et les k+1 séries

k+(n+1)a S fyeno

£, .y SONt toutes majorées par des séries géométriques de raison (1-P(a))<1,

car P(x) > O pour tout x entraine P(a) 5> 0, donc convergent toutes,
2

. ay(z) ) ay(z)_
On en tire également que rH (1) < » , donc que lim_, (1-2)-—32——- 0.

En reprenant 1'équation ¢A(z) = (1-2z) ¥(z) on en déduit
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d'oh pour z=1, en vertu de ce qui précéde, Lm(A) = 99%§§3(1) =¢ (1) < =,

Or ¢ (z) = o (z) et B est, pour un code complet, l'ensemble des mots
qui sont facteurs gauches propres de mots du code. Le résultat annoncé est

donc compleétement établi.

Exemple : dans 1l'exemple précédent, on peut prendre a = 1}

’

2.2
on a 4(z) = 1+42p+2’ P et
1-2q-2°pq-2z°p?q
2
L (a) = LR 5. — précédemment.
P)

P

Exercice : Soit X = {x,y}, et A = Xiyxx \ X* yrox™

a) Donner la fonction génératrice de A en prenant 1/3 pour prdbilité de x
et 2/3 pour y. En déduire la longueur moyenne des mots de A.
b) Les probabilités de x et de y étant les mémes que précédemment. cal-

culer les longueurs moyennes des mots des codes préfixes

B = X*xxy\\ x*xxyxx* et C = X*xyx\g‘X“xyxxx“

et comparer les résultats obtenus.
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