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Les problémes de diagnostic et I'axiomatique
des informations "

par P. SCHUTZENBERGER

Le probléme de la définition rigourense de I'information s’est
posé aux physiciens et aux géomeétres depuis le jour ou des considé-
ralions d’ordre technologique ont fourni une base concréte 4 I'é¢valua-
tion simultanée de sa valeur et du cout de son acquisition. Ainsi,
en slatistique, comme dans le domaine des télécommunications est
apparu le besoin de chiffrer efficacité relative des procédures ou des
appareillages et pour cela d’introduire une certaine quantité nouvelle
« I'information » jouant, dans ces problémes, un réle analogue a celui
de I'énergie dans les sciences développées a partir de la construction
des machines.

D’autre part, dans la logique, dans certains chapitres de la phy-
sique théorique, etc..., on avait cherché également a définir certaines
« informations » et peut-étre prés d’une dizaine de concepts différents
portant ce nom peuvent étre recensés dans la littérature. Sans mécon-
naitre les mérites propres de ces diverses approches, nous essayerons
ici une synthése provisoire qui rassemble certains d’entre eux sous
une axiomalique unique, a la fois formelle et pragmatique : formelle,
parce que nous chercherons selon un mouvement classique dans les
sciences de la nature non point tant ce qu'est I'information, qu'une
expression analytique susceptible d’en exprimer les variations tout
en satisfaisant a des critéres abstraits d’additivité ou de commuta-
tivilé ; pragmatique en ce sens que nous postulerons ceci : I'information
ne peut étre définie que relativement 4 une décision a prendre, & un
but & atteindre et que notre objectif sera en définitive « des infor-
mations ».

x
* %

Fixons d’abord les conditions dans lesquelles il y aura pour
nous changement d’information : essentiellement quand un observa-
teur O, en présence d’un systéme physique dont I'état £ lui est inconnu,
eflectue une observation qui élimine diverses possibilités qui existaient
a priori.

(1) Les mots information, diagnostic, ont beaucoup dépassé le sens qui leur est
attribué dans la vie courante : ce qu'indique, d'ailleurs, la premiére section du présent
article, dont le théme est inséparable d’une étude de M. Benoit MANDELBROT, qui
paraitra bientot.
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§5 Les connaissances que O posséde sur &£, nous supposerons qu’elles
peuvent étre réduites 4 une distribution de probabilités a priori,
chacun des états possibles X,, X,, ... X,, ayant une probabilité P(X,),
P(X,), P(X,) d’étre I’état inconnu de &.

Naturellement, il serait tout & fait concevable in abstracto que
£ fut susceptible de prendre un état non pas dans un ensemble discret,
mais sur un continuum uni ou multi-dimensionnel ; c’est ce qui paraft
légitime quand £ est une mesure. De fait, la restriction que nous
nous imposons en quantifiant £ est assez peu importante, car en défi-
nitive toute mesure n’est jamais effectuée qu’avec une précision finie
et nous pouvons donc toujours supposer qu’il existe une partition
discrete (X, ; X, 3 X, 5 ... X)) de l'intervalle de variation de la variable
considérée.

La seconde restriction, que £ soit une aléatoire, est plus fonda-
mentale et écarte malheureusement le cas important ou £ s’obtiendrait
non pas par une mesure, mais par un calcul ou par un raisonnement,
4 moins que par un artifice 'on ne parvienne a réintroduire les pro-
babilités. Notons, cependant, que nous n'exigeons pas que les P, (Xj)
soient entiérement spécifiés : il est parfaitement possible et c’est 1a
d’ailleurs le cas le plus intéressant, que dans leur expression inter-
viennent des paramélres non aléaloires encore qu’inconnus. Nous
symboliserons ceux-ci par 0.

D’autre part, l'observateur a un but a atteindre pour lequel la
détermination de £ n'est qu'un moyen.

Par exemple, selon les trois cas classiques :

— O cherche a estimer la valeur de 0 ;

— O veut savoir si 0 est ou non contenu dans un certain inter-
valle (Eo, £,) (problémes de test d’hypothése) ;

— O veut savoir si 6 est ou non dans un certain sous-ensemble
Z des (X) (problémes de tri).

Dans tous les cas, il lui est donc indifférent, du point de vue
du « gain » qu’il réalise en eflectuant ses observalions que £ soil un
état ou un autre du moment qu’une certaine fonction donnée a priori
de ces états a la méme valeur.

Pour chaque situation concréte, il existe une relalion d’équivalence
(exactement une projection) entre les états X,.

A la base se trouve évidemment le probléme plus simple ou
I'objectif & atteindre est simplement la détermination de £ : c’est le
cas limite commun & tous les aulres el celui qui se rencontre en théorie
des communications en I'absence de bruit : nous I'appelerons le pro-
bléme de diagnostic, selon une terminologie que nous avons introduite
avec M. VILLE.

Venons-en maintenant au mécanisme méme des observations :
a priori, on pourrait considérer des observations quelconques dont
chacune aurait pour seul effet de changer les Pr(X,). Pour des raisons
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de simplicité, on se bornera cependant & considérer des suites d’obser-
vations constituant des « diagnostics séquentiels ».

En empruntant aux systématicicns — botanistes ou zoologistes —
leur notation par clefs dichotomiques nous pourrions, par exemple,
représenter ainsi deux procédures typiques pour le diagnostic séquen-
tiel de £ entre les cing états X,, X, ... X..

ProceEpure [
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Il est clair que si les probabilités a priori de X,, X,, ... X, étaient
respectivement 1/2, 1/4, 1/8, 1/16 et 1/16, la procédure II serait pré-
férable puisqu’elle n’entrainerait en moyenne que 1/2 + 2 x 1/4
+3 x 1/8 +4 x (1/16 + 1/16) = 15/8 observations contre 2 x (1/2
+ 1/4) + 2 x 1/8 + 3 x (1/16 + 1/16) = 17/8 observations pour
la premiere procédure.

Nous postulerons :

A chaque observation est attachée une partition de 'ensemble
des X; en plusieurs sous-cnsembles disjoints et l'observation nous
apprend quel est celui d'entre eux qui contient £ (*). L'effet sur les
Pr(X;) est donc particulierement simple : Pr(X;) devient zéro ou
est multipli¢ par un coefficient qui normalise les probabilités des états
encore possibles aprés 1'observation.

Nous sommes en mesure maintenant de définir ce que nous appel-
lerons une « quantité d’information » : a une observalion & laquelle

(*) Par exemple : la premiére observation de la procédure I correspond a la
partition (X; + X,) (X3 + X,+ X;). La deuxiéme observation de la procédure II
correspond A (X,) (X; + X, + X, etc...



T. LXII P. Schiitzenberger : Les problémes de diagnostic 225

est attachée une partition (X) (Y) ... (Z), nous ferons correspondre
« I'information » H(X, Y, ... Z) qui est une fonctionnelle continue
et symétrique des probabilités Pr(X), Pr(Y), ... Pr(Z) satisfaisant a
Paxiome unique d’associativité suivant :

Axiome : si{ e X + Y + Z et si X, Y et Z sont disjoints, on
a identiquement :

A:HX Y + Z) + P(Y + Z) H(Y, Z) = HX, Y, Z)

La signification de cet axiome est immédiate si I'on interpréte
H comme un coiit : il revient a postuler que le coit moyen du diag-
nostic de £ entre X, Y et Z est exprimable en fonction du cofit des
deux observations dichotomiques ((X) (Y + Z)) et ((Y) (Z)) d'une
facon qui — en raison de la symétrie — ne dépend pas du choix de

ces dichotomies : ou si I'on veut, que les trois schémas suivants ont
le méme coit :

Procédure Procédure Procédure
1) 2 3)
E=X ‘E,=Y (E =1Z
A= ‘€=X \E_,=X
TR (EeX+2Z EeX LY!
=2 le=2Z E=Y

I.’axiome est donc tout aussi bien un arviome de commufativité
ou encore de linéarité de la combinaison des collls.

Il ne saurait entrer dans notre propos de dériver de I'équation
précédente la forme générale de I par un raisonnement rigoureux

et nous nous bornerons a indiquer que celui-ci se ferait en deux étapes
successives :

1. H est une somme de termes de la forme
hX) + h(Y) + W(Z) — h(X + Y + Z)
ol h est une certaine fonctionnelle qui
2. a la forme particuliére :
Pr(X) D Log Pr(X)
ou D symbolise un opérateur linéaire quelconque.

On aura donc pour valeur de I'information attachée a la partition
D, G, SERLNORN

Considérons maintenant les trois cas classiques.

Si D est une constante, H, au signe prés, est I'entropie attachée
a la distribution a priori de £. Un théoréme fondamental montre
alors que pour effectuer le diagnostic complet de =, il faudra en moyenne
un nombre d’observations dichctomiques qui ne saurait étre inférieur
a Cte/H, quelle que soit la procédure employée.

i
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Si les P(X) dépendent d’un paramétre inconnu et que nous cher-
chions a estimer la valeur de celui-ci au moyen d'un échantillon
contenant n valeurs indépendantes de £, la précision de notre estimation
(exprimée par sa variance) ne peut pas étre inférieure a4 Ct¢/F ou F

22

est I'information correspondant a I'opérateur D = — c’est

le théoréme de FrReEcCHET-DARMOIS. 302

Si, dans les mémes conditions, nous voulons seulement savoir
si le parameétre O est ou non compris dans un certain intervalle (6o,
0);) et ceci avec des probabilités d’erreur fixées a priori, il existe encore
une information qui livre une borne inférieure au nombre minimum
moyen d’observations qui doivent étre effectudes.

Or, si les deux derniers problémes, I'estimation d’un paramétre
inconnu et le test d’'une hypothése, constituent en quelque sorte
I'essentiel de la statistique mathématique, le premier probléme,
au contraire, appartient & un chapitre distinet du calcul des probabilités
la théorie des communications. Ainsi done, 'information telle qu’elle
a été introduite ici semble destinée a jouer un réle unificateur malgré
— ou peut-étre a cause — du caractére formel de sa définition.

P. ScHUTZENBERGER
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