ALGEBRE. — Sur l'extension des théoremes de dualité aux treills distributifs non
complémentés. Note (*) de M. MarcerL-PauL ScuiTzENBERGER, présentiée par
M. Gaston Julia.

Deux S-applications adverses x'=g(2)= réunion des y tel que x|y soit
complémenté et z, = 1(x) = intersection des y tels que y|x soit complémenté
ont été définies dans une Note antérieure () pour les treillis modulaires quel-
conques.

" On se restreindra ici aux treidlis distributifs tels que pour tout z <y, il
existe au moins un 3 et un ¢ tels que z <z ~Zyetx~t<yetquex|sett|y
solent complémentés. Cette condition, vérifiée notamment pour les treillis
finis, équivaut a

(x + y)x'=wx, équivalenta y Zxz et zy + xy ==z, équivalent a 2 =~ y.

Pour tout & on appellera complémentaire relatif inférieur et 'on désignera
par z, tout élément y tels que zy =, et x +y =y"* et complémentaire relatif
supérieur x, tout y tel que z 4y =" et zy =y,.

Si le treillis est lui-méme complémenté, z'=1 el x, = o pour tout z, et x

et z se confondent avec le complémentaire absolu de  au sens habituel.
Treoreme 1. — St y et 3 sont des x, alors, y = 3 car
(y+3)yi=y+zyl=y-tz(z+y)=y-+z+3y=y,

dou, d'aprés ('), s<_ y et, de méme, y =~ 3, donc y = 3.

TutoriME 2. — Pour tout x et tout 3, x3 -~ est équivalent a 3 =~ x (méme
raisonnement).
TukoriME 3. — La réunion y des 3 tels que 3x = x, est un x.

Evidemment, yx = x,; d’autre part, si y +x£y', il existe un complé-
ment absolu u de y 4+« dans le treillis complémenté y|y*; c’est-a-dire que
Y'=y+x+u, avec (y + x)u=y; d’'ott yu-+zu=y; donc xu-y, donc
xu - yx=ux,, donc, par hypothése, u ~y,soitx 4y =y".

(*) Séance du 15 novembre 1948.
(1) Comptes rendus, 227, 1948, p. 1008.



(2)
Les applications & —» x et # — a sontdonc des applications partout définies el
I'on a

@:x. @:x, mais en général (5_);/(2)7’ z.
TBEOREME 4. — St u+ v=ux, alors uv < x. En effet u,+ v,=z, d’oui

uuy +vuy —zuv et uuy +~vuu—xxruy

d’ott xuv=xzuv, d'ou (d’aprés le théoréeme 2) uv -~ x; de méme, si’ uc = x,

alors x =~ u—+v.
THEOREME 5. — St @ est un élément + irréductible gi, x est un élément < urré-

ductible g; et réciproquement. Car x, ]x est isormophe a x ] x'.

TutoriME 6. — St est un élément + irréductible g;; x et x clivent strictement
le treillis (c’est-a-dire que pour tout y, ou bien x =y, ou bien y =~ x (immédiat
d’aprés le théoréme 2).

TutoriMe 7. — S x = Xg; est une représentation minimale de x comme réunion
d’éléments + irréductibles, alors x=11g; et réciproquement (extension des

JSormules de Morgan) (immédiat d’apreés le théoréeme précédent).

Tutorime 8. — St x < y sont des éléments + wrréductibles. alors x < y.
Card’apresle théoréme 6, y ~x, oux =~ y, mais, y =~ x entrainerait x - x,

ce qul est impossible pour x £ o. -
De ce résultat, on déduit sans peine :

TutoreMe 9. — Tout tredlis distributif find £ est défini biunivoquement par la
donnée de ’ensemble partiellement ordonné J+(£) obtenu en restreignant la
structure aux éléments + irréductibles et J+(£2) est isomorphe a 3 (£2) défini de
la méme maniére sur les éléments >< irréductibles.

Tutorime 10. — Pour tout n entier, le nombre N, des éléments de £ précédés
immédiatement par n éléments est égal au nombre N; des ¢léments de £ suivis
immédiatement de n éléments (car x, | x est isomorphe @ x| x").

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académue des Sciences,
1. 228, p. 33-35. séance du 3 janvier 1949.)
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