CALCUL DES PROBABILITES. —- Sur les problémes de communications métriques .

Note de M. Marcer. Paur ScuirzenserGeR, présentée par M. Joseph Péres.

On dira qu’un probléme de communications est métrigue (opposé a discret
ou booléen) si la fonction de perte est une forme quadratique définie £2(§ — z)
ne s’annulant que pour £=:z, entre les vecteurs Eeta qui représentent
respectivement 1’état a transmettre et 1'état décodé (on dit aussi : estimé) (*).
Dans ce cadre rentrent évidemment les problémes classiques d’estimation
(et ceux propres aux séries temporelles) mais aussi I’analyse discriminative (*)
et la Théorie des « D*-statistics » de P. C. Mahanalobis (*).

On supposera désormais que % posséde une distribution a priort.

Dans la pratique la transmission de 1’état de % comportera les étapes

suivantes :

1° une partition du domaine de variation Q de £ en sous-domaines
disjoints Q;(7€l);

2° 'émission d’un message u.;,(i €I) repérant de facon codée celui des Q; qua
contient £ dans ’épreuve considérée;

3° la transmission de p; qui, recu sous forme d’un message m;(j€J), n’est
identique a p; que si la transmission est exempte de bruit;

4° Le décodage de m; c’est-a-dire 'attribution a tout m; d’une valeur estimée
x; telle qu’en moyenne (a la fois sur la répartition a priori de £ etla répartition
des erreurs de transmission), £(§ - - 2) soit minimum.

On introduira les notations suivantes :
P(4, j), probabilité a priori pour que == p; et m==m;;
= Z P (3, j), probabilité a prior: pour que p.=- p;;
j
pi=: Z P (4, j), probabilité a priori pour que m==m;;
i

(*) B. ManpeLpror, Publ. Inst. Stat. Univer. Paris, 2, 1953, p. 55.
(?) R. A. Fisuer, Ann. Eug., 7, 1936, p. 179.
(®) J. Asiat. Soc. Beng., 26, 1930, p. 541.



()

E;, opérateur de moyenne conditionnelle quand p.=: u;;
E/, opérateur de moyenne conditionnelle quand m == m;;

= mE=-Y p,E/;

i i
;== E;&, valeur moyenne (a priori) de £ quand p. == p;;
y;==EJE, valeur moyenne (a posteriori) de & quand m == m;.

Evidemment :

I

i :Ey ==En=-EE.
On supposera pour simplifier que £(£ — x) est la norme du vecteur £ - z,
c’est-a-dire que les erreurssur toutes les composantes ont la méme pondération.

1° Le décodage est optimal quand on choisit pour chaque x; la valeur y; (*) :

En effet
E(f—2)2=E({E—n+n—2)=2mE(E— n)*+ 2 2 mEi € — n) (ni— x) -+ E(m—a)2.

i
Le premier terme est indépendant de la transmission et du décodage et
est égal a E(E--EY wE(*q —_ 2)2 Le second terme est nul puisque, pour
chaque p;, les vecteurs £ —v; et v;— 2 sont indépendants et que le premier
d’entre eux a une valeur moyenne nulle. Le troisiéme terme s’écrit encore :

ij[}if(n)? —22;F/n - a]et atteint bien son minimum : E(n—£)*—E(y—£)*
plour xj= E/n==y;. On observera que si Q est décomposable en sous-
espaces Q@ tels que les projections correspondantes £ de £ soient indépen-
dantes et que I'on effectue le codage et la transmission de telle sorte que les
erreurs soient indépendantes elles aussi, alors, d’une part « est une somme de
vecteurs indépendants y®, d’autre part E(§ — 2)* est une somme de termes
de méme forme relatifs a chacune des projections.

11 est logique de normaliser E (§ — 2)* et de considérer comme mesure de
Pefficacité de I’ensemble du processus de communication le rapport

LAt
E(E—E)

Les résultats précédents montrent alors que la valeur maximum de » est de

la forme %7t ot les coefficients

_ E(n—)

_hd _ P;(yf—i)’
B o)

t T= By~
) B(n D)

sont lOllellI‘S COIIlpl‘iS entre o et 1.

(*) Ceci généralise, : le théoréme I1.2-2 dans D. BrackwrrL et M. A. Girsnick, Theory
of Games, New-York. 1954. p 299.



(3)

Lec premier ne dépend que de la partition {Q;} et exprime donc la perte
d’information due au groupage qui remplace les £ par les 7 [¢f. (°)]. Le second
au contraire dépend a la fois de y et des paramétres caractérisant la transmis-
sion et quelques soientles &, n’estégal a 1, que si la transmission est sans bruit.

Dans le cas important ot I==J et ou les probabilités P (7, ¢).7;* sont uni-
formément >~ 1 —- ¢, on montre que

NP
T 1 —max(E (61 ('/’fl)-> > 1--emax(ny ' -+ 77 t),
7Ti'lT/'

en considérant le décodage (non optimal) qui consiste a prendre x;=:7;

puisque alors E(n—z)*=- EP(Z} J) (== n;)*
i

(*) M. P. ScntTzeNBERGER, lubl. Inst. Stat. Univers. Paris, 1953, p. 49 et seq.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 20, p. 524-726. séance du 14 février 1953.)
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