ALGEBRE ET THEORIE DES JEUX. —- Jeux de Nim et solutions. Note (*)
de MM. Craune Beree et Marcer PAur ScniTzENBERGER, présentée

par M. Georges Darmois.

A P'aide d’une fonction de Grundy définie dans une Note antérieure (!) et pouvant
avoir comme valeur un nombre ordmal transfini, on étudiera des propriétés d’un jeu
de Nim généralisé dont on donnera des applications & la théorie Ees « solutions » au
scns de Von Neumann et Morgenstern.

On appellera ici jeu de Nim tout jeu de mat alternatif a deux joueurs,
compétitif, et symétrique par rapport aux deux joueurs (*). Une position de
jeu sera le produit d’un élément a appel¢ diagramme et d’un indice 7 repré-
sentant le joueur ayant le trait au moment considéré. 1.’ensemble des positions
pouvant succéder a une position x. 1 sera désigné par (I'xz).2; il existera dans
I'ensemble X des diagrammes deux ensembles K et L tels que

KnL =g, KuL=X,=:{2:Tz=:6},
(K.n)u(L.2)=-K,; (L.1)u(K.2)=:K,.

(K, et K, désignent les positions gagnées pour les joueurs 1 et 2.)

Un tel jeu sera désigné par (I, K, L), et dans tout ce qui va suivre, on
considérera un graphe orient¢ comme un jeu de Nim particulier du type
T, 8, X,)-

On dira qu’une fonction g(z) sur X est une fonction de Grundy du jeu (I', K, 1)
si : x€L implique g(x)= o; x€K implique g(x)=:1; x€CKnCL
implique que g(«) est le plus petit des nombres ordinaux ne figurant pas
dans { g(y):yelz}.

On voit, comme dans la Note précédente, que si le jeu (I, K, L) est locale-
ment fini, il existe une fonction de Grundy et une seule, que 'on déterminera
par induction transfinie. Le théoréme de Grundy se généralise :

Tuiorime 1. — Si, dans un jeu de Nim (I, K, L.), il existe une fonction de
Grundy g(x), et si la position en cours est x .2, telle que g(x)=:o0, le joucur 1
peut étre sur de gagner ou d’empécher la partie de se terminer.

En effet, le diagramme suivant y sera tel que g(y)s¢o, et par conséquent,
siy €K, le joueur 1 aura gagné, et si y €K, le joueur 1 pourra choisir au coup
suivant un diagramme z tel que g(z)=:o0.
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Tueorime 11. — St un jeu (T, K, L) admet une fonction de Grundy g(x) telle
que I'*{x|g(x) 7 0,1} =20, le jeu de qui-perd-gagne associé (1", L., K) admet
une fonction de Grundy g'(x), qui sera égale a zéro quand g(xz)==1, d 1

quand g(x)==0 et a g(x) quand g(x) " 0,1.

1° Sil'w =g et si A < g’ (), il existe dans I'x un y tel que g'(y)==2.
En effet si g/(x) =-1, on a g(x)=-0; donc, puisque :

[ {zig(z)7 0,116,

on a un y dans 'z tel que g(y)==1, c’est-a-dire g'(y)==o0; si, par ailleurs,
g'(x)>1,0nag'(x)=: g(x), et il existera encore un y tel que g(y)=-"%.

2° Il n’existe pas dans I'x un y tel que g'(y)=:g’(x), car cela entrainerait
§(r) = g(@). _ .

Enfin, on étendra le raisonnement de Grundy au cas cyclique pour
démontrer :

Turorime 111. — S7, pour des jeux (I'*, ¢, 1Y), il existe une fonction de Grundy,
il existera également une fonction de Grundy pour le produrt de composition
d'ordre 1, (IIVT, o, IILY), ot

(MMOTky 2t 22, = (Ixt).22. . .anvuat.(I2x?) .28, .2y .. ..
Cette fonction sera donnéc par la régle « Nim-Sum » de Grundy.
I g

Application. — Soit X I'’ensemble des imputations d’un jeu a n personnes; si
x €X, on désignera par I'x ’ensemble des imputations qui peuvent dominer .
On posera X, =: {@/['z==¢}, et I'on considérera un sous-ensemble A de X,.

Un ensemble S, dans X sera par définition une solution relativement a A si
I'on a

1° x, y€S,, entraine yg'x;

2° x&S,, €A entraine l'existence d’un y dans S; tel que yel'z.

S,
Sy, sera une solution faible, c’est-a-dire 'ensemble maximal de tous les éléments
@ qui dominent tout élément pouvant étre dominé. On remarque que si le jeu

de Nim (I, A, X,—-A) admet une fonction de Grundy g(z), ensemble
{x|/g(x)==0}==8, est une solution relativement a A.

sera une solution forte, au sens de J. Von Neumann-O. Morgenstern (*);

ConstQuence 1. — St le graphe (I, X) est localement fini, a tout sous-ensemble A
de X, correspondra une solution S, et une seule.

En effet, dans ce cas, il existe une fonction de Grundy et une seule pour le
jeu (I, A, X, — A). Dans le cas ou A =:¢, on retrouve un résultal de
Von Neumann-Morgenstern,
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ConseQuence 2. — S'il existe une solution S, engendrée par une fonction de
Grundy g(x) telle que I'+{x|g(x) 5" 0,1 }=:¢, il existe une solution S\==S;_,
etl’ona:S,NS,= ¢. Cela se déduit du théoréme II.

11 résulte en particulier que, dans ce cas, la solution forte et la solution faible
sont des ensembles disjoints.

(*) Séance du 19 mars 1956.

(1) Comptes rendus, 242, 1956, p. 1404.

(*) Pour la terminologie, ¢f. C. Beree, J. Math. pures et appl., 32, 1953, p. 129. Cette
définition du jeu de Nim contient celle de E. H. Moore (Ann. of Math., 1909) et celle de
P. M. Grundy (Eureka, 2, 1939). .

(*) Theory of Games and Fconomic behavtour, Princeton, 1947, p. 587.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 262, p. 1672-1674, séance du 26 mars 1936).
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