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SUR UNE PROPRIETE COMBINATOIRE DES ALGEBRES DE LIE LIBRES
POUVANT ETRE UTILISEE DLNS UN PROBLEME DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES

par Marcel P, SCHUTZENBERGER

INTRDDUCTIONg - Le but de ces notes est de 31gnaler la pos31b111te d'utiliser,
dans un probleme de Mathémetiques appliquées ( ), certaines propriétés conbina-
toires élémsntaires des bases de Marshall HALL des algébres de Lie libres.

Dans la section I, on rappelle divers résultats fondamentaux de Marshall HALL (9]
et de SIRSOV [177.
Dans la section II, on vérifie les propriétés cherchées, qui permettent d'ailleurs

de donner unc démonstration nouvelle d'un théoréme de MEIER WUNDERLI [16 ].

Dans la section III, on compléte les considérations précédentes en montrant que
la méthode de Birkhoff donne une dénonstration trés simple de 1l'indépendance des
bases de Marshall HALL. |

Dans la ecction IV, on vérifie que le calcul des "shuffles" de CHEN, FOX et
LYNDON [2] , ou plutét un cas particuliecr de celui-ci, s'applique encore aux bases
considérées ici.

Je remercie M. TAZARD pour de nombreuses et utiles discussions.

( ) consistant & construire des sous-deni-groupes (sous-monoides) G du demie
groupe (monoide) libre T ‘satisfaisant les deux conditions @

QJZ ¢ pour tout £ , £ ¢F , si ff' , £'f €¢G alors f , £f' e€G .

Yyt pour tout £ eF , FENG#Y .
(G est "net & droite" selon la théorie de P. DUBREIL, cf. [3], [4], [5], [6]).

La signification de ce probléme est discutée dans [ 8] et surtout dans [15] , ce
dernier ouvrage contenant une bibliographie trés compléte de la questlon, apparen-
nent insoupgonnee des auteurs de [8] .
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I. Résultats prélininaires

I.1, Définitions préliminaires,

Soient A& wun ensemble, D = D(h) le systéme algébriqus. libre-2 ime scule
opération (ne satisfaisant aucune identité) sur 4 (cf. [10]). Par définition,
D=4h ubd s Ou D* est construit par induction comme l'ensenble des symboules
d=[d', d"] avec df , d" @D . On dira qus d' (resp. d") est le conposant
gauche (resp. (_ig)_:}_j_) dtordre un de d 3 d sera le composant d'ordre zéro de
soi-méne.

Un corposant gauche (resp. droit) A'ordre & d'un composant (gauche ou droit)

dtordre x'de 4 scra un composant gauchc (rep. droit) d'ordre & +% de d

Pour tout sous-ensemble X CD , on désignera par ((X) 1o sous-demi-groupe
(sous-monoide) engendré par X du demi-groupe libre S = e (D) engendré par
T, 1 désignera 1'élément neutre de S .

Soit s =d; d; e d; eev d un élénent de S factorisé de la fagon indiquée

en un produit d'éléments de D . On pose

2, s
J

I

8, 81 J#1 ,2, 000 1, 000, n ousi d ek
J

we

3. 8
1

d) dy eee dy g dt A" d, o a.od siod; =[a, av]

-]

Ies 53. engendrent de fagon naturelle un deni-groupe B = Xb} d'opérateurs

de S dans lui-néme 3 si s!' = §s , on dira que s' est une décomposition de

8 » Les facteurs de s® sont, de fagon bien déterninde (pour o f£ixé) des

composante des facteurs de s, ou, pour abréger, des gonposants de s .

Réciproquement on pose

el
%j s=s, si seD ousi j#1,2, oo ,n
. el _

e, s—[dn,dl]dz...di eeed , quand j=1

et dens les autres cas ¢

1
0y s=dq «endy 5 0d, 0 0 d T, wee

é,“l ‘s
g 8 est une recomposition de s
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Tout s ¢S posséde une déconposition unique notée O s qui est un élément
de F-(= EW(A)) ; ‘a* est done un endonorphisnme de demi-groups S —>F . la
degré |s|] de s est la longueur de S s .

Pour towt -sous-ensenble X < S on pose

) ={s eT@ t s=x (xeX)j; cf clpL«)f}T(Xﬁ}

et

2@ = U = & .

1sp<oo p
i ! oe es e S i = oce esse
Si s' =4, dj+1 . d d1 d2 dj se déduit de s d1 d2 dj dn
par une permutatlon clrculalre de ses facteurs, s ot s' seront dits
T ~conjugués ( )e
Manifestenent si s € % (S) 11 en est de méne de tous les éléncnts de sa

Tr—classe (c'est-a-dire 3 de 1'ensemble des éléments T —conjugués de ).

I.2. Monfmes standards.

On suppose donnée une fois pour toute une relation d'ordre total < sur D

satisfaisant ¢

(HO) : si d' est un composant {gauche ou droip) Atordre =1 de d , alors
dt<d .

On définit par induction un sous-ensemble H = H(A) de D par les régles

suivantes ¢

LACH etsi d=[d',an]eDd’, d €H si et seulenent si
(H1) . ar , d" €H

(H2) dr >dn

(") La relation de W-conjugaison introduite ici n'est évidemment rien d'autre

que la gestrictinn 4 S de la relation habituelle de conjugalsen du groupe libre
engendre par D . On notera que s et 8' sont Tr-conjugués si et seulsment
8'il cxiste 8" €3S , tcl quc ss" = s"s' . La théorie générale de ces équivalences
est faite par R. CROISOT dans [3] .
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(H3) ou bien d' €A ou bien, si 4' =[dm , d'v], da'vgad" .

Ces définitions sont celles de Marshall HALL, sauf (HO) qui remplace la

condition un peu plus stricte ¢
(HO)! si |ar] <|d] , alors 4t <4 (ef. [9) .

hprés S1RSOV [17] , on considére une partition H=Q UP telle qus g <P

v
pour tout q &€ Q , p €P . On appellera "partion de SirsSov" toute partition

de H satisfaisant cette condition.

L 1'intérieur de P , on distingue le sous-ensemble
K:ipaP : peh ou p=[a', d*] avec a" eQ}

Dans tout le reste de ces notes, sauf rention expresse du comtraire, on .
supposera fixés une fois pour toutes P et Q . Les cas le plus intéressant
sont éviderment ceux oo @ =H et P=K=¢ ; ou, & 1'opposé, oh Q = g
P=H et K = A °

/s
PROPRIETE I.l. = Soit di un facteur de s = dl cos di see 'dn ‘ou 8 &8t uns
décomposition d'un élément s € % (1)
1° g ¢ Jr(H)
20 si d. est un composant gauche d'un facteur de s , d, > d, .
: 1 1 1+1
3° si di 68t un composant droit d'un facteur h, de S ou bien di—l édi

ou bien d; ; >d; ‘et alors [ay4 » di] est un composant de h, .

DEHONSTRATION, - Ie 1© est une conséquence irmédiate de {HL) . Supposons le
2% ¢t 1le 3° déja établis pour s

&, 8=d, 4, eeod, , d' A" 4, , ees d_ - Les seuls cas & considérer sont
i 172 i-1 i+l n

, 6t montrons qu'ils sont encore vrais pour

dvidemient ¢

- d' , d" : dfaprés (HR) , a' >d" , d' et d" sont respectivement des
composants gauches et droits d'un certain facteur h 3 de s dont, par hypothése,
d; = [a' , @] est un composant (écentuellement d'ordre zéro 1) ;

-8l d 4 (respe di~:-1) est un composant droit (resp. gauche) ou d'ordre
zéro le résultat subsiste ;

- si di-l est un composant gauche ¢ par induction di-l > d:1 et, a fortiori,
di—l > d' dtaprés (HO) ;
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- K 2 . P 3 ]
si di+1 .est un composant droit : on a toujours d <:di+1 s car, ou
bien d, <d,, , et a fortiori 4% «d,
i i+l 41
8% : v ! ~tai ¢ H t L ' &
[di 0 i+1] estv un composant dun certain hj et 1'ona d “di+1 d'apres

(H) -

ou bisn di'>—di+l 3 par induction,

On observera que l'énoncé subsiste si 1'on suppose que les indices sont pris
modulo la longueur du not considéré (c'est-a-dire di+1 = dl quand i =n, et

d,

= a i =1),
-1 dn quand i )

Considérons en particulier h € H et ce que nous eppellerons sa 1éconposition

normale (2 gauchc) d'ordre p ¢

1!

o — SP - roP=l Ly _ %
8 = gl n %\%1 n) = h] h2 1e0 hp‘f‘l

hp+l étant le composant droit (d'ordre 1) de h ; hp s le conposant droit

{d'ordre 1) du composant gouche (d'ordre 1) de h , etco
hf est par définition le composant "d'extréme gauche" d'ordre p de h »

En appliquant la propriété 1, on obtient immédiatement

ela
31>%é%£oms%

~1 +1 °

Tenant compte de (HC) et du fait que tout composant propre o'est-a-dire d'ordre
# 0), non d'extréme gouche ds h , es% conposant de 1'un des h, (R<«i <p+1)
il en résulte que seuls les composants d'extréme—gauche de h peuvent &tre en
relation >> avec son composant droit diordre un.

. / LV s ’
PROPRIETE I.2. /SIFSOV), - Tout p ¢ P adnet une et une seule décomposition
dont tous lcs facteurs appartiennent & X . Inversement, tout p &P appartient

a K, siet seulement si aucun de ses composants propres, non d'extréme gauche,

appartient a X .
DEMONSTRATION .

19si heh, la propriété est trivialement vérifide. Soit donc p =[h' , h"];
si pe K, h"eQ, et comne toute décomposition de p admet comme facteurs ceux
d'une décomposition de - h" ;, p ne peut par Stre décomposé de la fagon'indiquée ;
si p;ﬂ K, h"e P eta fortiori (d'aprés (H2)) h' @ P ; par induction chacun
des facteurs de gl p = h'h" admet une décomposition du type indiqué.
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20 81 p €P adnet un composant propre non d'extréme~gauche k appartenant &
K , le composant droit d'ordre un, h" de p est tel qus k"> k ; donc
h" € P ¢t p &Ko

3° Supposons dA8ja établi que pour tous les p' € P tels qus lp‘l (—Ipl ’
p' & K si aucun des conposants non d'extréne-gouche de p' , appartient & K,
et soit p =[h' , h"] ayant cette propriété; celle-cl est encore vérifiée pour
h" donc (par 1l'hypothése d'induction), h" lui-ménc appartiendrait & X s'il

appartenait & P , comme ceci est exclu. par hypothéss, h" ¢Q et done p €K .

/7
PROPRIETE I.3. ~S8i P# ¢ & tout q €Q il correspond au moins un k cX
dont q est un conposent d'extréne=lroite.

’

DExONSTRuTIOi» — D'aprés la propriété 2, P £ @ entratne K £ @ . Le résultat
est trivialercnt vrai quand K N4 @ ou quand K contient un k = [k]'_ k1]
avec k; ¢ q car, drapres (M), [k, q] cH (et done [K, q] € X) puisque
k > q . Considérons k € K , quelconque et une décomposition M"nornale & droite"
ds k @

: * * *
k=hl h} .o b} by ovec k=[h! b ] h =[hi hyl;s by

*

g = [h:{ ’ hi]
Supposons le résultat déja établi pour tous les q' € Q tels que h;: <q'

ou hi* est le plus petit (selon <) composant d'extréme-droite de h tel que

%
hi7q.

Si hi €L, q = [hi , 0] €H dtaprés (H3) 3

. * EN N < .
Si hi = [h:!u ’ hi+l] s par hypothese h;:-l < q et done, encore d'apres

(HB), ql'—'[hj:pq]éHg
Dans les deux cas, q; ~ h; et 9 adnettant q corme composant droit d'ordre

un,le résultat cet {topli por induction.

REM.RQUE T.l. - T1 résulte de 1a propriété I.2 qu'a tout d & SF(D(P)) (D(P) s
1tensemble des éléments de D adnettant une décomposition dont tous les facteurs
sont dans P), correspond une et une sculs décomposition que l'on notera

-] P d et dont tous les facteurs scnt dans K .

hprés éIB§OV, on dira que d et 4' (a, d'e G (D(P))) ont le méme "P-contenu"
si Ybpd= Ybpd' ob ¥ désigne 1'honomorphisne canonique (de demi-groupe)
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de F(K) dans le demi-groupe commitatif libre engendré par K .

Manifestement, si d et d' ont le méme P-contenu, d et d' ont aussi le
méme P'-contemu pour toute partition de Sirsov s H=Q'w P', telle que
P'> P . Ondira que d osten relation p, avec d' quand : '
10 4 et d' ont le méme Pl-contenu pour tout P'> P, P' £P
n n n'. n!' n!
. 1. % m . I T n .
2081 yd,d=k k vee kT \L(g},d‘_kl k< aek T ob

k)< ky < k3 < oeo & km < vee sont les ¢léments de K et si pour un certain m :

Qo (o0} ’
n >n! et _S n, = E n',
m m = i - i
i=m+l i=m+

PP est une relation de préordre et la relation » définie par
a> a

si et seulement s'il existe une partition de Sirsov H = Q" u P"  telle que

d Ppu d' est une relation d'ordre total sur D .
~ On notera que 4 p, d' entraine [da,ar] o [d' , d"] pour toutes les paires
a" , d"e D(P) ayant le mémec P-contenu.
REMARQUE I.2. - Il sera commode d'utiliser la notation suivante : la paire
(h , h') sera dite "légale" si :
1° h,h'eQuk
R° ou bien hgh', oubien [h, h']JeQu K, oubien h, h'e K.

On utilisera le fait que si (h , h') est légale, il en est de méme pour
(h, B") , quand h' < h" et WM& QUK.

En effet, puisque heQu K :
-si WMe«K:oubien h< h' ou bien h &K

~si h"eQ : oubien h
h=[h", '] avec n'’

W' ou bien h > h" , et alors soit h € A , soit

S

< h' , donc V¢ ; dans les deux cas,
[h, "]eH

et d'aprés la propriété 2

[h,m]eqQquk,
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II, Théoréne de Meiepr-Wynderli.

II.l, Recompositionslégales.,

Soit S=h1h2 ‘e hi coe hn, S €. (H) .

s sera dit "1égal" (resp. M-légal, resp. complétement 1égal) si toutes les
paires (hi-l , hi) savec 1 =2, ..o yn (resp.avec 1 =1,2, oo , n,
les indices &tant pris modulo n 3 resp. toutes paires (hi , hf) avee 1 <i'),
sont 1légales.

Menifestement, s est T-légal si et seulement si & = 8s -est légal ou, de

fagon équivalente, si tous les éléments de sa T -classe sont légaux.

On notera les cas particuliers suivants qui définisscnt en néne teinps des
notations utilisées plus loin

1° Tous les mots de ¥, T = G (x) ; E£(Q) sont & la fois T-légaux et
conplétenent légaux.

20 Soit V€ $r(Q) 1tensemble des Q-nots non décroissants (v €V ; si
v=e ousi veQ ousi v= Vy Vy see vV, OVEC Ve SQ(Q) et
V1€ Vzé tee ~$V'n) o

39 W 3 l'ensemble des mots de 1la forme vt (v €V 3 t eT) . Tous les nots

de W et de V sont conpldtement 1égaux (mais en général non TT-=légaux).

D'autre part on dira que le facteur hi de s est "critique" si

(c1) h, €Q 3

i
(c2) hi 1 >by «hy 4

(les indices étant pris modulo n :

) hy,; =bh; pour i=n ;

h; y =h  pour 1=1),

Lo n

2L "'l N, i
Une recomposition %i you di est un facteur critique, sera dite "légale".
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/7
PROPRIETE II.l. = Si s est Tr-conjugué d'une décomposition de s T ULZE(Q)
une condition nécessaire ot suffisante pour qu'il ne posséde aucun facteur
critique est qu'il soit Tr~gonjugué de s lui-ménes
s s . - -1
Réciproquensnt quel gresoit le facteur critique hi de s, %i 8 est
T -conjugué d'une déconposition de s ot dans les nénes conditions quand s

, PR - "'l . P 2o 2
est une déconposition de s, %i S est aussi une décomposition de cet élénent.

DEMONSTRATION.
Si 8 €T, il en est de nméme de sa Tr-classe et nucun de ses facteurs ne

satisfait (€1).

Si 8 & F@Q), ocubien §=q (q «Q) oubien s = ¢® : dens les deux cas

(C2) n'est pas satisfaitec.

Soit d'sbord s €% (K UQ) quelconque. Si s ¢ Z(Q) UZE(T) , s possdéde au
noins deux facteurs différents, et donc au noins un facteur satisfaisant (CR) ;
supposons que h, soit précisément le plus potit (selon <£) facteur de s & s'il
apparteneit & K il en serait de nérme de tous les autres facteurs de s (puis-
que q <k pour tout q €Q et k €XK) . Or ceci est inpossible, dans les con-
ditions de 1l'énoncé, car si s est TT-conjugué d'une décomposition non triviale
de S5, s admet au moins deux facteurs hj-»l'h' tels que [hj—-l ,h,] €K vQ
done (d'aprés la propriété I.l) hj-l > hj (et donc s ¢ Z(Q) UT) et donc
(1'aprés 1o propriété I.2) hj €Q, ce qui ac‘:héve la preuve que h, st criti-
que. On o nontré du méme coup que tout s € F(K vQ) , s €X(Q) UT aduet

au noins un fecteur critiquee.

¢
RECIPROQUE. — Soit hi s un facteur critique de s

1o h, n'est pas un composant d'ordre zéro d'un facteur de s car :
hy y 7 hy d'aprés (02) , ce qui exolut 1le cas o 3 € £(Q) ; hy eQ (d'apres
(C1)), ce qui exclut le cas ou s €T ,

2° h, n'est pas un composant ‘gauche A'aprés la proposition I.l et 1'inégalité
h; < h,,, 5 donc, d'aprés le néne propriété, [hi-l , hi] est un composant de
s puisque h; ;> h, «

Si s= %8, le facteur hy (1e premier facteur & gauche) de s ou bien

appartient & K ou bien, toujours d'aprés la proposition I.l, satisfait h1> h2 H
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. ¢ . "’1 —
hl‘ n'est done jamais un focteur critique et c">*( .‘;)i s) = 5* 8 pour touk
facteur critique hi de a8 = S'é' .

Soit s' = 6;1* un élément sans facteur critique obtenu par une suite de
recomposition légoles, effsctuées dans un ordre quelconqus & partir de s= $s
(resp. A'un é1ément M=conjugué 46 s =48§) , et en particulier & partir de
s =5F eF (respe 4'un not s de la Tr-classc de 5% 3) . On vient de voir
que tous les facteurs e 8' sont des composents de S s' est une décomposi-
tion deé 8 mnais, d'unc part 8'€ T LZE(Q) (puisque S' n'a pas de facteur
critique), d'autrc part on sait qu'eucune Aéconposition propre de s € Tu £ (Q)
niappartient 3 cet ensembles 8' est donc identique & s (resp. est ‘T-conjugué

de g) °

t oy
PROPRIETE II.2 (MEIER-WUNDERLI [16]), - 5* établit, pour tout p =1 , une
application bijective dc l'ensenble des Ti-classes de gp(T) v &‘:p(Q) sur

celui des Ti-classes de zp(F) .

DEHONSTRLTION, = Montrons d'sbord que si s est T-légal il en est de néne
de éi-ls s 51 ¢t seulenent si hi est un facteur critique : en cffet, A'sprés
la propriété I.2 et (H2) , la condition (Cl) et 1'inégalité h; ;> h; sont
nécessaire et suffisontes (puisque s est T=légal par hypothise) pour que
h = [hi—l ’ hi] apparticnne & K UQ . Considérons la paire (h , hi+l) :
puisque, par construction, h %A s (b, hi-;-l) est 1légale (d'aprés (H3)) si et
seulenent si h, €h, , . Considérons 1a pire (hi _» » h) 5 ou bien hy o< h
ou bien, dans le cas contraire, [hi-2 », h]eKuwQ , car h, 5 >h .inplique,
a fortiori; hy 5> h, , donc [hi-.? s hi] €K UQ puisque, par hypothése, s
est Tr-légal, donc, a fortiori, soit [hy  , h] €K YQ , soit by ,»h eK.

Soit naintenant f = £:P € ZE (F) 3 d'aprts-la propriété II.l, il correspond
3 f' un élément 8' € T.E-l(T) v ;‘51 (Q) dont la T-classe est bién déterminde et
qui est tel que $* 5 soit T -conjugué de f£' , Considérons 85'F 0% 5P ost
Teconjugué dc £ ot done §1% g ost un élément de la F-classe de 5P .

hinsi que 1'a montré MEIER WUNDERLI, cette propriété permet de retrouver la
formule de WITT [18] (une fois établi que H correspond biunivoquement & une
base (indépendante) de 1l'algébre de Lie libre sur L) en utilisant un résultat
combinatoire dfi au Colonel MOREAU [13] .
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Y4
PROPRIETE IT.3. - &% &toblit une spplication bijective de W (cf. défini-

tion supra) sur F .

I
DEMONSTRATION., = Nous considérons, F , D, H, P, etc. comne des sous-ensenbles

. cr s . x £ . %
des systénes correspondants construits & partir de L =h va” ou a" est

un n-uvel élénents Il est compotible avec (HO) de supposer que, dans D(h va¥) ,

ona h <a* pour tout h € D = D(4) ; par hypothese on a donc a¥ €x(h ua*)‘ .

Soit maintenant f e F(L) , et considérons é"']'*(a’t £) =8° ; nanifestenent

e &, (@ va) UE @6 va))

N s 2y P A K e %*
ct, d'apres la propriété IL.l, 5 ¥ =a* £ . On o donc ¢

msoit 85 =a"F avec 5 T VE(Q) et donc se W(A) .

~soit 35 =X 5t avec K e K(h v a*) et s' <T(4A) « Considérons dans ce
cas la déconposition nornale a gauche a® hy by ... hn de X ; d'aprés les
renarques faites & la fin ds la propriété I.l, h; = h, < ..o <h , c'est~a~

dire hy hy oo b €V ct par conséquent § = §L** £ = hl hy eee hn St ocW .

et é* 8 = f . Réciproquenent, si w e ¥ est de la forne vt avec t €T st
v =h{ b} ... h! de longueur non nulle [a* hi]h,;:] s ]hr'1] cK( va®) et
5* et 5—1** snt done bien inverses l'un de l'autre.

REMLROUE II.l. - Ia propriété II.3 peut aussi &tre établie en considérant des

facteurs "c~critique® d. définis par

(cv1) ' d, €Q 3
(cr2) d; est critique 6t 1 =2, .o, n - 1 oou d;=d et d 4
(c13) d; < d;, pour tout ir>1i .

W st alors l'ecnsemble des s st(Q UK) nfadmettant aucun facteur
c-critique et on nontre coime plus haut que si s est complétement 1légal, il en

A ~1 N . PRy
est de méme de éi 8 ol et seulenent si di est c=critiqus.

PROPRIETE II.4. - L'application %* : T—F est un nonomorphisne et
G = {é* te b éT} satisfait les conditions %lﬁ et %Q,'

>d

n
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DEIMONSTRATION,

k ] , 3 Id - N e

1° Que g est un noncmorphisne est une conséquence irmédiate de la propriété
s R =1 e

II.1, car la restriction de e & T admet comne cn l'a vu, un inverse ©®

G est donc un sous-deni-groupe libre ds F o

2080it ffi =5 t et f£1f= 5t (f,f' e€F; t,t' eT) . Puisque
ff' et f£'f sont T-conjugués, il en est de nméne de t et de 1! ; considérons
la reconposition légale de ff¥ , h1 h2 2o hn qui est de longueur nininale
parni celles possddant la propriété que 'éx(hl hy oee hi) =f et
> (by, By
h1 ’ h2 s e
conposant gauche (ou d'ordre zéro) et n'cst donc pas un facteur critique ; la

o e hn) = £ . Corme ' est Tr-conjugué de¢ t , les facteurs

9 hn sont des composants de t' 5 en particulier, hi+1 est un

méne renarque vaut pour h1 ¢t, puisque par hypothese la reccmposition

hy «.: hy hi+l e h &5t de longueur nmininale avec les propriétés indiquées,.

6lle n'aduet pas de facteur critique. Tous les facteurs hi appartiennent donec
» I ""l e — . . . .

a K et par conséquent <o £, ) Lx f' € T ce qul acheve de nontrer que G

satisfait (‘?,é s

3° Le résultat est trivial si $ " £ €T ol S ™ f=qt (q e, t €T),
on sait truuyér (1'aprés 1la propriété I.3) k > k' € K tels que
5% ki = ($°'k)($ q) 3 on 2 donc %fl**((%f k)f) €T et, par conséquent,
Froat#g.

st 5
k =[h", qu € K on o encore %:1**((55 h')f) = [[h° ql] q2] cee qn] t el
(et done F £ NG # @) puisque en raison des inégalités 9 €9 .00 29 <k,

Fr=vt, v=gq q c-q €V et s'il oxiste un h' €H tol que

1'é1énent [h' , ql] q2] seo ] qﬂ] appartient & K .

On peut donc par double induction supposer que le résultat est déja établi pour
tous les f' tels que 5L ey o ai 4y ee» q, ¥ avec q] >q; et comne
en utilisant la propriété I.3 on sait trouver un h' tel que [h' , ql] €Q VK

le résultat est établi dans tous les cas.

REMARQUE II.2. - Il existe au noins un autre type de sous-demi-groupes & de
F satisfaisant GL% et 9, , ce sont les idéaux & droite J (JF =F) qui
satisfont la condition s

‘1L€: pour tout £ e€F s si £INJT#F alors £€J . (qui sont "unitaires a
gauche" dang la théorie de P. DUBREIL [4], [5], [6]).
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Ceci est notarment le cas desidéaux J de la forme FFP,oh T estunmot
fixe de F , ne pouvant pas &tre écrit sous la forme frener , avec £, f' < F
et f!' de longueur non mulle (ef. [15], pour une théorie de ces problénes et
de leurs liens avec la notion probabiliste "d'événement récurrent") ;j'ignore
s'i1 existe encore dlautres types de sous-deni-groupes satisfaisant ’(LZ , et
ne pouvant pas &tre cbtecnus corne l'interssction de sous-deni-groupes de l'un

des deux types décrits cu de leurs opposés.

REMERQUE II.3. - I1 ressort de la démonstration que pour un ensenble K donné
il existe un entier noturel n  tel que quel que soit £ €F , il y =it eau
noins un f£' € F de longueur inférieure 3 n et tel que f'f € T, Ilen
découle, per une application élémentrire de la théorie des demi-groupes unitaires
et ncts diun scul cbté (41, [5], et [6]), que, si 4 contient n < @
&lénents la fonction entidre de 1o varirble A

1w 2 A k| (lx] ¢ 1e degréd de k)
k €KX

adnet le rocine 1/n a

REMARQUE II.4, -~ ‘MZ est évidemicnt triviale dans le cas des groupes. la
condition suivante AL, est équivalente & U?z dans le cas des deni-groupes

libres ncis non dans le cas des groupese.

Soient F et F' deux demi-groupcs (resp. grupes) libres E,* un hononor-
phisnc 2% s F' =T &

‘Q_L'Z si ff , £3 eF!' sont tels qu'il existe un £ €F de longusur non nulle
véritiont £(§ £7) = (' £3) £, olors 1l existe un f' €F' de longueur non
nulle vérifirnt f£'f£] = £1 .

111, Indépendonce des bases de Marshall Hall.

III.1. Notations. = On grrde les notations précédentes, ¢t on convient é_ue pour
tout X <S5, X désigne 1s E\—module libre dont X est une base. On convient
aussi que les opérations (x, y) > xy ot (x, y)—=>[x, y] sont bilinéaires.
Donec, en particulicr, F (resp. D) peut &tre considéré comme la Z~-nlgébre
associative (resp; sons identitd) libre sur Ao . L'éléuent neutre ? de S est

considéré corme 1l'élément unité de S et il sera commode de poser @
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[n,d]=[d,n]=[0,d]=[d, 0]=0 pour tout n eZ et d D .
On d4finit en outre un henonorphisne (de M.’/’J\—algébre associntive) i S —»F par @
(s + s')A =gX+ gt (ss')h =gt grt ; Ls, s’];\= @ s1A o g1t g

Chaque ¢lénent a* (d € D) est donc égnl & un é1lément, que l'on désignera par
ls méme symbole, de 1'algdbre de¢ Lie libre L(A) engenirée par 4 .

PROPRIF/JTI:J III.1 (Marshall H4LL, §IR§OV). - ("‘D'(P))“c; _P'rA o

DéﬁONSTRATION, ~ Soient, plus généralement, h et h' deux éléments quelconques
de H ; puisque [h , h':{k+ [ht, h]?;= 0 , on peut supposer que h >h!' , si
(h, ht]€H, ona = fortiori [h , h*] €P quand h' €P ; si [h, h']féH ’
nous considérens la partition de Sirfov G!' u P! de H difinie per _
h €P' sict seulement si h Zh! . Soit XK' =K'(h') , (XK' 2h') L1l'ensemble
correspondnnt défini comme dens I.2 3 naturellement si h appartient & P, P!

est un sous-ensemble de P ,

Soit %P' h = ki ceo kr'1 la'décomposition de h dont tous les facteurs appar=—
tiennent & K' (cf. Remarque I.1). Supposons déja établi, pour toutes les paires
(h, h') telles q;ae lc H-contenu de [h , h'] (par rapport ~u cas particulier
o Q=@; P=H ct K=4) soit inférieur & celui de BB , que [hh']"

est égal & unc somne de termes z hi;\ ou tous les hi figurant dans la sorme ¢
19 ont le méme P'-contemu que [h , h']
2° ont leurs -deux composants d'ordre un en relation > avec h' .
39 admettent h' corme composant droit.
Si h= |:'1:1"1 H?.] et, par hypothdse Hl > '13-2 > h' , on a d'aprés 1'identité de
lie s

[k, 51 =[§ ,&], 51"k, 5], 52"

Suivant 1'hypothdse d'induction, [E'l. ht :]’A et [-52' B! ]Fa sont dgoux & dos sormes
dont tous les termes ont les propriétés voulues et done, en particulier sont
en relation > avec h' ; le résultat en découle iimédiatement puisqu'il n'y a

qu'un nombre fini d'éléments de H ayant un P'-contenu donné.
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FEMLROUE III.1. - Soient < satisfaisant (HO)' , B, n l'ensemble des h &H
de degré m dont les deux composants d'ordre un sont de degré »>n ,
®t H~H 1a tronsformation lindaire induite par unc transformation linéaire
«y de A dans lui-ménme. Lu propriété IIT.L permct facilement de virifier que
xHE cH pour tout n , n . Cette propriété d'invariance des bases de

m,n -~ m,n
Mershall HALL n'est pas partagée par les bases de CHEN, FOX et LYNDON ([2], [14]

REIARQUE III.2, - Soient h , h® et h trois éléments de H , h adnettant
au moins un composant égal & h 3 1'6lément h' de D , obtenu en subsituant
h' & h (uns fois) dens 1*écriture de h , niappartieni pas nécessairement 2

H ; A'aprés la propriété III.l, on peut trouver une sorme > : h; telle que
-ﬁ"?‘ =2 h;: 5 on va montrer quc si h Dh' (ou P est la rclation d'ordre

total définie dens la remarque I.l), h S;hi pour tous les hi figurant avec

un cosfficient non nul dens la somme B! 2 .

Par hypothése, il existe une partition de Sirdov H =0 UP tells que

h,h' €P et qus h p h' 3 P contient certainenent les composants droits

h;] et hl' d'ordre un de h et de k! car sinon, désignant par h; le plus
petit de ces deux éléments et par Q* 0 P 1n partition de Sirfov définie par
ht ¢ P* , 81 ot sgoulerent si h; <h" , on ourait yb& , h= Y& h' et donc,
comme on le vérifie aisément h = h* , Le résultat en gécoule immédiatenent par
induction car, si [h , h"] ¢H ou [h" , h]eH , h" est » 1le composant
drcit dtordre un de h o Donc, h'" ¢ P et, come le P-contenu de tous les
termes h, apparaissant dans la somne [(h* , k"] ou [h" , h'] est le
méme que celui de [h' , "], ona [h, h"] pp h; d'aprés les propriétés

de régularité de le relation 2 .

Nous considérons naintenant de nouveau une partition de Sirsov Fl =Q UP
fixe et les ensembles T , W & etc. définis au début de 1la section II. On
rappells que F est la ’v%\-algébre libre engendrée par A .

2

r ! : — ‘
PROPRIETE III.2 (G, BIRKHOFF, E. WITT)., - W" est une base (indépendante)

d¢ F ([1], [18]),

{
DEMONSTRATION, - On suit la méthods de "straightningde G. BIRKOFF [1] .

Soit U 1'ensemble des mcbs complétement légaux de S . Par définition
F cUc (K UQ) . On définit une application lindaire ¢ de U dans W par s
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(u +u") =u,+u'{, wW=u,si ueW; (u uf:(u'u")é_

et pour tout u appartenant & l'ensemble U' des mots-de la forme u' = hw
avec h eH, w<W, w=h w ; w &W et (b, h,;) 1égal, on pose :

hw)f =hw , si h £hy (puisqu'alors hw €W)
& NG .
:([hh.l]w‘) +hl(hw') , 81 h>h -

la définition permet effectivement une copstruction par induction car, si h» h1 ’

10 les deux termes [h , hl] wi et hut sont de longueur strictement inférieurs

s

& celle de h w -

20 Puisque (h , hl) est 1égale, et que w' =h, w' avec h; <h,, (h1 hz)
est 1égale a fortiori et donc [h , hy Jwt €U ‘
3° Pour les mfmes raisons, uw! € Ut , Par une induction facile on vérifie que

le premier facteur & gauche de tous les W figurant dans la somme
Z W, = (h w’)o‘ est toujours en relation > avec h ou h2 (selon que h éhz
ou h >h,) et donc, a fortiori, en relation > avec h, -

On note d'autre part :

4°Que hw , [h, hyJw' et h hw' ont le méme H-contenu

5¢ qus (h hl)A =[h , hy ]1+ (h1 h)>‘

I1 s'ensuit par induction que pour tout u &U , (u 6-)’} = u?‘ ce qui achéve
la démonstration. On remarquera, qu’il résulte de la construction que pour

tout £ €F, 17 est uns somme dont les coefficients sont non négatifs.

Etant donné (Propriété II.3) qu'il existe une correspondance bijective, conservant
le contenu, entre F et W , TII.2 montre qus W™ est une base indépendante de

F . Done,

1° Tes hA (h ¢ H) sont lindairement indépendants et forment une base de
1'algébre de Lie libre engendrée par A (Marshall HALL) .

20 les t* (t €T) engendrent une sous-algébre associative libre de F
vV v o .
(SIRSOV) puisqus les & + (t €T) engendrent un sous-demi~-groupe libre de F
(propriété II.4). '
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Soient R un corps, X désignant maintenant le R-module libre engendré par
X et : L(A) >T', un épimorphisme de L(h) la R-algibre de Lie libre.

REMARQUE III.3. - Quel que soit la base de ilarshall HALL, H , il existe un sous-
ensemble Q CH tel que {Q soit une base (indépendante) de L' et qu'en

outre Q contienns tous les composants de ses éléments.

/ 3
DEMONSTRATION, ~ Il est évident que u(H est une base (non inclupondunto) de L' s

- . #* L3 2, 2 Y N
définissons unc suitc hy, b5, ecey hoyoeee atéléments da H par les regles sulvarmtes

10 h; " EQ(h;) ou Q(h;:) est le sous-ensemble de H formé des éléments dont
aucun des composants n'est un 'g;, (it <=1) .

20 h; 4 ©st le plus petit é1ément de Q(hi*) (hf est le plus petit élément
de H) selon ltordrs =¥ tel que Y h; 41 @appartienne au sous-module de L' engen=-

dré par tous les h avec hh

i+l °

Soit maintenant Q = M Q(h;) et H=Q VP la partition correspondante de H ,
Par construction, Q cofitient tous les composants de ses éléments et les fa,
g €Q , sont indépendants ; comme d'apres la remarque III.2, Yh e‘? Q pour

tout h €P , le résultat est établi.

On observera que si, ayant défini une nouvelle relation d'ordre <'sur D,
satisfaisant (HO) et h <'h! , 8 h,h'€Q et h<h' ousi heQ st
ht 7‘. Q , on construit la base de Marshall HALL correspondante H' , on a @

Q <H NH

v — —
et 1l existe une partition de Sirsov Q UP' de H' tells que P'I)‘ =P :\.

IV, Algébre de "Shuffle"

Soit «s , s'> la forme bilinéaire symétrique sur S x5 définie a partir
de <8 , s'™ =1 ou =0, selonqus s=s' ou s#s' (s, s' €8).L
théoyéne ds Poinoaré,-Birkhoff-Witt peut s'éerire spus la forme @

6= 2 <u , s> wh
‘ wEl
et et nous allons donner une formule un peu différente pour calculer < w , s>
Afin de simplifier les énoncés on suppose désormais que P = , c'est-a-dire
que H=Q et W=V,
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On va munir le Z-module F d'une structure -}fr dtalgébre de “shuffle" qui
N
est un cas trés particulier des structures de méme nom introduites par
R, C. LYNDON [ 14] ot dont la théorie est exposée dans [2] .

Soit =+ une opération linéaire F x F—~»F définie par prolongsment & partir

des régles suivantes 3

(s1) 1TfF=0Tf=fT70=0; £7T1=1F pour tout f e¢F

et, par inducticn :
(82) si f=zaft (aeh, £eF) ,

FT M =g(f'T £" + £1 TF') pour tout f" ¢ F

Posons pour abréger X Ty =xTy +y TX , pour tout x, y et considérons
la double identité 3

(s0) xTy)Tz=ExT2)Ty=xT(yTz) .

I1 résulte immédiatement de (SO) que T est non seulement commutative mais

encore associative car, & cause de la distributivité :
xTy) Te=xTy) Ta+FTx)T2+2T(xTy) +27T(y7T x)
avec, d'aprés (S0)
xTy)Tz=xT(T2); GTRTz2=0GFT 2) Tx;
2 TETy) +27 (3 Tx)=2T(yTx)=(z27Ty) Tx
et par conséquen‘c;

xFy)Tz=xT(yTa) +(yT2)Tx+(zTy)Tx

X T’(y ?z) + (y ?z)'Tx

|1

xF(yTaz) .

D'autre part, (SO) est identiquement vérifiée par l'opération T définie
par (S1) et (S2) car (SO) est trivialement vraie si x =1 et, par

induction, si (S0) est vraie pour x , ¥y, z (x,y, 2 €F) etsi a ek,

D,
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on a, pour ax , y et 2z

(ax Ty) Tz = (alx Ty)) Tz =allx Ty) T2)

a(x F(y F2)) =(ax) T (y T 2)

1]

za((x Tz) Ty) =(axTz)Ty

Pour tout f , f' €F , £ 7T £ -’:‘Z £, (fi cF) ou le contenu de chacun des

fi apparaissant dans cette somme est le néme que celui de ff' .

les fi sont les "shuffles" de R. C. LYNDON correspondant au cas particulier
ou la longueur du "shuffle” est la somme de celle des éléments "shuffled" f et
£r .

On observera que F est la Z-algebre libre Y sur A satisfaisant (SO) 3
en effet, on vérifie fac:.lemcnt que si Y satisfait cotte identité, tout y cY
est une somme finie de termes '"mormés" c'est-a-dire de la forme

T(a T(a T( ees.)) avec 8] 5 85 5 ser y 8y €A 3 or, si T:FT y
d'apres (82), alT‘(a 'r(a T( cen ))) =ay 8, 8y «en eF et le résultat

découle immédiatement de ce que F est une base indépendante de F.
Soit maintenant Tt W —>TF 1tapplication définie par les régles suivantes
1© a% = a pour tout a ¢ A

20 p¥ = (éziE h)¥ pour tout h €H (oh, on le rappelle, ‘af h est la décompo-

sition normale gauche de h) .

— - —~ T’J - _
30 w° = (Ii n, ') wo = (JL ni‘.) : h\i"r"hl cec Thg ces ‘rh;y pour tout
n, n n. n -
W= hl1 h22 cee hi sos XX avec w? défini récursivement par
G
w h, "—"W | h. e
(v h,) Thy
40 (w +w')/§=w"’“+w't o

) ) — ——
PROPRIETE IV.ls = Pour tout wel et f< F g
<w® , £r=<u, £>

/
DEMONSTRATION, - Il suffit évidemment de démontrer le résultat pour w €W et
f €F . Supposons—le déja établi pour f' ¢ F , et soit f =af', ach .
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On a ¢
<w , (af')’ > = > <, (@a')’™> <, £1°>
w! €W
oy o By . , ,
Soit wt = hy h'2 cos hi ; d'apres lss résultats de III, on vérifie facilement
e <V, (aw‘)6> =0,

sauf si w a ltune des formes

w = aw! (et alors a <.h1)

nf ns n
I S i ~
v =h h2 ses hi (et alors h1 =a)
n, n n
1 2 1
W = hl h2 eca hi

N, ° . e . . *
ou les ng sont reliés aux n:!L par la condition suivante ¢ pour un certain 1

19 n. =n! = vi (vi >0) quand 1 41*

p, Y Y x

20 n = n’ + 1 et él* h = 4a h 1 h 2 geec h i -1
* i * 1 "2 .

i i i i

x

%
o — ' - >
n, = n! vand 1 > 1
3 s ; a >
Dans ce cas,

n!
<w , (aw')f> = n . [t (L] : le coefficient

»,
i=i binomial) .

Considérons maintenant w® $ on a, cn raison du fait que T est associative et
. commutative et des identités (S1) (S2)

—

WY = (TU s 121—; n (T w1 ar )

i i
ot la somme est étendue & tous les h , distincts figurant dans v et ol on a
posé +
v, ¥ Y
o % 1 72 i-1
10 7., h =a', h h eee NN,
ni n2' n','L

2° w! = 1'lément de W , w' =h " h, 5
1
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avec
n! =n, + 7Y pour i<i*
i i i?
n', =n , -1, pour 1 =1"
3 # 3%
. o %
nl‘ =n, s bour 1> 1
Donc;,
e, ars = (T, 2 of(TTv, ) ca 7o, , aft >
? i L i % *
i i -1
:m nz)”lZ n*(ﬂv;)”l ﬂ(n +V.).’,<WT . £'>
i R - ] i i i % °
i i
ot la sommation est étendue & tous les 1% tels que & , =& .
a~ i
Comms par hypothése < w':‘,: s T'> = <w f‘€> le résultat découle immédiate~

i
ment de la comparaison de cette formule avec <y (a w')r> .

REHARQUE. - Soit W (n) le sous-ensemble de W formé par les w de la forme
f'h o f'€ F et he H st ol h est de degré n .

Soit d'autre part rk: F-=F 1'homomorphisme de F induit par la substitu-
tion de 1 + a; a a, pour tout 8 £ A . On vérifie facilenent que pour
tout £ € F la composante homogéne de degré m de HMf est déterminée par
la seule donnée des <wC , £> avee W € w(n) n<m . I1 en resulte la possi-
bilité de retrouver les relations de "shuffls" et en particulier le fait que
si f €F est de degré n; en a, ; n, en a, , ... , N, en a,
(n1 Zhy> eeo ;sni) o les inégalités existant entre les coefficients font que

f est déterminé par la donnée des <w’°', £ > avee W ew(n) , I énz +1 .

Les formules utilisant les bases de Marshall HALL semblent cependant moins bien
adaptées & ce calcul que celles qui reposent sur les bases de CHEN, FOX et
LYNDON.

Mentionnons pour terminer la formule suivants qui se déduit facilement des
calculs qui viennent d'é&tre développés :
vl yz V.
Si w=h" hy ... hil , 1s coefficient N(w) = <wu®, (Z ai)n> est

égal & :
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v,
C vyl DETT G0 ey Iy D

—
ot ]hil est lc degré de h; (n =+ )’ilhil) est ob N(h,) est défini inducti-
vement par N(hi) = N(w') quand %f'hi =aw (ach).

En perticulier, si h est multilinéaire de degré n
n -1
<b%, @8> = (a - 1)1 (Thny)

ob lc produit est étendu & tous les composants propres de h qui ne sont pas

des composants gauches.
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