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Séminaire DUBREIL-PISOT 3-01
(Algtbre et Théorie des nombras)
13e année, 1959/50, n° 3 23 novembre 1959

<

UN PROELEME DE LA TYSORIZ DES AUTOMATIS

par Marcel P. SCHUTZEFBZRGER

Un "one wav, one tape" [2] automate A& est un algorithme destiné 2 classer les
mots du monoide libra FX engendré par X = {x} , fini, d'aprés le mécanisme
suivant :

A est donné par

.

1° Un ensemble fini 5 = gs} avec un élément S et un sous-ensemble Sl ’

L
distingués.

20 Une applicetion (8, ¥)—— S (notde sx) .
Cette application se prolonge Ge fagon naturalle en une représentation de FX par
un monoide d'applications de S dans lui-néme et on dit que f € FX est accegté
ou non selon que 8 f appartient ou non & 61 . L'ensemble F! des mots qui peuvent
8tre acceptds par un automate fini a été caractérisé par S. C. FLIEZNE (1] au
moven ¢'opérations logiques.

Dans cet exposé, nous montrons gque la somme formelle El{f s f é.F'} peut,
dans un certain sens, étre consic:rde comme une fonction 'rationnclle® des x e X .
Hous généralisons ensuite cette propriété en montrant que si S au lieu d'étre
fini est le produit direct d'un ensemble fini par Z (le groupe additif des en-
tiers) et si 1'aoplication (& , X)—>S' et le sous-ensemble 51 cont définis
de fagon convenable, alors la somme correspondante est dons un ce;tain sens une

fonction "algébrique®.

Cette terminologis se justifie par le fuit que si les variables x étaient des
variables commutstives ordinaires les sommes correspondantes seraient effective-

ment rationncllcs ou elgébriques.

Indépendamment de toute notion d'automete, les scus-ensembles F'c FX considérés
peuvent Stre définis comme das unions finies des sdus-ensenbles tels que
I :3x€€: oi g est un élément d'un certain monoide quotient YF. de FX .
A .

tient comme cas particulisr celui ou mfFX est 1l'extension de Z par un groupe

Guand S est fini, ‘?Fii 1'est aussi ; la généralisation que nosus proposons con-

fini.

FOTATION.I, = 4 un anneau unital ; .fln 1'anneau des n x n matrices sur £1.;

- 2 N . . 2 , “r oo . .
Ax(ilj , la L) -algdbre associative libre engendrée par = in fini ;
“
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TT_ 1le projecteur de AX(Q) sur le sous-module dont une base est 1l'ensemble

des f € Fx

On compléte AX(IL) en une algébre de série (infinies) Kx(fl) en posant
ab = 1'élément unique c¢ tel gue, pour tout ©p , 11; c = Tﬁ’(TTp a 11; b) .
Si a € Kx(n) est tel que Ty a =0, on définit (1 -a)" conme 1'¢1ément
unique ¢ tel que, pour tout p , TTp c = T{J(l + p;:El(TTp c)?) . On vérifie

de longueur <£p .

que (1 - 2a)(1 - a)-l = (1 - a)—l (1 ~a) =1 etque (1 -a)b=1 ou
b(1 - 2a) =1 entrainent b= (1 - a)-l .

On note Rfol) la plus vetite sous-algébre de Ex(sl) qui contienne AX(fl)
et qui soit telle que r & RX(fl) entraine (1 + TTO r - r)-lé: RXLCL) .

On a la propriété suivante.

PROPRIETE 1. - Une condition nécessaire et suffiscnte pour que r & RX((l) est
gu'il existe un homomorvhisme X} de EX dans ﬁlh (n<®) tel que

\."““
r=Tyr+ 2. £y, £, |
feFy;ffe, T 7
F
X
ol (Y} f)l,n désigne 1'élément 2 l'intersection de la premidre ligne et de la

n-idme colonne de la matrice (X} f) .

i)

La condition est nécessaire. Ceci est évident quand r Ax(fl) . Supposons que
(1 - r)-l , on obtient

J S comme l'homomarphisme vrolongeant les applications X; x (x € X) ol (XS x)

le résultat soit vrai mour r ot que 716 r=0;si s

est la n x n matrice, somme de (X} x) ot d'une matrice dont toutes les colon-

nes sont nulles sauf la rremiere qui est égale & la n-iéme colonne de (Xr x) .

a s 2 3 . ° ° H - | -
De la meme maniére, si Xr : FX-——aﬁ)n H 3/r' : EX‘—a“:)n' ’ TTO r ~.7Tb r' =0
s=rm+rw ; (w, e€l); t=rr', onobtient ¥ o FX-—-" Q’n+n'+2

et Xt : FX--:> 1]

nent+l o0 prolongeant les applications.

0 . %)y (Ypr %)y &
0 (y_ x) 0 O )" (¥_x) (y.x)" 0.
(g X) = {=x tr o o (fy, %) = 2 ¥
0 0 (Kr' x) | o )7 w! G 0 0 (Xr' x)1
0 0 0 0 0 0 (g(r. x)

1
(ol les notations ( )1 et ()% (ou ()™ ) désignent respectivement la pre-

miére ligne, la n-itme (ou la n'-idme) colonne de la matrice correspondante

: ]
et o « ---:(‘)‘Sr:‘:)lil W + (Kr' x)rll W' e
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une n x n matrice (uij) dont lcs €léments

La condition est suffisante. Soit U

-

sont n, 4ndéterminés ; ' la matrice obterue en supprimant la n-iéme
ligne et la n-ioéme colonne de U ;
o <
i8] - ) B
W= + &~ U ; W'=1 + Lo T .
: n w0 ’ n-1  p0
b y-1 .o
Ona: w = (1 - - 5p o oWt L, ey, et mour tout i, i< n
23,1’1 n,; J,,} N Nal ]’J J g1l
W, = (= vt ou, 50w ., = _(.Zj U sy W ooy 21)
i,n o i, Tin’ m,n n,i sntikn Tn,j j'si

v, 3} = W: 1 + - w1 )“l \ 1 .

i,i i, i isn nyn n,i
Tous les calculs étant eifectuss dans Rey (1)

71,
I1 en résults immédiatement qus si U < %‘ , chacune des entrées (U)i it de
.Ln - Ly
s ok B . et nt. + s v f dtant deal 3
U appartient & RSL Par cons<quent, 1 Few AL (2r )l,n tant egal a
2R
FEe
< -1 R

1 - & x(y x) arvvartient © R (%) .

(( xeX (Xf )1,n ” %X( )
. ~ TR o oS . N bl o Fas s 0w .
REMARCTE, - Scit RY " 1o sous-encemble de Ax(a) défini & vartir de X mnar

les seules opsretinne &'addition, de multiplication et de 1'opdration
r— (1 - r)—1 -1 quaid r < Ri ’ 7”0 r = 0 . ¥n utilisant 1'identité
(1 - a + “b)"1 = (1 -2 =-"n(1 - a)"l b)—l (1 - v(1 - a)-l) on vérifie que tout

e

s € RX(Z) peut &trs dcri
0z

ct

[
gous la forme s=1r ~-1' avec r 4, r' € RX + Par

3

conatruction, si r & ) ont leurs en-

PN

, toutes lec matricas Y f (fe«F
dr X

trées non négatives ; il ouwizte donc un monoide quotient fini \Pr FX tel que

@]

g
er f)l #0 si et s

D

ulement si kfr f appartient & un certain sous-ensemble

IT. = Soit Y =XUT ou U=jui,_

L%30571,2, -0 0ym
Soient Ty s T, 5 eeo 5 T € RY({I) tel que
T, = Tqh = seo =1 =20 uand T XL T e = x =0
1 2 m q X 2 n
et
T, T oa2e T 0 auand U, =T U, = oo =u =0 .
1 m;é A 1 2 o

Dans ces conditions, si £' est une apovlication de U dans AX(§L) telle
que TTO €'y =, @' 1'apolication 'Tz o & et 6 et 6& les homo~
n ' 1
morphismes 4, ({1)— 4 (1) c¢ui les vrolongent, on a, mour tout n et n'% n,
; W “y = ! B ] y
p

T (8, rj) =10, rj) + Les "dqustions” u, = r et los séries fommelles
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u, en les x peuvent donc &tre "résolues" en calculant par des opérations
rationnelles les coefficients successifs T u, et 1'on dira que chacune de ces
séries est un "élément algébrique! de Ky( 1) . On désignera par SX(Q‘).) la plus
petite sous-algibre de 17(‘3.'1) qui contienne tous les elenentu elgébriques et

qui soit telle oue s & Sy ( v} entraine (1 + "TO s - s) & w(Q.)

ITI. - Soit \? : F —9 G un homomorphisme de FX dans un monolde fini et
‘ﬁl : (G, %) -> Z une avplication quelconque.
On prolonge /31 en un "coset mappinz" fB: (G, FX) —3 4 en posant

Alg s % ) = 0 et inductivement
X
Alg s ™) = plg 5 1) + /iyt 5 x) :

Les Géfinitions vrécédentes déterminent sur (FX , 2) une structure de monolde
evec (£, a)(f' , &) = (Zf' , a+ BPL ; £') +a') 5 (f58) 2t ; &') et
seulement si M f = Lff' at a=a'.

+ ] - !

Soit h = sup f (g ; x) 5 n =inf g (g, x) (gé G, x € X) , ot pour tout

g, ¢ G; 0La,; bg n' les $1éments suivants de .ELX(Z.)

u+ >:\; F . ]
3T = {L: feF.; ayf=¢ ﬁ(g,i)_o ﬁ(g,f);O
nour tous les faotﬂurc 3 gauche propres f' de f

A;gma’ b):"ﬁ'::féFXB syt =g ; a+ g, £) =D a*]“g, P)?Q}

pour tous les fucteurs & gauche propres f' de f

rm

On & les équations (c = inf(a , b))

i .
+ o - L }_.__.' + 2 - al! * - 1
(1) Ag,g‘(“ » ) = odaice g“,g“'Ag,a”(@ 25 0) Pgn, gt Bgm g (©, b -al)

o+ o+
+ Agg'(O,b—a) ou ngg,(a-—b,O)

ol e

selon que b 2 0 ou non.

* <
2 0 & - L . o
( ) Ag’g'( » 2) XEXZ X Agk?){',g'(ﬁ(g » X) 5 a)
h v+ 7 . ) N
ou Xy = Ly : x €4 3 1,151(@ , X) O Og .
L+

L
1(390):[‘"A ,?(a,b)x

2)! A
( ) gs8 £58

ou cette sommation est étendue & tous les triples b é¢ 2, x&€X, y"« G tels

que - p,(g" x)=b >0, g'yx=g".

N . + + . - . ,
Finaleme~t si (B ) et (& ) désignent des matrices carrées dont 1'ensemble
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d'indice est en correspondance biunivoque avec G et qui sont telles que

+ + + + rd [y
(3 )8;8' - Bg:g' ;oA )g,g' - Ag,g'(o , 0) ; on a évidemment :
(3) ) =@ -ent

Bliminant les AY ,(a , b) (ab #0) au moyen de (1), il résulte de (2), (2)°
+579 + + X
et (3) que les Ag,g'(o , b) , les Ag’g,(a , 0) , les Bg,g' et finalement les

i ,(a , b) arvartiennent tous & 3.(4) .
g58 X

Ceci naturellement vaudrait aussi bien pour les éléments A; g_(a. s b)
)e

(h"¢a, bg0) ou Bé,g' définis de fagon symétrique.

Soit enfin K = ik§ un ensemble en correspondance biunivogue avec les paires
(g,¢), g&Gj; h <ec <h" . On considére les K x K matrices (X) et (&)

avec
(X)k,k'=X€X si k=(g, c); k':(gl,c|) ot g\fx=g’ ;
ce' 03 c#0; c+ (g, x)=c
= 0, autrement.
+ , . .
(A)k,k‘ = Ag,gﬁﬁ. 5 b) si k= (g 5 a) H ko= (gy s b) 5 o _-"‘ a, b Sh ;
=A@, b) sl k=(g,a): K =(g, 05 hga, D0

= 0 autrement.

Finalement si (B) = (I - (A)(X))”l tous les éléments de (B) appartiennent 2
sX(z) .
En particulier, ceci est vrai des sommes Bg'n = E: if e;FX : \ff =g'
/5(eF , f) = c} qui correspondent par construction & k = (eF , 005 k'=(g", c)
X X

REMARGUE. - Le résultat ne se généralise pas au cas ou A serait um ficoset
mapping" de G , fini, dans un groupe abélien de dimension »2 et ou l'on cher-

cherait la somme
Z{f: Jt=g; Bl ,£) =0}
Py

Considérons en effet le cas o \f est trivial (tff = e, pour tout f) et

o, X étant égal & {xl y X5 x3% , On a
Plx) =0, 1) 5 plxy) = (1, 05 plg)=(-1, - 1) :

Dans ce cas, si o désigne 1'homomorvhisme de Ay dans 1'algébre des séries

formelles en les variables commutatives tl s t2 et t3 s on a 3
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5 Zﬁ'(ZG
< -y =l .
,,z\sza(/_f:ﬁ(f):o}:(/l,a) (1 - t, exp iu - t, exp iv
0 }O 1 2
. -1
- %, exp -~ i(u+ v)) " du dv 5
J
=1+ (3p)! (p!)~° (’t t, )P .
py0 7" ! 172 73

Quand t, =t, =t, = 1/3 t , cette fonction a, pour t —»1 , une singularité
non algébrique puisque

(3n)t 1
(nt)>3%0 <Tin .

Donc, & fortiori, s4 5.(4) .
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