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ALGEBRE. — Sur une question concernant certains sous-monoides libres.
Note (*) de M. Marce. PauL ScunUrzenBercer, présentée par M. Paul
Montel.

On répond a une question posée par Golomb et Gordon (), p. 370.

Soient X* le monoide libre engendré par un ensemble fixe fini X @
et X;=X"\_{f**":f€ XX*; neN}. Pour tout A € X*, on note A* le sous-
monoide engendré par A et si f€X* onpose p,f={aa’: a, a’ €A*;f=d'a}.
On considére les conditions suivantes sur A ou p<<o<<p' [¢f. (*) et (*)] :
Us(p, p'). St les f,€eXX* (p<j<j+1<p’) sont tels que f;fi..€A*
identiquement, alors f, € A*.

U,. Pour tout f€X*, gxfNA*= ,f.
U,. Pour tout f€ X*\ A%, {{I"NA*"NnXX*= 0.

Sip<_petp'=p ona Us(p, p')=>Us(p, p') => U, &U,. 81 #,= (tnss)nexs
ou %,,, = Card(ANnX"*), U, & U’ impliquent a,=~P,(«,), ou, d’apres (*),
nP,(«,) est la fonction des n—1 premiers termes de «, exprimant a
l'aide de la formule de Moreau [(*) p. 501-503] le nombre des f€X N X"
tels que pxfNA?A*=(J. La propriété suivante répond a une question
de (*). La méme construction, inspirée de SirSov (*) et Lazard (*), donne
aussi les codes de W. L. Eastman cités dans (*).

Propri&TE. — - Sotent o = (o,  ),ex une suite d’entiers telle que
0%, P,(«) identiquement et q= Y (Pn(a')—-«,). Il existe un AcCX*
n>o

satisfaisant @, = a’ et U,(—q, 1) (et, par conséquent, AXX*NA) = 0.

Vérification. — Etant donnée une suite (&, B))ex (6==1, B;CX?*)
on pose A,= X et, inductivement,

A= (AinBy)* . (ANB;) ou =:(AN\UB:) . (A;nBy)*

selon que g=—1 ou 1. Les A forment une suite non croissante,
et en posant A=1lim [ A, on a A*=limA,.
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Considérons les énoncés suivants ou, sans perte de généralité, on suppo-

sera g,=—1 et O #B;=B;NA;#A; (o1 < k).
I Ax satisfait U,(ps, pi)y od  pitpi=k+2 et pit pi=: D

i<k



/

C2)
I1. Pour tout f € XX*, un et un seul des sous-monoides B;,B;, ..., B ,, A;
a une intersection non vide avec o f.

IL A'X*NX* A7 'CA.

Les énoncés sont triviaux pour j==0,1 car fff€A,A x> f€AA].
Donc A, satisfait U, & U’ et I'on peut trouver un ensemble X, des sous-
ensembles B;, A;C X* et un monomorphisme ¢ : X* > X* tels que ¢ B;= B, ;
QIJX,': A;.. 1dentiquement.

Supposons I, IT et III établis pour k <<i>\2 et soit k= 1.

Pour I. Pour p;4-1<j<j+41<p,, on a f,€A; et il existe donc
des f,€X* tels que {f,=f, et f;fi.€A;,. L’hypothése d’induction
donne f, €A, ce qui établit fo= {f,€A;.

Pour II. Comme A,A;CX*\B;, ou bien gfNB,# T et

oxfAA; CoxfNA; =0, ou bien ge€pxfNA}AJ.

Dans ce dernier cas g = {g, oi g€ X* et I’énoncé résulte de ’hypothése
d’induction.

Pour IIl. Soit g=af=1f'a’, ou a€A/', feX*, f€X* A, a’ €A;"",
Comme f, f€A}, on a g={¢g ot g=af=fa avec a€A’, f, feX*
et a€A’7]. Donc g€A; |, d’aprés Phypothése d’induction, et g={ge€A;.

Supposons maintenant que les mots by, b, ..., b, , € XX*\ X X*
soient tels qu’en posant B;= {b;} (0"t <<m) on ait «,=: Card(A, NX")
pour n="k. Si f€X"" et g€pxfNB;# OV (01 <m), on a g=b;"" et
donc f&X]. Donc, d’aprées I, feX NnX'*"' entraine ofNA, 0 et
d’apres U, si oxfNA, A, =@, oxfNA,, se réduit & un élément unique
de A,. Ceci montre que Card (A, N X***') = P,,,(a') et qu’on peut prendre
d=Pi,(¢)—a,,, >~ o éléments distincts b,, by, ..., buias dans
A, n X1 PosantB,, = {b,v},(m—1=m'<m- d),onaCard (A, o nX") =a,
pour n="k -1, ce qui établit la propriété par induction sur k et passage
a la limite en observant que tous les ¢; peuvent étre pris égaux a - -1.

On notera que si ¢<<oc on a la relation 1=E(CardX)‘" Card (AN X"
n>0
qui se vérifie facilement par induction sur les A; (:€N) en observant

que A;=A;,,.(A;nB;)* ou (A;nB,)*.A/, selon le signe de ..

(*) Séance du 20 septembre 1965.
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