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I) Introduction.=~
Les codes & longueur variable ont été considérés deés

les premiers travaux de Shannon sur la théorie des communi-
cations. Cependant nous n'en savons guére plus & leur sujet
maintenant qu'il y a dix ans. Ceci est d'autant plus remar-—
quable que 1l'étude des codes équivaut & celle d'un objet: mathé-
matique assez naturel (les sous monoides libres d'un monoide
libre) et que 1l'on peut formuler & ce propos des conjectures
précises et d'un contenu apparemment élémentaire.

Le but de ces notes est de présenter quelques définitions
et quelques arguments de plausibilité concernant l'une de
ces conjectures. Dans ce qui suit, X dénote un ensemble
(1"alphabet") d'éléments appelés lettres. X¥ est le monoide
libre engendré par X c¢'est-a-dire 1l'énsemble de tous les mots
en les lettres de X muni de 1l'opération de concaténation ;
e désigne 1'élément neutre de X* (c'est-i-dire le mot vide).

Définition 1.-

Un sous ensemble non vide A de X° est un code s.s.1i
= . L. .
tout mot de X© a au plus une factorisation comme produit

de mots de A . Par cxemple, pour X =1x ,y}-.l'ensemble
A = { XX , yXX , YyyX , ¥X , yy} est un code (la vérification
est laissée au lecteur); par contre A' = {;Xy, VX, ng n'est

pas un code parce gque par exemple le mot yxy a deux fac-
torisations distinctes (y)(xy) et (yx)(y) comme produit

de mots de A .
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Si A est un code, soit Y wun alphabet et A : Y —>A
une bijection;‘x s'étend en un homomorphisme dans XE
un monoide libre Y& engendré par Y . L'hypotheése que A
est un code équivaut & 1l'hypotheése que X est un monomor-
phisme etpar définition le sous mono¥de A® de %%
engendré par A est isomorphe & ¥ ., A® est donc un
sous-monoide libre de X* . Réciproquement, soit B® un
sous~-monofde libre de AT H B¥ est librement engendré par
1l'ensemble B = (BX\\£§§)\\(BE\\{§})2 qui est donc un code
s'il est non vide. Ceci montre 1l'équivalence des notions
de code et de sous monoide libre d'un monoide libre.

I1 existe une catégorie de codes faciles & construire:

les codes préfixcs dont la définition est la suivante:

Définition 2.-~

Un sous ensemble non vide A de X est un code pré-—
fixe s.s.1 aucun des mots de 4 n'est facteur gauche
propre d'un autre mot de A . (en symboles: AXX™ A =¢ ).

On vérifie sans peine qu'un code préfixe est un code.
On appellera code préfixe gauche tout ACYE non vide
satisfaisant la condition symétrique X XAAA =@ et
bi préfixe tout code qui est & la fois préfixe et préfixe

gauche.

Un exemple de code préfixe est:(x Y VXX LYXY ,yy}-
(de code préfixe gauche: X yXXY JVXY VY ). ’

On doit 2 B. Mandelbrot l'observation que A est un
code préfixe s.s.i A peut &tre cansidéré comme 1'ensem-
ble des suites de lettres définissant la premieére réalisation
d'un événement récurrent au sens de Feller. Aucune inter-

prétation simple n'est connue pour les codes gquelconques

et de fait, il n'existe aucune méthode non triviale permet-
tent de construire tous les codes ayant un nombrec donné de
mots. Cependant c'est un fait remarquable que tous les codes
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(fini ou infini) que l'on connait peuvent &tre transformés
en des codes préfixes par permutation des lettres de leurs

mots.

Par exemple le code A:‘{XX y VXX L,YYX ,¥X ,yyi} n'est
ni préfixe ni préfixe gauche, mais il se raméne au code
préfixe L' = { XX sXYX LXYY L,YX ,¥¥ par permutation des
lettres des mots yxx et yyx . L'essentiel de ces notes
consistera en la discussion de certaines propriétés se
rattachant & la conjecture que la constatation empirique
que l'on vient d'énoncer est vraie pour tous les codes,

Pour terminer cette introduction, il faut encore

introduire la notion de paire synchronisante.
Définition 3.-
Soit A un code. Une paire (f ,f!')& X* x x¥

est une paire synchronisante s.s.i quels que soient
g ,8' €XF 1la relation g £ f! g'€ AT entraine
gf ,f'g'& AE

Le contenu intuitif de cette définition est simple-
ment que le mot ff' détermine sans ambiguité une factorisa-
tior du message quel que soit le contexte dans lequel elle

se trouve puisque la fin du mot f est nécessairement la
fin @1 mot de A . Il est clair qu'il existe de nombreux
codes n'ayant aucune pairc synchronisante: par cxemple
(pour X ={X ,y}) le code A = {xx , XY VX ,yy})

I1 semble cependant que les codes n'ayant pas de paire syn-
chronisante aient des propriétés treés spéciales et 1'étude
de ces propriétés se rattache étroitement & la conjecture

précédente.

II) Propriétés élémentaircs des codes généraux.-—

On garde les notationg X ,A ,ﬂ* setc... intro-
duites jusqu'ici et on rappelle qu'un sous ensemble B de
X* est dit stable si et seulement si BZC:B o
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Propriété 1 .-
Deux conditions nécessaires et suffisantes équi-
® * .
de X soit

valentes pour qu'un sous ensemble stable A
un sous=-monoide libre sont
(1) &% satisfait la condition U

Uy ¢ A =-)Lf€XK ;AR fﬂgn Fagt.
(2) Il existe une représentation 4 de X*¥ par des matri-
ces & éléments O ou 1 telle que If‘:'={f€X§E : (,J.f)1 =13
De plus, A®  est engendré par un code préfixe si et seule-
ment sl il satisfait 1'une des deux conditions suivantes:
(3) U, : &%= {fex*: w¥Fena® 4 g}
(4) La représentation /,L peut &tre choisie de telle sorte
que pour tout fgx* R /,(,f 2it au plus un élément non nul

dans chaque ligne.

Vérification,-

I1 est commode de noter d'abord qu'étant donné un sous
ensemble stable A% de Xx* , un mot f satisfait
AErN AN 2a¥F £ ¢ s.s.i il satisfait AFENAT £ 8 et

P - . , .

fATMAT # @ . Bn effet, si g 48, ,a,),%n 35sont tels (1)
que a1f = fa2 =az ona certainement A fﬂ;’;‘:){az} £ @ .
Réciproquement, si 81 235 28, 525 gﬁx* sont tels que
a;Ef = a . e't§E fa2 = ag , on a a5a1:\€ = a5a4 = fa2a5 *2et .
AFE N £ATN AT D a5a4} # ¢ dlaprés l'hypothese A™C A™ .

Montrons maintenant:
() Ud$ A¥ 1ibre; supposons que A~ est un sous ensemble
stable non vide de X* satisfaisant Ud . Comme
£¥e = er* = A¥ , on a ecA® . Poscns 4 = (4% \{e})\
(AK\{e})z . Si A¥ # {e} , ce que noug supposerons désor-
mais, A est non vide et chaque mot geﬁx\ e} a au moins
une factorisatiom g = &y 8, ... @, comme produit de mots
By 385 yeeey amgﬂ « Pour montrer que A est un code, il
suffit de vérifier que cette factorisation est unique et,

(1)

et foﬂAE:){a.j} £ ¢
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procédant par induction sur la longueur de¢ g , on peut
suppcser que ceci est déja établi pour tous les mots de LE
qui sont strictement plus courtsque g . Soit donc
g=2a'yas...al, (a’1 AP RTET a'm,{-fj;) une autre
factorisation de g . D'apreés l'hypothese d'induction,
cette factorisation est la méme que la précédente si et
seulemcnt si a, = a'1 . 81 2y était différent de a'y
on pourrait supposer sang perte de généralité que 2y

est plus court que a’1 . On aurait donc a’1 = a1f pour
un certain mot FEXX et l'on aurait f¢ A® d'aprés la
définition de 4 . De plus, on aurait aussi

fa*2a13 oo a'm =8, 8z ee. By clest-a-dire A}Efﬁﬂﬁ £ g

et fAFNY 1F £ ¢ avec fg_‘ A¥ ce qui est impossible
d'aprées 1'hypothese quc A% satisfait Ud . L'implication
" Uy => A¥® 1ibre" est établie.

(g) A% 1ivre .__,, /&

Soit H = {‘hé.'Xi;E s hWXXEMN A £ QJ}: 1'ensemble des
facteurs gauches propres des mots de A . Nous prenons H
comme ensemble d'indices et nous deflnlusons comme la
H x H matrice unité . DPour chaque {'3 nous
définissons le H x H mnatrice par la COl’ldlth]ﬂ que pour
chaqgue h ,h'€H on ait : (,cf)h B! =1 si hf =h' ou
s'il existe aGAﬁhXXi'E et AE€A" tels que hf = aah'

({J;E)h nr = 0 dans tous les
autres cass. Par définition e €H , A% feX® (flf)e e"%
et tous les éléments des matrices }A—f sont O ou -
I1 suffit maintenant de vérifier sous 1'hypothése que A"
est libre que (o= cst bicn une représentation de x*

c est—a—dlre que ‘uLfI.Lf' = ff!' identiquement pour
f ,f'€X® . Procédant par induction, on peut se limiter
au cas ou f!' = xEX et la vérification découlc de la défi-

nition de ,(L en considérant successivement les différents
cas possibles. Je ne la rcproduls pas ici.
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representatlon fL par des natrices a2 éléments O ou 1
et, prenant un indicc quelconque, disons 1 , posons
o lre ¥ (l,{,f)“1 = 1} . Il est clair que ¥
est un sous monoide de. ¥ . “Scient a ,a'€LiF et T
tels que af ,fa' € A% . Dr'aprés la définition de A

ceci équivaut & l'existence d'indices i et J tels que
?43)1 g = q«f) = Qxf)1’j = (Ha'). =1 . Comme

QLa) = gLa 1,1 » OB voit en cqlcu_wnt Quafa’) 4 aue
cette dcrnlere quaﬁtlte ne peut &tre &£€1 que si i =3 =1
c'est-ad-dire que si fEL™ , ce qui montre quc A® gotis-
fait Ud et achéeve la vérification de la premiére partie

de la propriété.

La vérification de la deuxieme partie cst trés simple.
D'apreés la définition des codes préfixes, 4 est un tel code
si et seulement si AMH =@ ou 4 et H sont définis
comme ci-dessus, c'est-a-dire encore, utilisant la représen-
‘tation décrite dans (?) si et seulement si pour chaque zx&X
et h g H on a soit hx €H soit hx & A mnals jamais
les deux & la fois, c'est-a-dire enfin si et seulement si
chaque matrice PLX (x€X) a au plus une entrie non nulle
par ligne, ce qui équivaut & la méme condition pour chagque
pt (f&X®) . Dans ce cas si a ,&fé;ifﬁ (c‘est—é—dire
?La)e . Qkaf)e o = 1) , on a certainement qif)e,e
donc fe:J1 , ce qui montre que Ur est satisfaite pour
tout code préfixe et pour tout code correspondant & une rc-
présentation par des matrices ayant au plus une entrde posi-
tive par ligne. Finalement, d'apres la définition de 4 ,
on voit que U, entraine en particulier que aXXE¥MN 4 = ¢
pour tout agh , ce qui achéve la vérification de la

w‘r#
i

propriété.
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L'intérét de la condition Uy est que son énoncé ne
fait pas intervenir 1'hypothése qlie X* est un monoide libre.
Ainsi étant donné un monoide guelconque M , nous pouvons
considérer la famille de tous les scus monoides M!' de M
tels que l'cn ait
Ud . M! = {méM‘ : Mtm OymM! TV M* # @ .'}Gt l'on voit
facilement que cette famille est un treillis complet.
En particulier, si M est un groupe, un sous cnscmble stable
non vide M'C M satisfait U, si et sculement s'il est
un sous groupe. En effet, Ud entraine d'abord que egM!
ol e est 1'élément neutre de M ; ensuite m étant L'in-
verse d'un élément quelconque meM'! , on a {e} € oM N\ M'mOM!
ce qui montre que m&€M!' implique m & M!' .
Ceci permet treés facilement de construire des exemples de
sous monoides libres de X~ car, étant donné un épimorphisme
C{’ de X* gsur XM , 1'inage j.nvorsecﬁ -1M' = {f ex® :(f?fEIVI’}
de M' satisfait U, dans X° quand M' satisfait Uy
dans M .
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CODES A TLONGUEUR__VARIABLE (suite)

M,P, Schiitzenberger

La Proprieté 1 est purement formelle et n'implique aucune
restriction sur la cardinalité des ensembles (X ou A4)
congidérés, Nous introduisons maintenant la définition suivante:

Définitione~ Le code A sera dit élémentaire s.s.i il
existe un homomorphisme C{' de x® compatible avec AE

(c'est-a-~dire tel que A¥E o ¢~k‘ AE - i £-XE ¢ afeoa® ) tel
i { i T ¥

+ 3

que le monoide 3;X* ait des quasi~-idéaux minimaux (c'est-
d-dire tel qu'il existe au moins un uﬁg/XX satisfaisant
ugu.m.ﬁfXﬁ N X¥m.u. pour tout m*ﬂfxx) .
Ceci est certainement le cas quand A® - %F1G' ol g;X*

[}

est un groupe., Un cas moins limité est le suivant :

Remarque Une condition suffisante pour que A soit élémen-
taire est qu'il existe au moins un mot b & XT qui n'est
facteur d'aucun mot de A (ngxﬁﬁ A=) ,f ce qui est certai-
nement le cas quand la longueur des mots de A est bornée ) .

Vérification .~ Définissons en effet un homomorphisme < de x*
sur un monoide quotient %xxﬁ de X% par la condition
suivante :

pour tout f,f's X% , G = GE!

S.9.1 quelques soient g g'i;X* la relation gfg';gA’E
équivaut a gftgt. A% .,

ginsi
On sait (M. Teissier) que 1l'homomorphisme v défini est compatible
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avec A%®  (puisque efeeA® s.s.i  fea®) et que ? x*

est une image homomorphe de tout monoide SXE on !
est compatible avec A® . Nous appellerons ?Xx le monoide
gsyntactigue de AF .

Si 1'ensemble W= {fex’* 2 XEXE qA* = ¢} est vide, on
voit facilement que X WX® = W© et que g W est un élément
uniqué u du monoide syntactique satisfaisant

ueu.m(f’X‘afE ()“?X*mu pour tout me?XiE .

On peut donc supposer désormais que W=¢g . Pour chaque

o e‘Xx y 11 existe donc au maoins une paire g,6"% éX* telle
que gbobg? ¢A® et ttaprés 1'hypothdse X bX'qA=¢ il
existe deux factorisations b = b;ib2 et b = 'b3b4 de b
telles que gb, , b20b3 ’ b4g'6A . Comme b n'a
qu'un nombre fini de factorisations, on déduit facilement de la
définition de Cf que l'image par (P de 1'ensemble DbXTb* = Q

n'a qu'un nombre fini d'éléments et co-mme QxX®Q cQ il en
résulte que 1'ensemble ¢Q contient un sous-ensemble G # @
satisfaisant Ge CFX*.G =G . D'aprés la théorie classique

des mono{des, ceci signifie que G est un quasi-idéal minimal
de (?Xi'E ’ ou , comme l'on dit aussi, un sous-groupe de
SUSCHKEWITSCH de (PX* . La remarque est établie et 1l'on
a méme véri- fié le résultat plus fort que l'existence de b
entraine que les sous-groupes de Suschkewitsch du monoide

syn tactique soient finis.,

Réciproquement, il est possible de vérifier que si A est un
code tel que le monoide syn tactique associé soit fini, il existe
au moins un béX’E qui n'est facteur d'aucun mot de A,

(Geci résulte de théordmes dus & Shannon et & Feller, dont nous
utiliserons par la suite d'autres cas particuliers) .



D'un poiat de vue technigie, il est intéressant de
noter que si A est élémentaire la condition T entraine
la propriété caractéristique suivante de son monoide syn-
tactique: quels que soient m , nm! E,?)XE ona m=mnm'
S. 8.1 un = um! et mu = m'u pour chagque u apparte-
nant & 1'idéal bilatére minimal de 4¥X* . Nous n'utilise-
rons pas cette observation ici.

Propriété 2.-
Une condition nécessaire pour que le code A soit

maximal est

ng o XT=[fex® X rxFpat 44},
cette condition étant auvssi suffisante quand A est é1lé-
mentaire.

Quand A est un code préfixe, une condition nécessaire
et suffisante pour qu'il soit maximal en tant que code pré-
fixe est

N : XT = [f€XF : £Xn A% £ 0} .

Enfin, quand A est un code élémentaire maximal,

N est une condition nécessaire et suffisante pour qu'il

r
soit un code préfixe.

Vérification.- Je renvoie au cours de Nivat ( ] pour
la preuve que si TfE&€XT est tel que X© T Xxn AT = ¢
1'on peut adjoindre &% A un mot de la forme fx© (xgX)
de telle sorte que A Uéfxm} soit encore un code e

ES

qui montre que A n'est maximal que quand ﬂ& est satis-—~
faite.

Si A est un code élémentaire satisfaisant Iy
soit D 1'idéal bilatére minimal du monoide syntactique
Moo= qu introduit plus haut. La condition Ny exprime
que D' = D(1¢AK 4 @ . Prenons 5tgq71D' et supposons
que A ne soit pas maximal, c'est-a-dire qu'il existe
un g €XF tel que {g} UA =B #4 soit un code.
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Ceci implique égégéAx car autrement ce mot aurait deux
factorisations en produit de mots de B . Cependent, comme
gfﬁ €D , ﬁ95g5 appartient au sous groupe (3Xx¥3) de M
et il existe un mot g'€ 8 XF 3 tel que @(g' 3 g a) =
?(5 gag')=%a, ce qui entraine g'aga,

2 gag € A"cB® et g'€B® puisque par hypothése B
satisfait UJ .

Le mot g' a donc au nmoins une factorisation comne
produit de mots de B et par consdquent g!' a g a adnet
au moins une factorisation en produit de mots de B dans
laguelle un au moins des facteurs est g . Comme d'autre
part on a vu que g' 8 g & & A® , tout ceci implique que
g' 2 g & ait denx factorisations distinctes en contradic-
tion avec l'hypothése initiale que B était un codes;.

On a donc établi que N4 est une condition suffisante pour
la maximalité de A quand A est élémentaire.

Considérons maintenant un code préfixe A,

Si b (#e) n'est pas un mot de A et si A satisfait N,
il existe au moins un f&X© tel que bf.sAEE donc b est
facteur gauche d'un mot de A ou admet un mot de A comme
facteur gavche. Ceci montre que A est maximal en tant que
code préfixe s'il satisfait Nr .

Réciproquement, si F = {f ex* : £XFNAT = ¢3 n'est
pas l'ensemble vide, on peut écrire F = I ¥ ou F! = P\X x®
(= 1l'ensemble des mots de F n'ayant aucun facteur gauche
propre dans F ) et l'on vérifie sans peine que AUF! est
un code préfixe satisfaisant Hr .

Pour achever la vérification de la propriété 2 il reste
seulement & vérifier 1'équivalence de U, et de N, sous
les hypothéses indiquées, ce qui est un siaple exercice sur
les monoides ayant des quasi-idéaux minimaux et est laissé

au lecteur.
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On notera que la Propriété 2 entraine qu'un code préfixe
elémentaire maximal soit bi-préfixe si et seulement s'il
satisfait N : X' ={ f.X* : XX AL X n" £ 6}

La condition restrictive que A soit élémentaire peut sembler
extr8mement artificielle et n'est pas la meilleure possible.
I1 est cependant impossible de se dispenser entierement

d'une hypothése de cette nature et ceci suggzre le:

Probléme.~ Trouver des conditions intéressantes définissant
des familles de codes pour lesquelles Vd est équivalent

& la maximalité du code, pour lesqguelles U &n = U &N
ou pour lesquelles U &N <=> U£ g_N .

De facon plus restrelnte et plus précise, il semble
possible de proposer la conjecture suivante dont la preuve
permettrait celle de la conjecture 1 pour les codes finis.

Comme plus haut, K désigne l'homomorphisme naturel de

x¥ gans le mono%de abélien libre engendré par X .
Conjecture 2.- n, n2 n_
Soit &b = Xy Ep  eee X un mot fixe d

monoide abdlien X* et soit & un code tel que pour
chaque a€&ZX ,xa soit un facteur de &b . Posant pour
{ “"1 AN
- . — . - 1 - !
chaque a€X : $a _.(Zl:(ni mi) ) | li (ny mi) ! )7 oh

les entiers positifs miééni sont définis par

B Ty
Xa = x, X5" eee X0, OD 2 1'inégalité:
T9a & Gnpt (a0 (=be) .
aégﬁ 1

L'énoncé est trivial quand L& est un code préfixe.
En effet dans ce cas, Qa = Card éa X* k) cx 'b} et le nom-
bre des TFEXT tels que T 0<' qui admettent a comme

facteur gauche et é% = Card ( )
Donc pour A préfixe E ¢§é = 52 est une condition

a eﬁ



nécessaire et suffisante pour que A soit l'intersection
avec é?l) d'un code préfixe maximal. Cependant méme pour
LI préfixe satisfaisant Ejé%,: é; , je suis incapable de
prouver sans hypothéses supplémentaires gque si c§££ est tel
que ¢ c¢st un facteur de ¢¢rb , l'ensemble EL}?&? n'est
pras un code., n -

I'une de ces hypotheéses est Xb = X11 X5 et il me
parait intéressant de signaler qu'un des obstacles prélimi-
naires pour passer au cas de mots b moins spéciaux est
l'absence d'énoncés concernant la factorisation des groupes
cycliques. ZEn effet, étant donné un groupe cyclique G
d'ordre n on ne connait pas sauf pour des classes tres
particulitres d'entiers n la forme générale des sous ensem-
bles H , H'C G tels que chaque g€G ait une et une
seule factorisation g = h h' avee h€H , hi€H' .

Une autre hypotheése est que A est bi-préfixe comme le

montre l'exemple suivant:

Exemple.-
Soit A wun code préfixe satisfaisant UV, et
b =B =X X, e0s X (x1 s Xy 5 ene 5 X 5X ) un met tel
[ ) * 4 R > o -~ .
qu'aucun de ses mots conjugues bi = Xs Xiq oeee Xy Xy Ko g

(i =1, 2, «.. n) ne soit facteur de mots de A ,
(X* by X*Ar=¢ pour i=1, 2, ...n). Un tel mot b
existe toujours s'il existe au moins un fngX tel que
¥ rx*na =g car on peut prendre alors b = ff . -

La condition Nr impligue que quel que soit jé;é}, n{]
il existe au moins un FE&XT pour lequel XiEg g see%y bf & AF
et comme X bj XA =@ , il existe un indice 5 tel que

- L e o r .‘(_."j:{
ajéiA avec aj = x3 Xj+1 ..,(X; :ijﬂ}273djsn) ou
; Xj Xj+1 LAY XI]_ X1 e X"j' IS =] J .

L'hypothdse que A est un cod e préfixe implique que
a. est déterminé de facon unique donc que la correspondance
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j=*3 est une application de {j, n]' dans Lui-méme et 1'en-
semble K des nmots 2 (j =1, 2, ... n) constitue la ’
totalité des mots de A qui sont facteurs d'un mot du monoide
{ E = engendré par b ou d'un mot gquelcongue des monoides
P

Maintenant deux cas sont possibles:
1) j~>3 n'est pas une bijection, c'est-a-dire qu'il

gque

w

existe au moins deux indices différents Jj et Jj' tels
J = 3' . Dans ce cas l'un des deux mots a. et a., est
facteur droit de l'autre et A& (donc A) n'est pas bi préfixe,

2

De plus, il existe au moins un indice, disons j tel que

® 13 pour tout jezi}, @IA. I1 en résulte que

b Xy Xy oo X = = g n'a aucun facteur droit dans 4 donc dans
A , ce qui préuve x= g r)AX # ¢ et enfin que L* ne satis-
fait pas 1y - {féz(*‘ s XAt Ll .

2) j=—>3 est une bijcction. Il cst clair que maintenant
E est bi_préfixe et que chaque bi a un Ffacteur droit

-

2y ehi ou i-1 =7 . Comme bJ g =8y ol cy ay = = b;

11 en résulte par 1nductlon que pour tout facteur g d'un mot

du monoide fb} ¥ ona X* g n‘Aﬁ # ¢ . Dans ce cas A peut

donc &tre considéré aussi comme un sous-ensemble d'un code
préfixe gauche fini satisfaisant K .
Montrons pour finir que XK icl ne peut pas &tre un code
$b

quand c&ZX est un facteur de . Considérons la suite

APIPINN P jé s ees s jq g oeee OUJy g 0= ji idecntiquement.

Comme Jj ~%» est une bijection, il existe un q tel que

jq = ji ce qui montre que pour cbgque JjE {W, n} il existe

un entier positif q§ tel que bj 35§ B Prenons le plus

petit commun multiple & des 9y » oOn a b ejn‘ pour

tout j . Maintenant on peut ~..3 pzxle e ”’1°r‘li 6. sup-—-
(

poser que ¢ =-bf Xy Xy ees X s20) et »n a évidemment



.38,

r r . R :
c bj =>b1 c ce qui montre gue ce mot a ceux facteorisa-
tions distinctes en produit de mots de L k}c} et acheve

la discussion de l'exemple.

Propriété 3.-

Soit A un code satisfaisant N, . TUne condxticn
nécessaire pour qu'il admetite des paires synchronisantes
est W, : X®= frex® . 2% 1 AT 407

Si A est élémentaire, la condition N_ est suffi-

sante et elle équivaut & la condition que si (% est un
homomorphisme compatible avec A% tel que (gx® ait des
quasi-idéaux minimauxj et A® contienne au moins 1l'un des
derniers.

Soit (g , g&') une paire synchronisanse. Qucls que
soient g, , 8'4 V9 Sl (g1 g, g g'1) est %ussi une
paire synchronisante car £ g & gt g'1 ' & A% imnlique
f g1 & » g! g’1 f'é_;"A35 . Donc, quand A satisfait Nd y
on peut toujours supposer que ¢, g'€ L* . En vertu de
Nd on peut trouver pour chaque h & X* au moins une
paire (f , £f') telle que f g g' h g g'« 4" et puisque
(¢ ,g') est une paire synchronisante, il en résulte que les
mots f g, gthgg'f', fgg'hg et g' f' appar-
tiennent & A% . Observant que g' hgg!' f* T g g' h g e AF
on voit que A% g'hg Nsg' hg A% rgAX £ @ et enfin,

d'aprés Ud , que g' h g& A ce qui é¢tablit la nécessité de

S
Supposons maintenant que 9’ est un homomorphisme

. b ’ 3" . . z
compatible avec AF tel que @?X: admette des quasi-idéaux
minimaux. En vertu de Nd , 1'un de ceux-ci, discns G ,

=

a une intersection G'!' non vide avec AT et utilisant

Ud , on montre que G' est un sous groupe de G . Soient
=1 N

f e?-?: G et a, ale i

. . .3
tels que afa*& A s
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Prenant ae<l tel que QSE =j755 = 1'idem, potent contenu
dans G , on a agf a' a€h”™ et @f = @ (a f a) donc
y(aafa'a)=@aaafaata) =@@aa). pT .?Ea'
& @' avec Q('é aa) , (?(5 a' a)g G’ et enfin, puisque
G!' est un sous groupe, @fé G!', ce qui entraine f € A%

puisque %a est compatible avec A® | Ceci établit que

(N

Ns entraine G' =G .
Réciproquement, si G = G', l'intersection de A
avec 1'idéal bilatére minimal D de X°— est le qué181
idéal R'N L' ol R' =D @A¥ ={m=D:m.eX* ) A¥ £}
et I!' = '@Ak -LméZD : ?Xx.m ‘Aﬁ # ¢}.
Prenons ag‘f;‘ﬁqu . Si faaf'gh® le mot f a
appartient & la fois & '§é—1L’ (puisque @5 é@ﬁxﬂn D)
et a @“1}2’ puisque ('nf a&D et @f a.qza f e 4% .
Donc f & ¢ AF et de facon symetrlque 5 f&i®, ce qui
prouve que (a, &) est une paire synchronisante et achéve
la vérification.
On peut noter que la condition G = G' , c'est-a-dire
Ns , équivaut & l'hypotheése que les quasi-idéaux minimaux

du monoide syntactique sont triviaux.

IITI) Quelgues guestions particuliéres concernant. les codes

maximagux finis .

Afin de simplifier la discussion (et surtout les nota-
tions), nous supposons désormais que 1l'alphabet X est
fini, ce qui n'a que peu d'importance pour les questions
discutées ici. Par contrec, l'hypothése qu'un code maximal
L est fini entraine qulil ait des propriétés algébriques
gque ne possédent pas les codes maximaux satisfaisant seu-
lement la condition plus faible mais encore trés restrictive
d'avoir un monoide syntactique associé fini. Par exemple,
il n'y a auwcun code maximal fini A ( # X) pour lequel
on puisse trouver un entier fini m tel que toutes les
paires (a™, a™) (a&h) soient synchronisantes alors que
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ceci est vrai (avec m = 1) pour le cas trés simple de
n_n? y .
X =}x, ¥ et de A ={X v : n.n'>0 £ = un code maxi-

3

mal infini dont le monofide syntactique associé & § éléments!
el

(dont un systéme représentatil dans X% est e , X , ¥V ,

Xy 3 yX ? ny ) °
Ceci pose donc le probléme de trouver unc méthode de

o

construction pour ces codes.

I1 sera commode de désigner désormais par & 1l'homo-
morphisme naturel de X* dans 1l'anneau 2% [X] des polynomes
4 coefficients entiers en leg variables xz&X et pour toul
sous-ensemble fini FcX® de poser o F =2 _xf (&7 {Xj ).
Donc, si F! est un autre ensemble ae motngﬁ<F =X signi-
fie que F et PF' sont dquivalents & des permutations pres
des lettres de leurs mots.

I1 est facile de construire systématiquement la famille
C, des codes préfixes maximaux fihis. En effet, quelque
soit Ag C, (L #¢ ), il existe au moins un
h &’{f&’XK : £ X XFAL L ¢_f’, tcl que h XA et 1l'on voit que
(A”\hX)L){h} = A' appartient aussi & C, . Par conséquent,
tenant compte de X &C, , tous les membres de C, peuvent
&tre obtenus par itération de la construction A1»>(A;\{a'} )
Ua'X (a'€A?!') idinverse de la précédente.

Ricn de semblable n'existe pour les codes maximaux finis
non préfixes. Par contre, tous ceux que je connaiis peuvent
8tre obtenus & partir des codes préfixes et préfixes gauches

par itération de la construction suivante:

Construction 1.-
Soientt B un code sur X; Y un ..lphabet;

?Q ¢ ¥->B une bijection et C wun code sur Y .

Etendant 9 & un homomorphisme 9 : ¥ X , 1'hypothése

que B est un code impligue cue © est un omomorphisme

et que 0Cc® est un sous monoide libre de X®, Donc BC =4
est un code svur X . Quand B et C satisfont Nd il en est

de méme de A .
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Toutefois, quand ai 2 ni C nc gont triviaux, LF
< ¥
n'est pas maximal en “ant cue sousg monoide libre de X

(bien que A puisse &tre maximal en tent que oode) puisque
AK¢ B ¢ XF .
De ﬂlus, comme 11 est facile dfasgacier a tout code
5el que & D =&D' ,
on voit que tous les codes maximaux firnis A obtenus par ité-

préfixe gauche D un code préfixec D!

ration de cette construction sont tels que &fi = L'  pour
au moins un code préfixe maximal A' . Ceci suggeére la con-
jecture suivante gqui signifie simplement que l'itération de
la construction 1 livre tous les codes cherchés c¢% qui,
comme on le vérifie aisémen’t, est rlus forte que Za Con-

jecture 2 .

Conjecture %.-

. N E s 4t T e
Si A ¢st un sous monoide libre raximal cngen-

dré par un code Fini 4 ., alers L est préfixe ov préfixe
gauche.

Nivat a formulé la conjecture supplfmentaire que pour
chacun de ces codes 1l existe deux mots a , a'g 4L Tels
que pour f € X* 1'unc guelconguc des relationg afé:ﬁﬁ
ou fa'€i® entrain £ AT .,

D'autre part, les sculs codes minimeux finis gens paire
synchronisante que Je sache construire sont ilcs ccdes bi pré-
fixes et tous les codes obteonus par une iti3ration ¢ lg la. cons-—
truction 1 dans laguelle apparait au moins un cod ‘%’ fixe.

n

Ceci suggeére 1'énoncéd suivant (qui est fauz quand 4 n'est pas

L]

fini et dont j'avais a tort annoncé la wvalidite il ¥ a quel-

ques années).

Conjecture 4,-

. =
Si AT est un

par un code fine non bi
moins une paire syncaronlgante .
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Je présente maintenant quelques conséquences des Conjec-
tures 1,2,3 et 4 et tout d'abord le théoreme suivant qui est
un cas particulier de théoremes plus puissants dus 4 Shannon
et dont nous extrairons d'ailleurs plus tard un autre énonacé :

Théoréme 1.- (Shannon)
Soit A un code fini. Une condition nécessaire

et suffisante pour que A soit maximal est qu'il existe un
polydne TE 2 [X} tel que 1 -&A = (1 -&X)T . Quend A
est préfixe, T =«H ou H est l'ensemble des facteurs
gauches propres des mots de LA . Réciproquement, une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'un polyn@me T& Z EX]
34 coefficients non négatifs soit tel que 1 — (1-&X)T ait
la forme A pour au moins un code préfixe maximal fini 4
est que 1 = (1-&X)T ait un terme constant nul et des coof-

ficients non négatifs.

Soug les hypotheses de finitude des codes considérés ici,
la validité de la Conjecture 3 entrainerait celle des
Conjectures 1 et 2 et en particulier que (1—0(A)(1—CKX)"1 =1
soit un polynéme a4 coefficients non négatifs pour tout code ma-
ximal fini &4 . En effet, si A est obtenu en composant
B et C comme indiqué dans la construction 1 et si
1 =B = (1-XX)S ; 1 -C = (1-XY)V on a (avec des no-
tations évidentes) : 1 ~eA = CXL—O(C]_ = (1 -xPY). Bv
= (1 -exB). Bv = (1 =xX). 8. V.

Réciproquement, si le code meximal fini A est tel que
1'inégalité de la Conjecture 2 est vérifiéé pour tout b
ot PEXE est assez long , un calcul simple montre que
(1-CKA)(1-GKX)_1 n'a pas de coefficients négatifs et, d'apres
le théoréme, on a €4 = €A' pour au moins un code préfixe
maximal fini A' .

Maintenant, en utilisant les propriétés de réductibilité
de la représentation |~ de X® introduite & la fin de la
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vérification de la Propriété 1, et en observant que 1-ocA
est égal au déterminant de la matrice I - E CKX.

on peut vérifier la xeX

Propriété 4._
Soit 4 un code maximal fini. On a

(1-oca) (1-eX)™" =2, . oo (kv (1-X) B oh B,
(resp. Pe) est un polynOiie e:Z{k] se redulsant a1 s.s.d
A est préfixe (resp. préfixe gauche), ol P.ET [XJ
et oW k est un entier positif qui est égdl a 1" s.s.i
A admet des paires synchronisantes

Ainsi, par exemple pour X = {x, y Y’—{u, v, §§
B=0Y =) Bu=x; Ov=yx; Ow = yy} (— un cocde préfixe
maximal) gu, uv, vv, WV,‘WE (= un code préfixe gauche
maximal), on trouve A =24XxX, XYyX, JXYX, YVYVX, yyg .
1=XA = (1-X) (14x + xy + xy2) (1="X)(1+y)(14xy) et on
a bien vA = OCA' ou A! ={X, VXX, YXYX, VXYY, yy‘j est un
code préfixe. Comme T =1 + X +Xy + y2 n'a pas de facteur
de la forme k + (1-XX)P (avec k»1), on peut noter que
tout code A" tel que oXA" =&{A posseéde des paires synchro-
nisantes.

Par contre, pour X, Y, et B comme plus haut et
D = Y? = {uu, uv, uw, vu, Vv, Vw, Wu, WV, ww2} = un code
b;dpréfixe, le code & = €D n'a pas de paire synchronisante
et 1'on trouve bien 1=K = (1-exX).(1+y) (2 =(1-6X)(1+y) ).

La Propriété 4 me parait donner un ceﬁﬁ;}gﬂyg& 8 aux
Conjectures 2 et 3 (qui auraient cette Proprletafiﬁagafg¥z
si elles pouvaient &tre prouvées directement). JIn effet,
pour les codes préfixes maximaux finis, le polyﬁ%me T ne
semble avoir "en général" aucune propriété particuliere
de factorisationm puisque la famille 9/ de tous ces polyﬁgmes
est définie de la facon trés simple sulvente

d@ est la plus petite famille de polynOﬁes de tX] qui
contienne 1 et qui soit telle que :E:WW x T_€ 9% vypour

toute application X—%TX de X dans F&4 Qf}L}{Of
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(Ceci résulte immédiatement de la construction des codes
préfixes finis rappelée ou début de cette section).
Des arguments supplémentaires sont fournis par le cas parti-
culier que nous rappelons maintenent des théoremes généraux
de Shannon et de Feller.

Soit T un homomorphisme multiplicaatif de Zl[X]
dans les réels tel que zi:1vx =1 et 77x20 pour tout X .

axfxcxomme la mesure de l'ensemble

On peut interpréter r
des séquences infinies de lettres de X commengant par le
mot f sous l'hypothése que les lettres =xgX sont produites
indépendamment avec les probabilités §Tx . Naturellement

du point de wvue algébrique, toute cette machinerie équivaut
au calcul dans le quotient de l'anneau 7 [X] par son idéal
engendré par 1-eX . Introduisant une nouvelle variable s

et notant Ifi la longueur de fe;Xx , on a:

Théoréme 2.~(Shannon, Feller) .

Soit A un code fini et Q(s) = zi__ P o oa
Ies modules des racines de 1'équation en s acl 1 = Q(s)
sont au plus dgaux a1 et Q(1) =1 s.s.i. A  est maximal.

Si cette condition est satisfaite, on a [§1-s)—1 (1—Q(s)i} \
Se
=Tl = zi; la|l freca = 1la longucur moyenne des mots de A .

Enfin, qﬁaﬁd L est maximal et quand toutes les probabilités
#x (x€X) sont égales, on peut trouver un code préfixe L'
tel que Q(s) soit égal au polyn®me en s correspondant

Q'(s) = lsl Treka .
agn

La dernidre assertion du Théoréme possede une formula-
tion équivalente (& vrai dire assez compliquée) pcrmettant
de généraliser 1'hypothdse d'égalité des probabilités Frx .
Cette partie du Théoréme montre gue pour tout code maximal
fini A , le polynome obtenu en remplagant chagque x&X
par la méme variable s dans &A est égal au polynome

nht

correspondant relatif & un code préfixe A' .
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Comme la conjecture 1 pour les codes maximaux finis est équi-
valente & l'hypothése que le polyndme T n'a pas de coeffi-~
cients négatifs , nous avons ici encore la preuve de la vali-
dité d'une conséquence particuliére de cette conjecture,

La mBme observation s'applique & la conjecture 3. En effet
d'une part, on peut démontrer directement qu'il existe toujours

deux sous-ensembles Kr ’Kﬂ de X* tels que les poly-
nénes P, et Eé de la Propriété 4 satisfassent

TP, = TTcxKr S 1 et Tl"P€ = "i"f'cxKe 2
quelque soit la distribution de probabilité T3

d'autre part, la conjecture % entraine 1'hypothése que 1l'on
peut choisir ces deux ensembles de telle sorte que l'on ait

les relations plus foxrtes Pr = GNKr et I% = ﬁng' .
Enfin, pour conclure cette section, il faut mentionner que la
Propriété 4 entraine la validité de la conjecture 4 sous
l'hypothése restrictive supplémentaire que 1 est le plus
grand commun divisair des longueurs des mots de A de la

forme & (xeX) . Cette méme conjecture est établie aussi
en ce qui concerne la famille des codes préfixes satisfaisant
la relation supplémentaire XEL e aXE plus restrictive que

Nr . Chaque code A de cette famille peut étre obtenu en
prenant un sous-ensenmble FC:XXEE et en posant

4 = X\ .

Par exemple le code 8D = 9y2 construit plus haut est obtenu
ainsi avec l'ensemble

F = {XX, XJXy XJTy JIXy 5555; .
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Cette vérification partielle de la conjecture 4 se généralise
d'ailleurs au cas ou A est élémentaire et ou le sous-groupe
de Suschkewitsch de monoide syntactique est abélien, une hypo-
thése dont je suis malheureusement incapable de donner une
interprétation utile en termes de codes.

/
Codes biprefixes maximaux finis

Soit A4 un tel code. D'aprés la prorriété 4, on a
=exA = (1-o<X)(k+ (1-€xX)PS) avec Pz {X} et d'aprés le

cas particulier des théorémes de Shannon et Feller rappelé
plus haut, 1l'entier k est la longueur moyenne des longueurs
des mots de A quelque soit la distribution de probebilité
T . Moyennant une extension des notations introduvites ici,
il découle des théorémes évoqués plus haut que ce dernier
résultat se généralise au cas ou A est un code bipréfixe
maximal infini dont le mondzde syntactique associé est fini.
I1 me parait assez significatif qu'il soit possible de vérifier
que pour chaque k23 il n'éxiste qu'un nombre fini de
codes bipréfixes maximaux finis sur 1'alphabet fini X ayant
k pour longueur moyenne de leursmots alors que le contraire
est vrai quand la clause restrictive "fini" est remplacée par
la clause "de monoide syntactique associé fini". Ceci propose
le probléme de trouver une technique pour construire systé-
matiquement tous les codes bipréfixes maximaux, dont la longueur
moyenne des mots est un entier naturel n donné.

I1 est clair quwe 1'ensemble X de tous les mots de longueur
n est un tel code et il me parait remarquable que si
A¥ = t?"'G'oﬁ. G' est un sous-groupe d'indice n diun
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groupe G =9;XX (ce qui d'aprés le théoréme 2 assure que

A¥ est bipréfixe maximal de longueur moyenne de mots n)

le seul cas ou 1* soit engendré par un code fini soit

précisément celui ou A = = (la vérification est laissée
au lecteur) .

Considérons maintenant la construction suivante :

/
Construction 2. Soient A4 un code biprefixe maximal et

h¢A un mot fixe, facteur gauche d'au moins un mot de A
et facteur droit d'au moins un autre mot de L. Posant

B, = éféX : hfeA} y B'y = gfex : fheA;L
et supposant que hBhf\B'hh =@ 4 lasemble
I = (AN (BB UB'}h)) Y {h} U B',hB,

ey .
est un code biprefixe maximal .

boosac..

En effet, soit A" un code préfixe satisfaisant Nr et
h un facteur propre d'un not de A" . I1 est facile de
mnontrer que 1'ensemble A"1 obtenu en renplagant par h
tous les mots de A"  ayant h comne facteur gauche

est encore un code préfixe satisfaisant Nr et que la méme
chose est vraie pour l'ensemble A"z s obtenu en remplagant

dans A"q chaque mot a ay"nt h conne facteur droit
par l'ensemble th ou Bh = {fGXX b thA"} puisque

l'ensenble Bh est lui-méme un‘code préfixe satisfaisant
Nr‘ Dans le cas ou A" = A 1l'ensemble A"2 est préci-

sément l'ensemble L de la construction 2. Donc, X4

L . 2 .
est un code prefixe, et en raison de la symétrie de la construc-
tion on a établi que A est un code bipréfixe maximal .
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Quand la valeur noyenne de la longueur des nots de A est

by

finie, elle est égale & celle de L .

En effet, comme By (resp. B' ) est un code préfixe

(resp. préfixe gauche) maximal fini, il existe un ensemble fini
SEX*  (resp. S'€X™) tel que 1-By = (1-&X),ec S

(resp. 1By = (1=oX).ex8') . Comme d'autre part

@ =och - echoacBy - ochepxB'y +och + ochookBp.axB'y =

= Q(.A. +O(h(1—ﬁ)<Bh>(1"9(B'h)
on a denc bien

(Tmex T) (1~ xX) ™1 = (M=o i) (1=0¢X)~ 1 +0ch. e S+0c St o (1= X)

QUESTION :
Est-il possible d'obtenir tous les codes bipréfixes naxinmaux

finis par itération de la construction 2 a partir des codes

(o) 2

Une étape possible vers la reponse & cette question serait la
solution du probléne strictement algébrique suivant : (ou
comme toujours X = » X ) .

XE2

Quelle est pour n entier positif donné la forme générale
des polyndnes m;g,[xj tels que e X)) + (acX—1)2V

et 1 +exX + (@qX)Z cese + (GxX)n—1 + (exX=-1)V n'aient
pas de coefficients négatifs ?




