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CHAPITRE O

INTRODUCTION ET HISTORIQUE DES NOMBRES D'EULER.

1. Bref historique sur les nombres d'Euler.

On sait depuis Euler que la relation
z (/nt) A_(£) = (1-t) / (-t + exp(u(t-1))) (1)

définit des polyndmes symétriques

Ao(t) =1 et

n-1 -1
A(t) =+t A(t = I A t >0
(%) SO S (n > 0)

de degré n-1 dont les coefficients A.n sont des entiers positifs de

'k
sonme An(1) =n! .

Worpitzky [31] a donné la formule

n X+kK
X = z A [ ]
osk<n ok L 7 (2)

et Frobenius [13] qui a appelé les An(t) polyndmes eulériens a indiqué

1'identité

A(t)= T (mi) (t=1)* S(n,nk) (3)
0<k<n



dans laquelle S(n,j) désigne les nombres de Stirling de deuxiéme espéce,
ctest-a-dire le nombre de partitions en j classes d'un ensemble de n

éléments. Une bibliographie de cette question a été rassemblée par Carlitz

L4] .

De par ailleurs, les polynfmes eulériens apparaissent dans divers
problémes d'énumération concernant le groupe symétrique 6n sur l'ensemble
totalement ordonné [n] = {1, 2, eeey n} (=@ pour n =0) . Ainsi, d'aprés
(1) , la somme alternée (-1)P~" Bypi (=1) est le coefficient de
uzP-1/(2p-1)! dans le développement de tg u (voir chapitre V § 4 du
présent article) et Désiré André [1] , [2] (voir aussi [21] chap. 4) a
découvert que ce dernier nombre est celui des permutations o € 62p_ 1
qui sont alternées, c'est-i-dire telles que pour chaque j € [p-1] , On
ait & la fois o(2j) < o(2j-1) et o(2j) < (2j+1) .

Mac Mahon [19] a étudié le nombre A'n,k des 0 €S telles
que j < o(j) pour exactement k éléments j € [n] et, en application

de son "Master Theorem", il a montré que A'n est aussi le nombre des

k
?
o€ Sn qui possédent k "montées", c'est-a-dire qui satisfont a

o(j) < o(j+1) pour exactement k valeurs j € [n-1] . Carlitz et Riordan
[7] ont reconnu que les A'n,k sont précisément les coefficients des poly-
ndmes eulériens et Riordan a généralisé ceux-ci au moyen de sa théorie des
"rook polynomials"™. Appelons r-excédance de o € 6n tout j € [n] tel
que j+rs<o(j) (0szr) et soit I‘An’k le nombre des o € Gn ayant

k r-excédances (1An x = An k) 3+ J. Riordan, dans le dernier chapitre de
? ?



son livre [24] , considére avec des notations un peu différentes les poly-
ndmes
Ta(t) =3¢ Ta ¢ (4)
n 0<k n,k

et & leur sujet établit des extensions des formules (1) et (3) . D'autres

généralisations sont dues & Carlitz et son école ([5] , [8] , [10]) .

soit |A'Mo| 1le nombre des montées de o € 5n . Roselle [25]

‘A'MG‘ étendue

a calculé le polyndme Bn(t) défini comme la somme de t
au sous-ensemble G ~des 0 €8 tels que 1 #0(1) et 1+ o(j) # o(j+1)
pour chaque j € [{n-1] . I1 note que Bn(1) est le nombre de permutations
sans points fixes de & et il constate que la somme alternée (-1)P sz(—1)
est égale au coefficient de uzg/(Zp)! dans le développement de 1/cos u ,
c'est-a-dire au 2p-éme nombre d'Euler. Or, on sait depuis longtemps que ce

coefficient est le nombre des o €S, tels que o(2p-1) < (2p) et

P
o(2j-1) < o(23) > o(2j+1) (5 € [p-11) , ([1] , [14]) , ceci étant d'ailleurs
un cas particulier d'une formule plus générale due & Entringer [11] et dans

une direction assez différente de la théorie des "runs up and down" déve-

loppée par David et Barton & des fins statistiques 3] .

Enfin dans la théorie dite du "probléme de Newcomb", on considére
au lieu de 1l'ensemble ordomné [n] un ensemble préordonné quelconque X .

Les énoncés y dépendent donc de facon cruciale de la structure de X , ce



qui conduit & une problématique sensiblement différente, sauf si l'on réin-
troduit des hypothéses particuliéres sur X comme par exemple dans le cas
des polyndmes de Shanks [27] , des polyndmes de Poussin [22] ou dans celui
de la "spécification (17(n-r))" qui fait apparaltre directement les
entiers rAn,k . Hormis ce dernier cas, nous avons entiérement laissé de
cdté le probléme de Newcomb qui nous elit entrainé fort loin des polynSmes
eulériens. Au demeurant, les mémes techniques de base ont été employées

récemment par 1'un de nous ([9]) pour traiter le cas général et certaines

de ses applications.

2. Résumé du mémoire.

Les théorémes qui viemnent d'@tre rappelés ont été, en régle gé-
nérale, établis en utilisant conjointement quelques propriétés géométriques
("combinatoires") des permutations et les méthodes plus expéditives du cal-
cul différentiel et intégral. En particulier, aucune comnexion sauf la
coincidence de 1l'aboutissement de deux séries de calculs ne semble avoir été
vue entre les sommes alternées An(~1) et Bn(—1) et la signification des

polyndmes An(t) et Bn(t) en termes d'excédances ou de montées.

Le but du présent mémoire est au contraire de développer la théorie
géométrique sous-jacente et c'est de facon subsidiaire que nous en déduisons
des identités entre séries ou polyndmes. Nous nous sommes cependant atta-
chés & toujours retrouver les résultats classiques. Dans de nombreux cas,
Cette approche évacue pratiquement tous les calculs : c'est ce qui se pro-

duit par exemple en ce qui concerne les formules reliant les polyndmes



eulériens et les nombres de Stirling. Dans d'autres cas, nous obtenons

des séries d'identités nouvelles (par exemple les "formules sommatoires"
généralisant celle de Worpitzky données dans la section 6 du chapitre II

ou le théoréme 5.6). Les méthodes du chapitre III contiennent implicitement
1'énumération du nombre des excédances pour les permutations dont les lon-

gueurs des cycles satisfont a des conditions de divisibilité données.

Plus important nous semble la démonstration du fait que toutes les
identités classiques concernant les polyndmes eulériens sont seulement la
traduction de propriétés trés simples des morphismes d'ensembles totalement
ordonnés finis. Pour l'essentiel, elles dérivent soit de méthodes élémen-
taires courantes comme 1l'inversion de MSbius ou la formule exponentielle,
soit d'une opération unique nouvelle o - ; appelée ici transformation
fondamentale, déja introduite par 1l'un de nous ([12]) dans le cadre général
du probléme de Newcomb. Simultanément, les énoncés que nous proposons,
expriment, en régle, des bijections entre ensembles. Ils sont donc plus
riches que les identités énumératives classiques auxquelles ils se rédui-

sent quand, en fin de calcul, on substitue & ces ensembles le nombre de

leurs éléments.

Le chapitre I est consacré a 1'étude détaillée des propriétés
de la transformation fondamentale. Celle-ci est une bijection de 6n sur
lui-méme ayant la propriété que l'ensemble des "excédances" de o est

envoyé, de fagon biunivoque, sur celui des "descentes" de ¢ . Elle permet

ici d'établir que la distribution du nombre des excédances sur les permu-



tations de 6n est la méme que sur le sous-ensemble €n+1 des permutations

circulaires de €;* . Ce résultat est étendu dans le paragraphe 4 , ol nous

1
employons les bi-excédances (c'est-a-dire les j € [n] tels que j soit a
la fois strictement plus petit que o(j) et que 0—1(j)) et les creux
(c'est-a-dire les j € [n] tels que j soit A la fois strictement plus
petit que o(j-1) et o(j+1)) pour étudier les sommes alternées. Cette

dualité pourrait &tre étendue & des constructions plus complexes sur les-—

quelles nous reviendrons peut-&tre dans un autre travail.

Dans le chapitre II, nous retrouvons et généralisons diverses for-
mules de récurrence de Riordan et l'identité de Worpitzky, en application
des résultats précédents et de la considération des morphismes [n] = [m]
c'est-a-dire, puisque [n] et [m] sont des ensembles totalement ordonnés,

des applications ¢ : [n] = [m] telles que i< j implique ¢(i) < o(j) .

Dans le chapitre III, nous croyons utile de donner d4'abord une
théorie systématique de la formule exponentielle classique de Cauchy expri-
mant le groupe symétrique en fonction des permutations circulaires. Cette
formule est un cas particulier d'une construction trés générale permettant
de ramener divers problémes d'énumération & un probléme analogue sur une
sous-famille "génératrice" constituée par des objets "connexes". Afin de
clarifier ces notions, nous donnons quelques énoncés sous une forme qui
permettrait de traiter les énumérations d'arborescences. Retournant aux

permutations, une application de cette formule et des résultats du chapitre I



nous permet d'obtenir dans le chapitre IV la fonction génératrice exponen-
tielle du nombre des r-excédances pour les permutations ayant une composition

en cycles donnée.

Dans le chapitre V , nous établissons un théoréme sur la distribu-
tion du nombre des montées pour les permutations ayant un nombre de creux

fixé. De fagon plus explicite, soit G'n l'ensemble des permutations

k
?
o €S ayant k creux et telles que o(1) =n (0 < 2k < n) ; alors le

nombre de ¢ € &! ayant j montées est donné par le coefficient bino-

n,k
mial [ngzk] (0 = j £ n-2k) . Nous déduisons de ce résultat les expressions
des sommes alternées An(-1) et Bn(-1) en fonction du nombre des permuta-
tions alternées. En particulier, les développements de tg u et 1/cos u

sont obtenus sans calcul a partir de l'expression des fonctions génératrices

exponentielles des polyndmes An(t) et Bn(t) données dans le chapitre IV .

Dans tout ce travail, étant donnés deux ensembles A et B finis

et une application ¢ : A~— B, nous appellerons ensemble pondéré 1'applica-

tion q:# : B~ N définie pour chaque b€ B par cp#(b) = Card q)_1 (p) .

#

Par abus de notation, on désignera par @A 1'ensemble pondéré ¢ et il

sera commode d'identifier ¢A et :p# a 1'élément E{cp#(b) .b:b€B}

du ﬁ—module libre de base B .

Nous sommes reconnaissants au Professeur J. Riordan de nous avoir
fait bénéficier de ses conseils et de son érudition. La dactylographie de
Cce mémoire est due a Mademoiselle Cler, du Département de Mathématique de

Strasbourg, que nous tenons a remercier.



CHAPITRE I
PROPRISTES GENERALES DES SYSTEMES D'EXCEDANCES ET DE MONTEES.
1. Excédances.

Dans tout ce chapitre, nous utilisons la notation x, pour désigner

la partie positive x = Max {0,x} de tout x € Z et pour o€ 8, » nous

désignons pas ow le n-uple (ou vecteur) (o(1), o(2), «.., o(n)) € 'lxn .

Par conséquent ow=¢ pour n=0 .

DEFINITION 1.1.

Pour 0o € Sn » le systéme des O-excédances de ¢ est le n-uple

Ec = (Eo(1), Eo(2), .., Eo(n)) € ”I\'lf¢1 , ol pour chaque k € [n] , on pose
Eo(k) = (o(k) - (x - 1) ),
Par exemple, avec n =6 et ow = (6,4,1,2,5,3) , on a
&
Eo = ( (6-0), , (4-1)_, (1-2)_, (2-3) _, (5-4),_, (3-5) ) = (6,3,0,0,1,0) €N

DEFINITION 1.2.
Quelque soit l'entier p >0, on note A , A' et A" les appli-
cations de ’If dans ‘bI.‘\T\P-‘l envoyant respectivement chaque vecteur

X = (x1, Xpr eeey xp) € I”ip sur



-9 -

Ax = ( (x1 - 1)+ N (x2 - 1)+ ) eeey (xp—1-1)+ )

A'x = (x2, Xy e xp) et
A"x = (x1, Xyy eees xp__1) .

I1 est immédiat que les trois opérateurs A , A' , A" ainsi

définis commutent deux & deux.
Prenant le méme exemple que ci-dessus, on obtient

Eo = (6,3,0,0,1,0) (= 2%E0 = 2'CE0 = A"OEc) ;

AEo = (5,2,0,0,0) ; A'Ec = (3,0,0,1,0) ; A"“Eo = (6,3,0,0,1) ;

2250 = (4,1,0,0) ; AA'Ec

A'AEe = (2,0,0,0) ; A'%E = (0,0,1,0) ,
-

etc... .

On notera que AEC est simplement la suite
((a(1) - 1), , (o(2) - 2) , eeey (o(a = 1) = (n-1)), ) et queplus
généralement le vecteur A'E décrit les r-excédances de 0 mentionnées
dans l'introduction. L'une des raisons motivant l'introduction de A' est
contenue dans le lemme 1.4 ci-dessous. L'opérateur A" permettra dans le
deuxiéme chapitre de formuler une intéressante propriété de symétrie des

Polyndmes eulériens (propriété 2.3) .

Remarque 1.3,
Pour o € Sn et x€[n], ona Eo(k) =1 si et seulement si

(o(k) - x + 1)+ =1, c'est-a-dire si k = o(k) est un point fixe de o .
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LEMME 1.4.

Soit § € 6n la permutation circulaire envoyant n sur 1 et

chaque k <n sur k + 1 ou encore la permutation définie par

¢w=1(2, 3, esoy n, 1) . Pour chaque r 2 0 et chaque c€S ona
5'"Ee = A'Eo (T .

PREUVE.

Posons o' = of° . Pour chaque k € [n-r] , on a o'(k) = o(r+k) .
Donc on obtient A'"Eo(k) = Bo(r+k) = (o(rk)+1-rk)_ = (o' (k)+1-k-r) =
= ( (c'(k)+1-k)+ -r )+ = ATEo' (k) .

Q.E.D.

Ce simple résultat a la conséquence immédiate suivante qui nous

servira fréquemment par la suite.

THEOREME 1.5.

Quelque soit le mondme [ de degré r 2 O en les applications A

et A' , les ensembles pondérés ATE Sn ’ ATE '5n et TE 6n sont égaux.

PREUVE.
Puisque o~ cCr est une bijection de 61'1 sur lui-méme, 1l'égalité
A"E "Sn =A'"E Gn résulte immédiatement du lemme 1.4 . Comme A et A!

S, ,I'-s

commutent, on peut écrire I =A"A , dtou TIE Sn =A"ES_ .

n

Q.E.D.
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2. Descentes et montées.

En paralléle avec les excédances, nous introduisons le systéme des
o-descentes, Do , et des O-montées, Mo , de 0 €S par la définition

suivante, dans laquelle on convient que o(0) = o ©) = o(n+i) =0 .

DEFINITION 1.6.

Pour o € 6n , on pose

Do = ( Do(1) , Do(2) 4 ...y Dofn) ) € X"

Mo = ( Mo(1) , Mo(2) , ..., Mo(n) ) € ﬁ?
od pour chaque k € [n]

Do(k)

(o(-1+07®) - (x-1) ),

Mo(k) = ((o(1 + 07 (x-1)) - (x-1) ), .

Par exemple, prenant encore ow = (6,4,1,2,5, 3) , on obtient
bo=( (4-0), , (1-1),, (5-2) , (6-3), , (2-4),, (0-5), ) = (4,0,3,3,0,0)
et

Mo = ( (6-0), (2-1), 4 (5-2),_ 4 (0-3),_, (1-4)_, (3-5), ) = (6,1,3,0,0,0) .

Par construction, tous les termes de Do sont nuls ou supérieurs
°U égaux a4 2 , D'autre part, Do(n) est toujours nul. Par conséquent, Do

€t ADo ont le méme nombre de termes (strictement) positifs. Il est clair
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que A"Do et Ar_1Mc décrivent les différences supérieures ou égales & r
(r > 0) entre termes consécutifs de ow , la connexion entre D et M

étant explicitée dans le lemme 1.7 ci-dessous. Il est encore utile de noter
que les termes positifs de AT (ou de A'rADo‘) correspondent aux paires

(3-1, 3) (0= j=1) telles que o(j-1) >o(j) >r .

LEMME 1.7.

Soit 6=0 1la bijection de 6n sur lui-méme définie par 1l'iden-
tité o(x) = o(n+1-k) (kx € [n]) . ona MG (1) = o(n) et MY (k+1) = ADo(k)

pour chaque k € [n-1] .

PREUVE.
Par définition Mo (1) = (5(1) - 0)+ =0(1) et T(1)=0(n+1-1) =o(n)

Soit k = 0(j) avec k € [n-1] ; on a alors '3-1(]:) =j et o(n+1-j) =k .

D'ol il vient

]
[}

MG (k+1)

(G(1+3) k),

( o(-1407(x)) - (k-1)-1 ), =aDo(x) .

(o(n-5)-%), = ( o(-1+(a+1-3))% ),

Q.E.D.

Prenant o comme dans 1l'exemple ci-dessus, on trouve
ADo = (3,0,2,2,0) , ow = (3,5,2,1,4,6) et Mo = (3,3,0,2,2,0) .
La construction d'une bijection reliant E et M est l'objet

des sections suivantes.
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3, La transformation fondamentale.

Etant donnée une permutation o € Sn , l'ensemble
o¥(x) = {oP(x) : p € 'I;IA} est 1l'orbite contenant k (k € [n]) . On note
z(o) 1le nombre des orbites de o ou, de fagon équivalente, le nombre des
cycles de 0 . A chaque k € [n] , nous attachons la paire n(x) = (i,qk)

od X est 1'élément maximum de 1'orbite o (k) et ol q =min{p€ N : P (x) =1}
NA

DEFINITION 1.8.
Pour © € 6:1 » O est la permutation telle que pour chaque k ,
k t le k-iéme t i j - -
Hc(o( )) est le k-idme terme de la suite (HU(J))(J € [n) ordonnée par

ordre lexicographique.

Par exemple, en prenant encore ow = (6,4,1,2,5,3) , on a
z(0) = 3, les trois orbites étant {4,2} , le point fixe {5} et {6,3,1} .
Come 4 = 0%(4) = 0'(2) , puis 5= 0°(5) et enfin 6 = 6°(6) = o'(1) = 02(3)
la suite des Hc(j) , ordonnée suivant l'ordre lexicographique, est
( (4,0), (4,1) , (5,0) , (6,0) , (6,1) , (6,2) ) , d'ot ow = (4,2,5,6,1,3) -
Rappelons qu'un élément x, d'une suite (x1, Xpp weey xn) € ﬂn
est dit saillant si et seulement s'il n'existe aucun élément d'indice infé-
rieur qui soit supérieur ou égal a lui, c'est-a-dire si l'on a X <X

Pour tout k' <k . Donc par définition x, est toujours saillant.

1

LEME 1.9,

2 ’ ~ *
L'élément k de [n] est maximum dans son orbite o (k)

1 . -~
(Ce\stw nc(k) = (k,0)) si et seulement si k est saillant dans ow .
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De plus, k est un point fixe de ¢ si et seulement si k = o(j) avec

soit j=n, soit j<n et o(j+1) un autre élément saillant de ow .

PREUVE.

Soit Hc(k) = (k,q) . Si et seulement si q est différent de O
lt'entier k n'est pas 1'élément maximum X de son orbite et k n'est pas
saillant dans ow puisque I c(]—c-) = (x,0) précéde Hc(k) dans 1'ordre

-~

lexicographique, donc X précéde Xk dans la suite ow .

Réciproquement, soient q = 0 et ;(j) =k . Ou bienon a
j =1 auquel cas k est saillant, ou bien j = 2 , auquel cas pour tout
' <3, 1'élément T (0(5')) est avant 1'élément O_(o(3)) (=(x,0))
pour l'ordre lexicographique ; ce qui implique, en posant ;(j') =k',
que 1l'on a ;(j‘) =k' <k'<k-= ;(j) et prouve 1l'équivalence entre les

-~

éléments maximaux des orbites de ¢ et les éléments saillants de ow .

Supposons maintenant k =k = o(j) . Si et seulement si k n'est
pas un point fixe de ¢ , il est immédiatement suivi dans ow d'un élément
X' tel que Hcr(k') = (k,1) . Par conséquent, on a j <n et o(j+1) =k’

n'est pas saillant.

Q.E.D.

Dans ce qui suit S'n désigne l'ensemble des © € Sn telles

que o(1) =n et €, est le sous-ensemble des permutations circulaires.
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PROPRIETE 1.10.

L'application 0= ¢ est bijective et satisfait & o(n) = o(n) .

Sa restriction 3 G:n est une bijection sur 6'n .

PREUVE.

Etant donné T € Gn , 11 existe un et un seul o € 5n tel que
T = ; , car d'une part, les éléments saillants de Tw livrent les éléments
maximaux des orbites de ¢ d'aprés le précédent lemme, d'autre part, les
restrictions de ¢ a chacune de ses orbites sont déterminées par la succes-
sion méme des éléments de 1Tw . Ceci établit le caractére bijectif de o - ; .
comme T(1) et n sont toujours des éléments saillants de Tw , il est clair
que z(o) = 1 si et seulement si T(1) = n . Enfin, si 1'on a %k = o(n) ,
c'est-a-dire n = 0-1(k) , l'entier n est 1'élément maximum de o (k) et
par conséquent, Ho(k) = (n,qk) est le dernier terme de la suite

(Ho(j))(j € [n]) ordonnée par ordre lexicographique, c'est-a-dire k = o(n) .

Q.E.D.

4. Relations entre les excédances et les descentes.

Nous allons donner une premiére application de la transformation

fondamentale o= ¢ . Aux 1-excédances de o correspondent les 1-descentes

de o, mais les O-descentes de ¢ ne correspondent pas aux O-excédances

de o . Ceci améne a introduire un vecteur D'C tel que Do + D'o

=(b + D1)g ) rende compte & la fois des descentes et des éléments saillants

d . - . . ~ . P
ans la suite ow et qu'en outre 1'identité Eo = (D + D')o soit vérifiée.
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DEFINITION 1.11.

Pour T € Sn , le vecteur D'T est le n-uple
— (D'1(1)y +es, D'T(n) ) € MN\n , oi pour j € [n] , on pose

D'7(j) = +1 si d'une part, j est saillant et d'autre part, soit
j=n ,soit j<n et T(1 + 7_1(3')) est aussi saillant ;

D'1(j) = 0 dans tous les autres cas.

THEOREME 1.12.

On a identiquement

Ec = (D + D')o et AEc = ADo .

PREUVE.
Quelque soit T € 6n , remarquons d'abord que j < n est saillant

dans Tw seulement si 7-1(3‘) <n.

Nous vérifions le résultat pour chaque k = o(j) € [n] en posant

Hc(k) = (k,q) et en distinguant les cas suivants :

i) ¢ >0 ; on a alors o(j-1) = k' ou Hc(k') = (k,q-1) , c'est-
a-dire k' = o) = 07( ) (6(x)) = o(k) . Donc par aéfinition, on

a Do(x) (D + D*)o(x

(&' - (k-1)), = (o(x) - (k-1)), = Eo(k) avec Do(k)

puisque Xk n'est pas saillant.

0 car soit

ii) ¢ = 0, c'est-a-dire k =k . On a toujours Do(k)
j-1 =0, soit j-1 >0 avec k' = o(j-1) appartenant & une orbite dont

1'élément maximum est strictement plus petit que k = k . D'autre part,



- 17 -

go(k) = 0 ou 1 selon que o(k) # k ou non car Eo(k) = (o(k) - (x-1)),

ou o(k) s kx puisque k
1a définition de D + D'

17=(D+ D');(k) # D;(k)

9

X . D'aprés la deuxiéme partie du lemme 1.9 et

on a donc Eo(k) = 1 si et seulement si

0

Q.E.D.

On remarquera que.l'on a (D + D')T(3) # Dr(j) si et seulement si

pr(j) =0 et (D+D')T(3) =1

Exemple.

On a vu dans les exemples précédents que si ow = (6,4,1,2,5,3) ,

on avait E¢ = (6,3,0,0,1,0) et ow = (4,2,5,6,1,3) . Comme les &léments

successifs o(3)

5 et o(4)

-

= 6 sont saillants dans ow , on a

(D+D')o(5) = 1. I1 vient donc (D + D')o = (6,3,0,0,1,0) = E¢ et aussi

ADo = (5,2,0,0,0) = AEc

5. Applications aux permutations alternées.

Une permutation o € 611 est alternée si 1'on a o(2j) < o(2j-1) ,

o(2j+1) pour tout entier j tel que 0<2j<n et sil'on a encore

o(n) < o(n-1) lorsque n est pair. D'autre part, elle est biexcédée si

Pour tout j € [n] ,oma j<o(3) , o (3 ou j>o(3) , o (G) .

Les ensembles des permutations alternées et biexcédées sont notés respecti-

Vvement zn et ﬁn . Nous allons, dans cette section, utiliser la transfor-

Mmation fondamentale pour construire entre In et ﬁn une bijection qui

S 3 .
€rvira au chapitre V.



- 18 -

LEMME 1.13.

Soit k=0(3) (5€[n]);ona k<o(k) , o '(x) siet seule-

ment si j# 1 etsoit j<n et o(j) <o(j-1) , o(j+1) , soit j=n

et o(3) < a(5-1) .

PREUVE.

L'hypothése k < o(k) entrafne k # k o k est le maximum de
1l'orbite c*(k) .Donc j#1 et ;(j-‘l) = o(k) entratnant 1'équivalence
de k <o(k) et de ;(j) < ;(j-1) , puisque 1'on a ;(j) > ;(j—1) quand
k=Xk. Distinguons deux cas selon que j = n ou non.

Si j=n, ona 0_1(k) =k=n , dnc k< 0'_1(k) et le résul-
tat est prouvé.

Si j#n, ou bien 0“1(1c) =k , auquel cas l'hypothése k < 0—1(]()
équivaut & k = ;(j) < ;(j+1) , Puisque ;(j+1) est le maximum d'une autre
orbite ; ou bien 0'-1(k) # X , auquel cas ;(j+1) =g (x) et x< o (x)

équivaut a o(j) < o(j+1) .

Q.E.D.

PROPOSITION 1.14.

Toute permutation ¢ € Bn a tous ses cycles de longueur paire ;

donc 8 = $® si n est impair. La transformation fondamentale ¢~ ©

établit, lorsque n est pair, une bijection de ﬁn sur In .

PREUVE.

Dire que © est biexcédée équivaut a dire que dans toute orbite

de o, d'élément maximum X , on a identiquement o°P¥ (k) < o?P(X) ,
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02p+2(£) (0 < p) . Ces inégalités impliquent d'abord que l'orbite n'est pas
réduite 3 un seul élément ; supposons maintenant qu'elle ait un nombre impair
q'éléments, disons 2q+1 (avec q = 1) . Ces mlmes inégalités appliquées a
p = q entrainent que l'on a ¥ = 23 (x) < caq(i) , ce qui est impossible
puisque X est 1'élément maximum dans son orbite. La permutation ¢ n'a

donc que des cycles de longueur paire et par conséquent ﬁn =¢ si n est

impair.

La derniére partie de la proposition résulte du lemme 1.13 et des

deux équivalences suivantes, qui découlent immédiatement de ce qui précéde :

i) ¢ est dans BQP si et seulement si les inégalités k < o(k) ,

0'1 (k) sont satisfaites pour exactement p indices k ;

ii) T est dans ‘3521) si et seulement si, en posant T(2p+1) = 2p+1 ,
les inégalités 7T(j) <7(j-1) , T(j+1) sont vraies pour exactement p

indices j > 1 .
Q.E.D.

Exemple.
Nous donnons ci-dessous le tableau des cing permutations biexcédées
de & 4 et en face de chacune d'elles, la permutation alternée qui lui cor-

Tespond par 1l'application fondamentale.

i 1234 1234 i
c<§ 'o/(i)

2143 2143
3412 3142

034 4321 3241 34
4312 4132
3421 4231
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6. Relations entre les excédances et les montées.

Toujours au moyen de la transformation fondamentale, nous construi-

sons une bijection ¢ - o telle que EoO = Mo .

Soit en effet 0 € 6n et notons { 1la permutation circulaire

définie dans le lemme 1.4 ({w = (2, 3, «+sy n, 1)) . On pose successivement

0'1 = o
puis 02 = 01 (transformation fondamentale) ,
et enfin o ='32 (o ~ est défini dans le lemme 1.7) .

On a alors :

THEOREME 1.15.

L'application o= o est une bijection de Sn sur lui-méme

satisfaisant a
Ec = Mo .

PREUVE.

Le caractére bijectif est évident d'aprés ce qui précéde. Ensuite,
on a Eo(1) = o(1) = 61(n) et on vérifie que Eo(j+1) = AE01(j) pour
chaque j € [n-1] . D'aprés la propriété 1.10 , on a cz(n) = 01(n) et
d'aprés le théoréme 1.12 , il vient AEG1 = AD02 . Par conséquent, en uti-

lisant le lemme 1.7 , on a bien Eo = Mo .

Q.E.D.
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Par exemple, partant de ow = (6,4,1,2,5,3) , on a

Eo = (6'370901110) » puis 01“' = (4y112’51316) et o,w= (51411:2’316) H

2

enfin ow = (6,3,2,1,4,5) . Comme on a AEg, = 4Do, = (3,0,0,1,0) , on véri-

1
fie bien que Mo = Eo .

On a noté que Eo(k) = 1 si et seulement si o(k) = k . Par consé-

quent, la restriction de o = O au sous-ensemble .&n des permutations

sans points fixes est une bijection sur le sous-ensemble des o€ 6n telles
que Mo(3) # 1, c'est-a-dire des o telles que o(1) # 1 et

1+ 0(j) # o(j+1) pour chaque j € [n-1] . L'ensemble de ces permutations
o n'est autre que la classe, que nous noterons qn des permutations sans

successions. On a donc

COROLLAIRE 1.16.

La restriction de 0= G A 1'ensemble '&n des permutations sans

points fixes est une bijection sur 1l'ensemble Qn des permutations sans

successions telles que EO = Mo .

7. Relations avec les permutations circulaires.

Pour terminer ce chapitre, il nous reste a étudier la distribution
des vecteurs-excédances sur l'ensemble Sn . Combinant d'abord les résultats

de la propriété 1.10 et du théoréme 1.12 , nous avons déja la

7 7z
PROPRIETE 1.17.

La restriction de la transformation fondamentale o= ¢ a l'en-

semble @n est une bijection sur 6'11 telle que AEC = ADo .




- 22 -

Nous construisons ensuite une bijection o = o' de

e = {o €8 : o(n) = 1} sur ©'  telle que AEC =ADo' . Si o est

dans S" , on pose i = o (n) et o' est défini comme 1'unique permu-
n' P

tation telle que

Q
€
"

( 0(i), 0(i#1), veey o(n), (1), wue, o(i=1) ) .

LEMME 1.18.

L'application ¢~ o' est une bijection de 5"n sur '5'n satis-

faisant & AEc = ADc' .

PREUVE.
D'aprés la propriété 1.10 , on a o(n) = o(n) et par conséquent
o est dans 6"n . I1 est clair que 0~ 0' est bijectif. En outre,

AECc = ADG d'aprés le théoréme 1.12 . Il suffit donc de vérifier

ADo' (k) = ADo(k) pour chaque k € [n] .

Distinguons d'abord deux cas particuliers :

-~

i) x = ;(1) . 0na k=o0"(n-i+2) avec o'(n-i+1) =o(n) =1 .

[}

Donc ADo(k) = (0-k). et ADo'(k) = (1-k). sont nuls.
+ +

ii) x = o(i) = n . On a encore ADo(k) = (c(i—1)-n)+ 0 et aussi,

n

puisque n = o'(1) , ADo'(k) = (O—n)+ =0 .

Dans le cas général od k = o(j+1) #n (j € [n-1]) , on a

k=0'(j' +1) avec j' = j-i+1 ou n+j-i+1 selon que j = 1 ou non.



- 23 -

Dans ces deux cas, on a o0(j) = 0'(j') et par conséquent, (o(j) - k)+

est la valeur commune de ADo(k) et ADo'(k) .

Q.E.D.

Ce lemme permet la construction suivante :

Soit 0 €S ; on définit o, € &" en posant

n-1 1 n

o.(n) =1 et o0.(x) =1+ 0(kx) pour chaque
kx € [n-1] ; puis 1l'on pose

o, =o¢' ol T— T' est la bijection définie dans le lemme 1.18 ;
enfin,

o" est la permutation définie par o" = 02 .

THEOREME 1.19.

L'application o = o" est une bijection de 6n—1 sur Gin telle

que Eo = AEg" .

PREUVE.
Tout d'abord la bijectivité de o = o" est évidente. Si O est

dans & ., on a ensuite o, € Sn et Eo(x) = (o(x) - (k—1))+ =

-1
= (01(k)—k)+ = AEo‘1(k) pour chaque k € [n-1] d'od il résulte Eo = AEo, .
D'autre part, d'aprés le lemme 1.18 , on a d, € 6'n et Eo = AEO‘1 = ADo2 .
Enfin, en vertu de o, € 6'n , la propriété 1.17 montre que 1l'on a o" € Gn

et AEo" = ADO‘2 .
Q.E.D.
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8. Tableau des bijections utilisées.

I1 parait intéressant de rappeler les propriétés des bijections

construites dans le premier chapitre et d'indiquer leur référence.

La bijection envoie sur propriété référence
o off s, s, A*TEs = ATEo (¥ Lemme 1.4.
(r 2 O)
o~ 6n 611 Mo(1) = o(n) et
Mo(k+1) = ADo(k) Lemme 1.7.
(x € [n-11)
o~ c S () Définition 1.8.
n n
. -
(sn (S n Proposition 1.10.
S, s, Eo = (D+D')o Théoréme 1.12.
AEC = ADo
ﬁn In Proposition 1.14.
(n pair) | (n pair)

c—c bn 611 Eo = Mo Théoréme 1.15.

b, G, Corollaire 1.16.

- " S S -
G~ 0 6n e AEg = ADo! Lemme 1.18.
" -

o—c 611—1 Gn Eo = AEo" Théoréme 1.19.
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9. Notations générales.

Nous réunissons dans cette section toutes les notations utilisées
pour les sur- et sous-ensembles de 6n « Pour n>0 et O0<k,r<n,

on considére les sous-ensembles suivants de Gn :

(o 1'ensemble des permutations circulaires ; (So =¢) .

Gy l'ensemble des permutations sans successions, c'est-a-dire des

o €€ telles que 1 #0(1) et 1+ 0(j) # o(j+1) pour j € [n-1] ;

!}n 1l'ensemble des permutations sans points fixes ;

T.n 1l'ensemble des permutations alternées, c'est-a-dire des ¢ € 6n
telles que o(2j) < o(2j-1) , o(2j+1) pour tout entier j tel
que 0<2j<n etenplus si n est pair, telles que
o(n) < o(n-1) ;

ﬁn l'ensemble des permutations biexcédées, c'est-a-dire des ¢ € 6n
telles que pour chaque j € [n] , on ait j <o(§) , o '(j) ou
i>o(d) , )

En,k 1l'ensemble des permutations o € & telles que o(1) =x ;

6'n = 6n,n i

2 1'ensemble des permutations o €S~ telles que o(n) =1 .

rsn 1l'ensemble des permutations o € Sn telles que

o ! (n-r+1) < 0_1(n—r+2) < 4ee < 0-1(11) .

On posera également ©= U & ; puis €=UC€ , G=UG ,
osn B n n
IT=U In , B=U Bn et £ =U .&n ou la réunion est étendue & l'ensemble

des entiers n>0 .
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Enfin, on utilise les notations courantes suivantes :

1l'ensemble des entiers naturels 0, 1, 2, ...

EN 22

l'ensemble des entiers

Z0

1l'ensemble des nombres rationnels.



CHAPITRE II

LES POLYNOMES EULERIENS

1. Interprétation des polyndmes eulériens.

Les théorémes 1.12 , 1.15 , 1.19 et la propriété 1.17 permettent

d'établir immédiatement 1'égalité des cing ensembles pondérés :

.o

EG, , (D+D)S , MS , AEE . , ADO'

n n+1 1

et le théoréme 1.12 donne encore :

La propriété 2.1 suivante résulte alors du théoréme 1.5 :

PROPRIETE 2.1.

Soit I' un mondme en A et A' dedegré r=0.0na

% — [ >4 - > — — =
TEG = I'(b+D )con =IMS =TAE € g =208

ou en outre
ITEG =IDS
n n

si et seulement si I' a au moins un A comme facteur.
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Nous notons |x‘ le nombre de termes positifs de tout x € !l'}I\p

et, introduisant une indéterminée t , nous posons 6x = t‘x‘ . Si K est

une application dans {}\{p d'une partie P de 6n , l'ensemble pondéré

kP =L {oko : 0 €P} = T £
o<k

par abus de langage, fonction génératrice de X . Pour § fini, O6KFPR

. Card {0 €P : |ko| = x} sera appelé,

sera donc un polyndSme en t & coefficients dans Il‘g et nous dirons que

(®,X) est une interprétation.

Les polynSmes eulériens An(t) et leurs généralisations rAn(t)

selon Riordan sont définis par :
r b S
=. 1 <
An(t) 8A'E S, pour 0<r<n .

On conviendra que rAn(t) =n! pour r=n . On posera Ao(t) =1
et An(t) = 1An(t) pour n >0 . Par construction, les I‘An(t) sont des
polyndmes de degré au plus égal & n-r . L'énoncé suivant en donne plusieurs

interprétations par simple application de la propriété précédente.

z 7
PROPRIETE 2.2.

Soit I' un monSme en A et A' de degré r . On a

r = =
An(t) =[ES = el‘(mn')@n = oM S = 6IAE Cpq = OTADST

oll_en outre, rAn(t) = oI'D S siet seulement si I' a au moins un A

comme facteur.
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De méme, d'aprés le corollaire 1.16 , on a 1l'égalité entre les ensembles

pondérés E _B'n et M Qn , d'ou encore
= > .
6E .Bn 6M Qn pour n >0

La valeur commune de ces deux derniers polynOmes sera désignée
par Bn(t) . L'interprétation (Gn , M) de ces polyndmes est due &
Roselle [25] . L'interprétation (ﬁn , E) servira a établir au chapitre IV

1l'expression de la fonction génératrice exponentielle des Bn(t) .

2. Propriétés de symétrie.

Les identités (1) et (4) ci-dessous sont bien connues (Cf. Riordan
[24]). Nous en donnons ici des démonstrations élémentaires. Les polyndmes
I‘An(‘c) pour r > 1 n'ont pas de propriété de symétrie évidente. En revan-

& I\.ls.n(tq) , on obtient

che, si 1'on forme les polyndmes réciproques
plusieurs interprétations (Cf. les relations (2) et (3) ci-dessous) qui nous
serviront effectivement dans les sections 2.4 et 2.6 , pour établir des

connexions avec le probléme de $imon Newcomb et pour démontrer de nouvelles

identités sur les polyndmes eulériens.

PROPRIETE 2.3.

Pour n>0, on a:

OAn(t) =t 4 (1) . (1)

1

De plus, si I est un monéme de la forme A"~ A ou A"TAY  (r>0),
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on a

T rAn(t‘1) =elES = or(D«D')S =orMS . (2)
On a encore

7 Ty (¢77) =™ ap g, , (3)

d'ou en particulier, pour r = 1

Sl An(t°1) =4 (t) . (4)

PREUVE.

Soit 0 €8 ; définissant % par 1l'identité \cly(k) = n+1 - o(n+1-k)
l'on a E\clr(k) =1 si et seulement si Eo(n+1-k) = 1 et E\é(k) >1 siet
seulement si Eo(n+1-k) = O . Dans ces conditions, il vient lE\cﬂ + |aEo| =n,

ce qui établit
0 _.n -1
A(t) =t a(t) . (5)

. A%
D'autre part, la relation entre les vecteurs EC et EC peut

encore s'exprimer par la condition
\ .
AEG(k) > 0 si et seulement si A'Ed(n-k) = 0 pour 1 < k < n.(6)

Mais la condition (6) est encore équivalente &

‘A'r_1AE\é| + |A"r_1A'Ec| = n-r
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ou encore &
|an""Tag%| + |a'"E0| = n-r .
On en déduit :

oA hWES = T § K

A Card {0 €6 : |a*E0| = x}
osk

n-r r -1
t An(t )
d'aprés la propriété 2.2 .

Les relations (2) et (3) résultent alors de la propriété 2.1
et faisant r =1 dans (3), on obtient " A (t7') =6ADS_=A (1),
c'est-a-dire la relation (4). Enfin, 1l'identité (2) résulte a la fois de

(4) et de (5) .

Q.E.D.

Remarque 2.4.

D'aprés la définition 1.6 , pour 1<r<n et 0E€ 6n y i1 y a

r-1

exactement |A'A"  'Mo| indices i tels que 1<i<n , o(i) < o(i+1)

et o(i) < n-r . Comme on a posé d'autre part
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et que d'aprés la propriété 2.3 , on a

oA tarT Ty g, = t"" rAn(t"1) = T 7T t°
Sy VTS

il vient :

rAn n-r-g — G2 lo¢ Sn : |A'A"r_1M5| =s} pour 0<s<n-r .
,n-r-

Cette remarque nous servira au paragraphe 6 du présent chapitre.

3. Relations de récurrence.

Dans cette section, nous établissons une relation de récurrence
sur les polyndmes eulériens qui généralise 1l'identité (1) ci-dessus et

redémontrons la relation de récurrence trouvée par Riordan [24] .

PROPRIETE 2.5.

Pour 0<r<n, on a l'identité

. (r+1)An(t) - rAn(t) + r(t-1) . rAn_1(t) .

PREUVE.

Pour r = 0 , l'identité se réduit & t An(t) = OAn(t) . Pour
r =n, elle est encore vraie avec la convention que nous avons faite que
rAn(t) =n! quand r 2 n . Nous supposons donc 0 < r <n . Pour chaque

c€ES , ona
n

8780 = ( (a(1)-x), , (0(2) - z-1), , «uey (o(nr) - (n-1)), )
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et A'WTEo est formé des n-r-1 derniers termes de ArEO' . Donc
|a"Eo| - |A*'ATEo| =0 ou 1 selon que (o(1) - r)+ = 0 ou non, c'est-a-dire

selon que o(1) < r ou non. Posant

Sn's ={o€ S, : o(1) = s} ,
il en résulte que
00TES. = 0AES si ssr
n,s n,s
=t oA'AES si s>r .
n,s

Utilisant ces deux relations ainsi que les égalités

"o (t) =eA"ES_ =T 6A"ES
n no n,s

et

(r+1) < oAAT - Wwe S
An(t)-eAAESn-ieAAEon’s ,

on obtient
r‘An(t) -P= t((r+1)An(t) - P) od P désigne la valeur

wTo o
et BA'A'E S .

r
commune des sommes sur s < r de OA'E 6n s s
?

Attachons maintenant & chaque o € C"’)n g0 12 permutation o' € Sn 1
? s
telle que

o'(1) =1 ; U'(0-1(1)) =s ; 0'(kx) = o(kx) autrement.
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Si et seulement si s<r , ona ATEo' = A"Ec . Par conséquent, on a

P=roAES _ =r oATA'E s,

_.r \ .
1 =r An—1(t) d'aprés la propriété 2.2 et

1
’
1'on obtient enfin l'identité cherchée sous la forme équivalente

Pag(e) - x T (=t Ta(e) -x A (0)) .

Q.E.D.

Remarque 2.6.

Riordan ([24] p. 214) a trouvé une autre relation de récurrence,

a4 savoir

(t) (7)

rAn(t) =[r + (n-r)t] . rAn_1(t) + t(1-t) . rA'n_1

(0sr<n;1<n)
ol rA'n_1(t) désigne la dérivée du polyndme rAn_1(t) . Comme on a posé
rAn(t) = I rAn - ,
O<ksn-r !
cette relation de récurrence est encore équivalente aux (n-r+1) relations

suivantes (Cf. [24] p. 215)

r r
An,k = (k+r) . An—1,

T
Xt (n+1-k-r) . An_1’k_1 (8)
(0 < x < n-r)

ol l'on a posé rAn x = 0 si k<0 ou k>n-r .
?

Comme 1'a noté Welschinger [30] , on peut rédémontrer facilement

(8) et par suite (7) en prenant les polyndmes eulériens dans 1'interprétation
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Ta(t) =ea" aps .
n n

En effet, on vérifie tout d'abord que les relations (8) sont

vraies pour n = r , en notant que A =n! et "A =0 pour k#0.
n,0 n,k

On suppose ensuite 0 S r <n et l'on pose pour i € [n] et o€ 6n—1

ni(o) =(o(1)y +ee, 0(i-1), n, o(i), «o., o(n-1) ) .

Il est clair que 1l'on a

6n={'ﬂi(c) :i€n], €8

n-—

1} ¢

Soit © € 6n— ; on a 'A'r—1ADO'| =k [en abrégé : o € o

1 G ]

n-1,k
si et seulement s'il existe k couples (j-1,j) tels que 1< j-1 et

a(j-1) >a(j) 2 r .

Prenons o0 dans rG.n 1.k ; on observe alors que T]i(c)
=1y

appartient a I'G.n X pour les seuls indices 1 suivants
?

(1) 1=<i-1 et o(i-1) >o(i) =2 r ;

(ii) i €[n-1] et o(i) <r ;

(iii) i=n ,

c'est-a-dire pour exactement k + (r-1) + 1 =k + r indices i € [n] .

Pour les autres n - (k+r) indices i ne satisfaisant & aucune des condi-
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tions (i) , (ii) , (dii) , on a
r
M;(0) € G, 4,4 .

On constate donc que 1l'ensemble ran X est contenu dans la réunion
?

r r . . ) .
U {ﬂi( Gn—1,k U Gn-1,k-1) : i € [n]} . On voit ensuite que la relation

r
M;(0) € Gy x

r
Gn—-1,k

est vérifie pour exactement (k+r) indices i si o est dans
et pour exactement n - (k-14r) = n+1-k-r indices i si o est dans

an 1.x_q * Les relations (8) sont ainsi démontrées.
-1,k-

4, Relations avec le "probléme de Simon Newcomb".

Nous allons exploiter maintenant le lien entre les polyndmes
rAn(t) et les polyndmes générateurs que 1l'on définit pour le "probléme
de Simon Newcomb avec une spécification (17 (n-r))" (voir Mac Mahon [20] ,
vol. 1, chap. 4 et 5) . Dans la preuve de la propriété qui suit, nous con-
sidérons ow comme le mot o(1) o(2) ... o(n) dont les lettres sont des

éléments de [n] .

PROPRIETE 2.7.

Soit r=2 2 ; on a

AT T (tY =121 oD S
n rn
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& ={0c€eq : 0'1(n—r+1) <o Wn-r+2) < ... < 0-1(n)} .

PREUVE.

D'aprés la propriété 2.3 , il nous suffit d'établir
A" DS = r! 6AD &
n rn

ou encore de trouver une surjection o~ ¢' de 611 sur an telle que
i) |a""Tapo| = |aDo'|

ii) 1'application ¢ = o' soit homogéne de degré r! , c'est-a-dire

que l'image inverse de chaque ¢' € ait r! éléments.

S
rn

Prenons © € Gn et soit ow = 99 i peq 9o oee 9 1 9, ol

1

. CY o = _
{n-r+1’ ceey 1n} = {n-r+1, ..., n} . On pose O'w 91(n r+1)g2 cee g ng o

I1 est clair que o' est dans rgn et que o0~ 0' est homogéne de degré

r! .

D'autre part, puisque les éléments n-r+1 , n-r+2, ..., n se
présentent dans cet ordre dans le mot o'w , on a ADg'(j) = 0 pour
j =nor+l, n-r+2 , ...,n-1, ou encore |ADo'| = |A“r'1ADc'| . Enfin,
1'identité |A"""ADo| = |a"T"'ADo'| résulte du fait que 1'on a o'(§) = o(j)

si 0(j) < n-r et que 0'(j) > n-r si et seulement si o(j) > n-r .

Q.E.D.
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Si 1'on envoie tout o'w = g1(n—r+1) gz(n—r+2) ceeg.ng . de

S  sur lemot £ = g1(n—r+1) gz(n-r+1) eee gr(n—r+1) 9pp

, on définit
rn

1
une bijection de & sur une classe de mots de spécification (1" (n-r)) ,
c'est-a-dire des mots de longueur n , qui contiennent n-r+1 lettres

distinctes dont l'une d'entre elles est répétée r fois. Si l'on définit

maintenant |AD£| comme le nombre de descentes, c'est-a-dire le nombre de

couples de lettres successives dans £ qui vont en décroissant, on voit
que 1'on a |aDg| = |ADo'| . Ainsi *7F rAn(t-1) est le polyndme géné-

rateur du nombre des descentes pour un ensemble de spécification (17 (n-r)) .

5. Relations avec les nombres de Stirling.

Rappelons que pour 0 < q < p , le nombre de Stirling de deuxiéme

espéce S(p,q) est le nombre de partitions de [p] en q parties non
vides. Le résultat suivant est obtenu par Riordan ([24] p. 213) au moyen de

calculs assez complexes :

7
PROPRIETE 2.8.

L'entier S(p,q) est le nombre de parties W< [p] X [p] de

p-q éléments qui satisfont aux conditions suivantes :

i) ¥ est une quasi-permutation, c'est-a-dire qu'il existe au moins

un o€ 6P tel que W< {(x,0(x)) < [p] x [p] : x € [P]} ,

ii) W est supra-diagonale, c'est-a-dire que (k,k') € W

implique k < k' .
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PREUVE.

Soit {E1, Eny eeey Eq} une partition de [p] que nous pouvons

2'

considérer comme formée des classes d'une relation d'équivalence

Ec [p] x [p] . A chaque Ej = {i1 <iy<...<i } comprenant n, >0
J

éléments, nous associons la quasi-permutation supra-diagonale

2

v o ffs s .. . . _ _

By = {(11, 12) , (12, 13), ceey (ln.—1’ ln.)} contenant n,-1 (éventuel

lement zéro) éléments de [p] x [p] . Posant E' = U E', , on voit que
1=j<q

E' est une quasi-permutation supra-diagonale ayant E(nj—1) = p-q éléments

et que E est la plus fine des équivalences sur [p] qui contienne E' .

Réciproquement, étant donnée une quasi-application supra-diagonale
W ayant p-q éléments, soit E 1la plus fine de toutes les équivalences
sur [p] qui contienne W . Ona W =E' et la bijection désirée est éta-

blie.

Q.E.D.

La formule de Riordan ([24] p. 214)

rAn(s+1) = I sk(n—k)! s(n+1-r,n+1-r-k)
0<ksn-r
étant obtenue par celui-ci au moyen de la méthode algébrique classique
d'inversion de MSbius, nous pensons pouvoir nous dispenser d'en reproduire

ici la preuve.
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6. Les identités de Worpitzky.

Soient m,n,s trois entiers tels que 0 < s <n < mts et
(i1, 12, cooy is) une suite strictement croissante d'entiers compris entre

1 et n-1 que nous nommerons indices distingués. Nous allons d'abord

dénombrer 1'ensemble Qm,n,s de tous les morphismes ¢ : [n] = [m] tels
que (i) # @(i+1) si i n'est pas un indice distingué. Le dénombrement de
Qm,n,s permet non seulement d'obtenir 1'identité (9) ci-dessous due &
Worpitzky, mais une généralisation de celle-ci au cas des polyndmes

rAn(t) (r > 1) . La proposition 2.9 ci-dessous est bien connue.

PROPOSITION 2.9.

On a :

Card & = [m+s] .
m,n,s n

PREUVE.

Il suffit de faire correspondre, de fagon bijective, a tout
o € Qm,n,s un morphisme injectif ¥ : [n] = [m+s] (c'est-a-dire une appli-
cation strictement croissante). Dans ce but, désignons pour tout entier
x € [n] , par 6(kx) 1e nombre d'indices distingués avant k , & savoir
le nombre d'indices j tels que ij <k.O0na 06(1) =0 et 6(n) =s .
La bijection ¢ = ¥ est alors définie de la fagon suivante. Pour tout
x € [n] , on pose ¥(k) =(k) +06(k) . 0na 1< y(n) <ms et ¥ est
strictement croissante, car si k-1 est distingué, on a 0(k-1) < 6(k)

et si k-1 ne l'est pas on a @(k-1) < @(k) . Dans les deux cas, il vient
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¥(k-1) < ¥(x) . Enfin, 1'application ¢ = ¥ est trivialement injective.
Elle est aussi surjective, puisque ¢ est uniquement déterminé par les

relations (k) = ¥(kx) -6(x) (1 <k=<n).

Q.E.D.

L'identité de Worpitzky sur les nombres d'Euler s'obtient par
simple application de cette proposition. L'ensemble de toutes les applica-
tions de [n] dans [m] étant noté Hm,n , soit @ € Hn,m ; on
définit 6p comme l'unique o € Gn telle que la suite des paires
(9o(1) 4 (1)) , (po(2) , o(2))y «esy (9o(n) , o(n)) soit croissante pour
1'ordre lexicographique. Par conséquent, 5-10' est l'ensemble des applica-
tions ¢ : [n] = [m] telles que ¢o(i) < @o(i+1) pour i € [n-1] et telles
que 1'égalité ¢o(i) = @o(i+1) ne soit possible que si o(i) < o(i+1) .
D'aprés la remarque 2.4 , il y a exactement s = |A'Mc‘ indices 1 vérifiant
une telle inégalité ; donc, d'aprés la précédente proposition,

1

Card 6 0 = [m;s] . Comme le nombre de permutations ¢ € 611 satisfaisant

a lAMc\ = s est donné par le nombre d'Euler A s ? il vient enfin
?
m = £ [m;s] Ans : (9)
0<s<n-1 !

Cette identité est un cas particulier de 1'identité (10) ci-dessous.

rd
PROPRIETE 2.10.

Pour r €[n] , ona

r m+s n-xr
£ Ta [™5] = T mt / (mer)r (10)
Ossspr DBT-sln
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PREUVE.

Notons d'abord que pour r = 1 , on retrouve bien 1'identité (9) ,
puisque 1l'on a An,n—1—s = Am’S d'aprés la propriété 2.3 . D'autre part,
1'identité est vraie pour r = n avec les conventions que nous avons adop-
tées. On prendra donc r € [n-1] . Soit Hm,n,r 1'ensemble des applications
® : [n] » [m] dont la restriction & {n-r+1, n-r+2, ..., n} est injective.

I1 est immédiat que 1'on a Card H =n" " m! / (mr)! . Pour ¢ € H
?

m,n,r !

n,r
on définit 6@ comme étant l'unique o € @3n telle que la suite

(po(1) 4, (1)) , (po(2) , 0(2)) 4, eeey (9o(n) , o(n)) soit croissante pour
1'ordre lexicographique. Comme précédemment, on a ¢o(i) < @o(i+1) pour

i € [n-1] , mais 1'égalité n'est possible que si 1'on a o(i) < o(i+1) et
0(i) < n-r puisque la restriction de ¢ & 1'ensemble {n-r+1, n-r+2, ..., n
est injective. Or d'aprés la remarque 2.4 , il y a exactement |A'A"r_1Mc|
indices i tels que 1<i<n, o(i) < o(i+1) et o(i) < n-r . D'aprés

la précédente proposition, on a Card 8o = [m;s] avec |A 'A"r—1M0" =s

et comme le nombre de o € & satisfaisant a |A'A"r_1Mc| =s est égal

T

a "A » on obtient 1'identité désirée.
n,n-r-s
Q.E.D.
Pour terminer cette section, nous donnons l'espression explicite
des coefficients ‘A obtenue par un simple calcul traduisant de nouveau

n,k
1l'inversion de Mobius (Cf. par exemple [26]) A partir des identités (9)

et (10) .
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En effet, pour O < n+r , on a

n+r k [(n+r-14k
V(o™ = 2 [ .

Donc :

(v) / (1-6)™F

u

Z n+r-1+k] 2 r, S

n+r-1 n+r-1,s

An-ter 0<k 0ss<n-1

Z ¢ 2 r, [n+r-1+j-s]

0<j Osssmin(j,n-1) n+r-1,s n+r-1
_ Z tj 2 r A J+r+s
0<j 0<s<n-1 n+r-1,n-1-s Ln+r-1

Y 5 ()™ ()t /5

0<j

n+r-1+j-

s .. R
-1 ]—0 si j<n-1 et s =j+1, eeey, n-1

en utilisant le fait que [

et, pour la derniére étape, en se servant de 1l'identité (10) . Il en résulte

n 1+r

() / @™ = 5 @ [35]

J'
On a donc pour 0O < k < n-1 , l'expression explicite :

r, =l = (_1)i (k-i+r)n_1 [n;-r] [k-:i-r] . (11)

n-1+r,k 0<i<k
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7. Table des polyndmes eulériens.

Le paragraphe 4 du présent chapitre ou l'identité (11) ci-dessus
montrent que tous les coefficients des polyndmes rAn(t) sont divisibles
par r! (on verra une autre démonstration de ce résultat & la fin du chapitre

IV) . Comme on a posé

rAn(t) = I rAn X & (0osr=n) |,
O<ksn-r '
on peut écrire
r o T
An,k r! ah,k
r .
ot "a est un entier (0 € k < n-r) .

Le présent tableau donne les premiéres valeurs des coefficients

ran x Ppour T =1,2,3,4,5, r=ns<s8 et 0<k<n-—r .
]

r =1
o] 1 2 3 4 5 6 7
n
1 1
2 1 1
3 1 4 1
4 1 1 11 1
5 1 26 66 26 1
6 1 57 302 302 57 1
7 1 120 1191 2416 1191 120 1
8 1 247 4293 15619 15619 4293 247 1
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r=2
k 0] 1 2 3 4 5

n
2 1
3 2 1
4 4 7 1
5 8 33 18 1
6 16 131 171 41 1
7 32 473 1208 718 88 1
8 64 1611 7197 8422 2682 183
r=3

0] 1 2 3 4 5
n
3 1
4 1
5 10 1
6 27 67 25 1
7 81 376 326 56 1
8 243 1909 3134 1314 119 1
r=4

0] 1 2 3 4
n
4 1
5 4 1
6 16 13 1
7 64 113 32 1
8 256 821 531 71 1
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[t}

16
171

25

39

125




CHAPITRE III
LA FORMULE EXPONENTIELLE.

Les trois premiéres sections de ce chapitre contiennent la défini-
tion et quelques propriétés d'une construction trés générale que nous appelons
"composé partitionnel". La motivation de cette notion apparaft dans les sec-
tions suivantes, ainsi qu'au chapitre IV , ol nous appliquons toutes ces
techniques aux polyndmes eulériens. Comme nous l'avons déja mentionné, ces
résultats ont été fréquemment étudiés en liaison avec divers problémes d'énu-

mération et tout particuliérement dans [29] , [14] et [15] .

. *
Dans ce chapitre, si Z est un ensemble non vide, on note Z et
z¥ les monoides libre et abélien libre engendrés par Z . On appellera mots

*
les éléments de Z , qu'on présentera comme des suites g = Zy 2y eee zr

ol z Zyy eeey 2, appartiennent & Z ; l'entier r est la longueur du

11
mot g . On appellera mondmes les éléments de zt . si o« est le morphisme
* -
canonique de Z sur Z' , on prendra dans chaque classe « 1(f) olt
£€2" un mot canonique qu'on identifiera & f . Le mondme f sera dit

de degré r si le mot f est de longueur r .

1. La formule de Hurwitz.

Dans cette section, Y est un ensemble non vide, muni d'une appli-
cation A : Y~ ﬁ . Le méme symbole désignera les morphismes dans ﬂ éten-
*

dant cette application aux monoides Y et YT . Le morphisme canonique

%
de Y sur Y sera noté o .
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Soit P 1'ensemble des parties finies (y compris la partie vide)
de ﬁ s on considére le sous-ensemble YX du produit cartésien Y X P

composé de tous les couples (y,I) satisfaisant & la condition
Card I = Ay .

*
On forme ensuite le monoide libre Yk engendré par Yk .

Soit
h=(y,1,) (v,I,) «ee (voI)

*
un mot de Yh de longueur r > 0 . On pose

*
Bh =g = Yq Vg 00 Yy ey et Ah=2Ag . (1)

DEFINITION 3.1.

Pour chaque entier r > 0 , le composé partitionnel marqué de Y
*
(@) g

de degré r est le sous-ensemble Y formé de tous les mots

h = (y1,I1) (y2,12) ces (yi'Ir) de longueur r satisfaisant aux conditions

i)IJ.ﬂI =¢ si F# 3 3

jl
ii) U {Ij : jelrl} =[an] .

On notera que si ij est strictement positif pour tout j € [r] ,
la famille {I1, Iy eees Ir} est une partition de l'ensemble [Ah] ,

aucun de ces sous-ensembles n'étant vide.
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((x))

Par convention, on supposera l'existence d'un ensemble Y

pour r = 0 contenant un seul élément, & savoir 1'élément neutre de Y .
¥* s a2

Ce dernier est envoyé par B sur l'élément neutre de Y . On identifiera,

((1))

d'autre part, le composé partitionnel marqué Y de degré 1 avec Y .

THEOREME 3.2. (Formule de Hurwitz).

soit E(Y) =Z {y/Ay! : y € Y} 1la fonction génératrice exponentiel-

le de Y (par rapport & A) . Pour tout r 20 , on a dans la Q- algdbre

large de YX 1'identité
(E(Y) ) =% (enimt : ne ¥y | (2)

PREUVE.
Avec nos conventions sur B , il n'y a rien a prouver pour r =0 .
*
Pour chaque mot g =y, ¥, ++s ¥, de longueur r (r>0) de Y , 1le

((=))

nombre de mots h € Y tels que PBh,= g est égal au nombre de suites
(11, 12, coey Ir) de parties de g satisfaisant aux conditions i) et
ii) de la définition 3.1 ainsi qu'ala condition Card I = ij pour
chaque j € [r] . Or le nombre de telles suites est évidemment donné par
le coefficient multinomial

= ! ! ! eoe ! .
Mart (A,9) = Ag!/(Ay,! Ay,! oee Ay t)

Donc

Z {Bh/An! : h € W) e g
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est égal au produit (1/(ky1! Ayt ees ky}!))g puisque Ah = \g pour
Bh =g . Or le facteur (1/(Ay1! IS lyr!)) est simplement le coeffi-
cient de g dans le développement de ( E(Y) )¥ et le résultat s'en déduit

*
par sommation sur tous les mots de longueur r de Y .
Q.E.D.

2. Le composé partitionnel.

Nous conservons les mémes notations que dans la section 1 , mais
nous supposons cette fois que Ay > O pour tout y € Y . Soit
h = (y1,11) (y2,I2) coe (yr,Ir) un mot de Y((r)) . L'hypothése ci-dessus
entraine, puisque l'on a Card Ij = lyj pour chaque j € [r] , que les
sous-ensembles I1, 12, veoy Ir sont non vides, donc tous distincts. Il en
résulte que h est multilinéaire, c'est-a-dire a toutes ses lettres distinc-

. . * .
tes. En notant 6 1le morphisme canonique de Y sur Yx+ , on voit donc

A
que la classe abélienne 6_16h contient exactement r! mots. De plus,
les conditions i) et ii) de la définition 3.1 ne faisant pas intervenir

((r))

l'ordre des lettres de h , il s'en suit que Y contient toute une

Classe abélienne 6 '6h dés qu'il contient h .

DEFINITION 3.3.

On appelle composé partitionnel de Y de degré r (r = o) ,

1l'ensemble

NOPN()
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et 1'union

v -y ()
O=<r

est le composé partitionnel de Y .

Les éléments de Y(r) sont donc des mondmes

= (y1,I1) (y2,12) ces (yr,Ir) de Y;’ . On désigne par Y£f 1le mondme

H
!

M=y, Yy oo Vg de vt et 1'on pose encore Af = Am . On a donc l'identité
af =Y6

*
ol « est le morphisme o : Y - Y' et on B a été défini en (1) . On peut

rassembler les remarques ainsi faites dans un lemme.

LEMME 3.4.

(r)

Pour tout f €Y , On a

Card {hEY((r)) : 6h = £} = r!
et si 8h=¢Ff, ona
Yf =aBh .

Venons-en a la formule fondamentale de ce chapitre.

THEOREME 3.5. (Formule exponentielle).

Dans la Q- algébre large de vl , Oon a l'identité
KA

T {yg/Af! : £ € ¥(*)} < exp BE(Y) .
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PREUVE.
Ona I {yg/Af! : £ € Y(o)} = 1 , D'autre part, pour f € Y(r)

(r>0), ona

T {aBh/AR! : 6h = £} =1r! (Y£/A£!)
d'aprés le lemme précédent. D'ol, il résulte

£ fye/er : £ € ¥} = (1/01) £ fapi/ant : e ()

pour chaque r >0 . Utilisant le théoréme 3.2 , on obtient donc par somma-

tion sur tous les r € ;N\
£ fyemer s pe ¥ o () (B )T
O<r

exp E(Y) .

Q.E.D.

Remarque 3.6.
Dans la Q- algébre large de Vel ,» On a pris la topologie des séries
M
formelles induite par l'ordre o suivant : si a= z {m a :m € Y+}

est une série formelle, son ordre o(Na\) est défini par

o(a):inf{n>0:)\m=n,am#0} .
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Utilisons les notations abrégées
Y{Y(+) n X_1n0 =Z {yf: £ € Y(+) , Af=n} pour nz0
et {Yh} =2 {y:y€Y, \y =n} pour n>0 .,

Les séries formelles Y{Y(+) N A Ta} et {Yi} sont d'ordre

égal & n , ce qui permet d'écrire la formule exponentielle sous la forme

2 (van) v 0l cep [ E (va) (x3 1 .
0sn 0<n

3. Une formule d'inversion pour les séries exponentielles.

Désignons par z(£) pour f£ € Y(+) l'unique r € N tel que

fe Y(r) ; 1'entier z(f) n'est autre que le degré de £ . Posons
V{Y(*) Na'n} == fye. (-1)"(f)‘m . pex®) , Af = n}
pour n=20 .,

/7 7
PROPRIETE 3.7.

Dans la 8-algébre large de Vel , on a l'identité

(2 (1/an) yix™®) n Aty )7 -
Osn

£ ((-1)%1) yir™) n 'y
O<n

(3)

(4)
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PREUVE,

D'aprés le théoréme 3.5 , le membre de gauche de l'identité a
établir, soit U, est égal & (exp E(Y))_1 , c'est-a-dire & exp(-E(Y)) .
Notons ¢ le morphisme envoyant sur -y chaque y € Y, ceci équivaut a

U = ¢ exp E(Y) , donc de nouveau d'aprés le théoréme 3.5 , a

(=
n

o £ (mn) yix™®) n a7y

O<n

£ (1/a) £ (DT yix™ naan 2
0<n O<r

£ (<)% 7™ n a Ty
O=n

Q.E.D.

Ceci termine 1'établissement des formules que nous utiliserons
par la suite. Le théoréme 3.2 avec une interprétation adéquate des objets

en cause exprime que la transformation de Borel

T{y:yev}~Z {yAy! : y€Y}

est un morphisme dans l'algébre large de Y5 ge 1'algébre large de base Y

par rapport au "produit d'intercalement" ("shuffle" de Chen, Fox et Lyndon).

Le théoréme 3.5 est appelé "formule de Cauchy" dans les problémes concernant
le groupe symétrique. Sous une forme ou sous une autre, elle a été retrouvée
et utilisée souvent dans diverses questions d'énumération. Nous 1l'appellerons

simplement formule exponentielle. En prenant le logarithme des deux membres
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on obtiendrait évidemment la fonction génératrice exponentielle E(Y) de Y
en fonction de la fonction génératrice exponentielle du composé partitionnel

Y(+) de Y.

Nous utiliserons par la suite la
DEFINITION 3.8.

Soit A un monoide abélien ; une application p : Y(+) - A sera
dite multiplicative ssiil existe un morphisme W' : Yr-a ta que le

diagramme

™

soit commutatif.

4, Le composé partitionnel des applications.

Il existe de nombreuses familles de structures qui peuvent &tre
considérées comme le composé partitionnel d'une de leurs sous-familles.
Nous examinerons ici, & titre d'exemple, la famille des applications avec
le but d'introduire les notions nécessaires pour traiter le cas particulier

des permutations.
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DEFINITION 3.9.

Soit £ : I I une application d'un ensemble fini I dans
lui-méme. L'équivalence f* de f est la relation d'équivalence dans
IX I telle que i, i' € I appartiennent & la m@me classe ssi il existe

* ]
des itérées £ et £F de £ satisfaisant a £P(i) = €0 (i') .

Nous appellerons sous-domaines de £ 1les classes de cette équi-
valence et leur nombre sera désigné par z(f) . L'application f sera
connexe si z(£) = 1 . Ainsi les sous-domaines d'une permutation sont les
orbites de celle-ci ; les permutations circulaires sont les permutations

connexes.

Dans la suite, on notera Fn 1'ensemble des applications de

[n] dans 1ui-méme (n = 0) et 1l'on posera

F=UFn.
0<n

Désignons par Iy Iy ooy I (r = z(£)) 1les sous-domaines d'une appli-
cation £ € F (n>0) . Pour tout j € [r] , on note W, 1'unique
morphisme (d'ensembles ordonnés) w; ¢ [cara Ij] - [n] qui a pour image
Ij et fj' la restriction de f a Ij . Par définition de 1'équivalence
* -
£ on voit que f.'(I.) C I, et il est licite de poser f. =W, 1 f.rw,

J J J J J J J
(; € [r]) . Les applications fj envoient [Card Ij] dans lui-méme et sont

toutes connexes (j € [r]) . Enfin, il est clair que toute application

£ € Fn détermine, de fagon biunivoque le mondme (appartenant au monoide
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FxP)r, ou P désigne toujours 1l'ensemble des parties finies de N )
! "

(f1,11) (f2,12) (fr,Ir)

que 1l'on appellera sa factorisation canonique, les fj eux-mémes étant les
facteurs de f . Par commodité, on identifiera tout £ € F avec sa factori-

sation canonique et f € F. avec le mondme unité.

0

Le raccordement avec les trois premiéres sections se fait de la
fagon suivante. Soit donnée une famille & d'applications connexes dont les
domaines sont des ensembles de la forme [n] (n € ﬁ) . Posons Y =3 et
prenons pour A 1l'application qui envoie sur n chaque f € ¥ de domaine

(+)

[n] (ne ﬂ) . Formons ensuite le composé partitionnel & . On constate

alors que la factorisation canonique d'une application £ € F appartient

(+)

au composé partitionnel & si et seulement si les facteurs de f appar-
tiennent & & . Avec l'identification faite ci-dessus, on a ainsi la propo-

sition suivante :

PROPOSITION 3.10.

Soit & C F une famille d'applications connexes. Le composé

(+)

partitionnel & est l'ensemble des applications £ € F dont les

facteurs appartiemnent & & .

La propriété suivante découle immédiatement de la définition du composé
partitionnel d'un ensemble d'applications. Elle exprime le fait que la fac-
torisation canonique d'une application £ conserve les excédances et les

points fixes de f . De fagon précise, et en conservant les notations
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ci-dessus, on a

PROPRIETE 3.11.

. > i 1 -
Soit (f1,I1) (f2,12) vee (fr,Ir) (r > 0) 1la factorisation cano
-1

nique d'une application f . Pour tout j € [r] , 1e morphisme Tj = wj

est une bijection de Ij sur [cCard Ij] telle que pour tout i € Ij on

ait les équivalences

i< g(i)e Tj(i) < fj 'rj(i)
i=g(i)e Tj(i) = fj 'I‘j(i)
i>

£(i) @ 'rj(i) > fj 'rJ.(i) .

PREUVE.
En effet, si l'entier i est dans le sous-domaine Ij , On a

fj(i) = wj—1 fj' wj(i) =T £ Tj-1(i) o fj' est la restriction de

3

£ a Ij . Les équivalences ci-dessus résultent alors du fait que

Tj : Ij - [card Ij] est un morphisme strictement croissant.

Q.E.D.

Réécrivons la formule exponentielle (3) et la formule d'inversion
(4) dans ce cas particulier du composé partitionnel des applications. On a

d'abord

3(+) nata= F n 3(+) pour n 2 0

et 3N A 'a = F n & pour n >0
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et les deux identités (3) et (4) se présentent ainsi

£ (1/a1) vir, 0 34} - oo [ 3 (1) (N 3] (5)
Osn o<n
(2 (1/a) yir, 03 2 2 (G%an e, 03 L (6)
0<n 0<n

En fait, ces deux identités seront appliquées ci-aprés sous la

forme suivante. On suppose donnée une application multiplicative
boe 3(+) - 0 (Cf. définition 3.8) . On forme ensuite 1l'algébre sur Q
)

du monofde Q , soit ( et 1'on considére 1'algébre Q [[u]] des séries

formelles A coefficients dans ( et & une indéterminée u . On a ainsi la

PROPOSITION 3.12.

Soit W @ 3(+) - 0 une application multiplicative. Dans l'algé-

bre des séries formelles Q [[u]] , on a les identités

£ (mt) wE, N3} < exp [ £ (mt) wir, N 3 7
0sn 0<n

(= (%) uir, 039N < 5 (0Ya) bir, 0 5 (8)
Osn Osn

ot pf = (-1)z(f)'m wf pour tout £€F N 5(*) (n=z0)

PREUVE.
Soit W' 1le morphisme de ¥ dans Q tel que W = K'Y .

Désignons par ¢ 1l'application envoyant tout £ € Fn N & sur le mondme
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ut p'f (n>0) . Comme p est multiplicative, on a @Y f = " pf pour
tout £ € F, n 3(+) (n=20) . Tous les monSmes @Y f od f € F n 3(+)
sont donc de degré n (en u) . On peut donc prolonger ¢ en un morphisme
continu de la Q- algébre large de 3 dans Q[[u]] . Appliquant ainsi ¢

aux deux membres des deux identités (5) et (6) , on obtient les identités

(7) et (8) .

Q.E.D.

5. Applications.

I1 est évident que si &F est l'ensemble € des permutations

(+)

circulaires, le composé partitionnel € est exactement 1'ensemble

&= U S . 0On a de plus
Osnr1

F ﬂ!}(+)=6 pour n=20
n n
= >
et F ng Sn pour n >0 .

Enfin, si ¢ est dans & , se rappelant que z(o) est le nombre des
orbites de o , on voit que le coefficient (_1)z(o)+n est la signature

¢(c) de o . Dans ces conditions les deux identités (7) et (8) s'écrivent :

z (W) wie} =exp [ = («®/n!) w{s 3] (9)
Osn 0<n
(2 @Ya) ue )™ = £ (W) uis) (10)
0<n Osn

od o =e(o)po pour tout o €S .
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Donnons quelques exemples d'application des formules (9) et (10) .

Soit (xn)n>1 une suite d'indéterminées commutatives. Si o est
) MM ™
dans 6:1 s Dosons uc = X, X, cee X ol pour tout k € [n] , 1'entier

m est le nombre de cycles de longueur k dans la permutation ¢ . La

fonction P ainsi définie est multiplicative. Dans ce cas, p.{@n} est le

polyndme indicateur de cycles de 611 ou polyndme de Bell (Cf£. [24] p. 68)

n . n .

1 = — 1 R
et (u/n!) p{@n} se réduit a u xx/n puisque Card (Sn (n-1)! . La
formule exponentielle permet donc de retrouver l'expression explicite de

la fonction génératrice exponentielle de ces polyndmes, & savoir
n - n
Z (u/n!) p.{-bn} =exp[ Z u xr/n] .
0<n 0<n

Un autre exemple de composé partitionnel est donné par 1l'ensemble

U des applications ultimement idempotentes, c'est-a-dire, pour tout n= 0 ,

des applications £ € F, telles que Pl

. Considérons, en effet, pour
tout n >0, l'ensemble Vn des applications f € Fn , dont 1l'image de la
(n-1)-iéme itérée 1 soit réduite & un seul point. Les éléments de v,
sont encore appelés "arborescences". Posons V= U V_ ; il est alors clair
que le composé partitionnel de V est 1'ensemb1eo<8 . Posant Un = Fn nu

pour n2 0 , on obtient donc pour toute application multiplicative

w:U=Q, deux identités analogues & (9) et (10) en substituant u oA
(_1)Z(f)+n

()]

, V. a (Sn et en posant Ef:

>
n n pour tout £ € U (n>0) .

On pose naturellement u-UO = EUO =1 .
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En particulier, prenons pour pJ 1l'application qui envoie sur 1

tout f € U . Comme on a, de fagon évidente,

Card V. =n Card U pour n >0 ,
n n-

1
il vient

z (Wn!) u.{Vn} =u £ (WW/n!) cara U

0<n O=n
et on retrouve, en appliquant la formule (7) , ce résultat bien connu :
que la série formelle w = I (u®/n!) Card U, est solution dans Q [[ul]

O=n
de 1'équation

w = exp(uw) .

Enfin, prenons pour & 1l'ensemble G de toutes les applications
connexes de F . Dans ce cas, le composé partitionnel de G est F tout
entier et 1l'on obtient encore, pour toute application multiplicative

w: F= Q donnée, deux identités analogues a (9) eta (10) .

6. Une identité entre déterminants et permanents.

Dans 1l'énoncé qui suit, = est une matrice infinie
2= (5. . .. A coefficients dans un anneau commutatif Q ;
(51’3) (173=1v29"') !
i > ) i .. ..
on désigne pour tout n >0, par = la matrice (51'3) (1=i,35n) * P&

Det Z  son déterminant et par Per £ son permanent.
. T
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THEOREME 3.13.

Soient a , b et c trois éléments de Q et E une matrice

infinie ayant ses coefficients supradiagonaux (resp. diagonaux, infradia-

gonaux) égaux & a (resp. b, c) . On a 1l'identité

+ T un n!') P = )1 2 b -u n n!) Det =
( 1 O<n( / : ) M\%‘IE\ n) T+ 0<n( ( ) / : ) .‘-’N.‘-‘":E\ n ° ( " )
PREUVE.

Désignons par §i j les éléments de la matrice E , puis posons
?

uo = §1,c(1) 52'0(2) cee gn,a(n) pour tout o €C‘5n .

Avec les notations de la propriété 3.11 (en prenant f = g), on
voit que pour un entier i appartenant au sous-domaine (i.e. & 1l'orbite)
I. on a

J ?

§i,0(i) = gfj(i),fj U CO N

On aainsi po=01¢ ol j varie dans [r] , et ot i , pour j
ji
fixé, varie dans Ij . 8i i est dans Ij , it = Tj(i) est dans [Card Ij]

i,0(i)
et 1'on a, d'aprés ce qui précéde

wo=I0I1010 §,

FE UL

=I1u.f .
) "5

L'application p est donc multiplicative et 1l'on peut écrire

—

p‘{@n} = ﬁ g1,t:r(1) o gn,cr(m) ol -
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JUUTCT. <}

E{En} =§€(0’) §1,0’(1) cos EH’U(H) = Det = .

Le théoréme 3.13 résulte alors de 1l'identité (10) .

Q.E.D.

Remarque 3.14.

Notons que 1'identité (11) n'est pas vraie pour toutes les matrices,
mais comme 1'a remarqué Kittel [18] , on peut construire d'autres matrices
infinies & que celles considérées dans 1'énoncé du théoréme 3.13 pour
lesquelles 1'identité (11) est vérifiée. Par exemple, si la premiére colonne
de la matrice E n'a que des zéros, on a Per E = Det En = 0 pour tout

[T . 4§

n >0 et l'identité (11) est trivialement vérifiée.

De méme considérons la matrice E définie par

n

- (i-1) si 1si-1=3j

on obtient facilement Per 51 =1 et Per En =0 pour tout n > 1,

ainsi que Det & =n! pour tout n = 1 . L'identité (11) est encore véri-
fiée ; on retrouve en fait l'identité

(1+w) =5 (ww? .
Osn
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Notons enfin le résultat élémentaire (n > 0)

Det B o= ( e(b-a)" - a(b-c)? ) / (c-a) si c#a

= (b--a)n"1 (b + (n-1)a) si c=a .

Portant ces valeurs dans la formule (11) , on est conduit &

l'identité :

(1 +O§n(un/n!) Per En)_1 =c exp( (a-b)u ) -a exp( (c-b)u ) ) )/(c-a) (si c#a)

= (1 - au) exp( (a-b)u ) (si c=a). (12)



CHAPITRE IV
FONCTIONS GENERATRICES DES POLYNOMES EULERIENS.

1. Fonction génératrice exponentielle de 0An(t:) , An(t) , Bn(t) .

Pour 0 €8 (n > 0) , nous définissons E'c € {0,1}" par 1la
condition que E'c(k) =1 ou O selon que k est ou non un point fixe

de o . De par la définition de E et AE on a donc immédiatement :
|Eo| = |E'o| + |aEo| .

Introduisant une nouvelle indéterminée t' , nous posons

8'c = t'lE'c‘ t‘AEG‘ et Kn(t,t') =0'S (=1 pour n=0) . Par conséquent
on a
Op (t) = A (t,t) ;
n n ? ?
An(t) = An(t,1) et

A, (t,0) =00E{c €S : |E'0| =0} =6AE B =6E S =B (t)

(voir la f£in du paragraphe 1 du chapitre II).
z \
THEOREME 4.1.
On a

A(t,t',u) = oi (u*/a!) Kn(t,t') = exp(ut' + c(t,u)) (1)
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c(tyu) = £ (W) t A (t) . (2)
n-1
2sn

PREUVE.

Que 6' soit multiplicative découle de la propriété 3.11 et des
définitions des vecteurs E'c et AEc (o € Gn) . Par conséquent, le
membre de droite de 1'identité (9) du chapitre III devient
exp( T (u/n!) 6'{€n}) .Pour n=1, on a 9'{65} =t' etpour n>1,

o<n
on a d'aprés les propriétés 2.2 et 2.3 , 9'{@5} = GAE{Sn} =t An_1(t) .

Q.E.D.

Le théoréme 4.1 nous a donné une identité sur les polyndmes
Kn(t,t') . Nous allons maintenant trouver une formule explicite pour la
fonction génératrice K(t,t',u) en utilisant les résultats de la section 6

du chapitre III.

7/ \
THEOREME 4.2.

On a

A(t,t',u) =z (w/nt) & (t,t) = (1-t)/(exp((t-t")u) - t exp((1-t')u)) . (3)
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En particulier :

A(t,tu) = T (wmt) % (1) = (1-t) / (1 - t exp((1-t)w)) (4)
O<n

At 1) = T /mt) a(8) = (1-) / (-t + exp((e-1)u)) ()

Ato) = T (7/at) By(t) = (1-1) / (exp(ut) - ¢ exp(w) : (6)

PREUVE.

Avec les notations du théoréme 3.13 , si 1l'on pose a=t , b=t'
— 5 > ' : e =0 .
et c=1, onapour ¢ €S (n>0) 1'égalité 51’0(1) gn,a(n) 0'c ;
soit Kn(t,t') = Per En . La premiére identité résulte donc de la formule

(11) du chapitre III . En posant successivement t'=t , puis t'=1 ,

enfin t'=0 , on obtient les trois suivantes.
Q.E.D.

Remarque 4.3.

Ces formules peuvent aussi s'obtenir par le procédé suivant.
D'aprés la propriété 2.2 , on a OAn(t) =t An(t) pour tout n >0 ; on

en tire

A(t,tu) = £ (uYn) %A (t) =1+ tZ (Ym1) A () ,  soit
O<n 0<n

A(t,t,u) = 1+ t(A(t,1,u) - 1) . (7)
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D'autre part, d'aprés le théoréme 3.9 on a
exp [C(t’u)] = K(tv1’u) exP(’u) (8)

ou encore

A(t,t,u) = exp(ut - u) A(t,1,u) . (9)

Du systéme formé par les deux équations (7) et (9) , on déduit
immédiatement les identités (4) et (5) . On calcule ensuite C(t,u) en
utilisant la formule (8) et 1'on en tire 1'identité (3) en se servant

du théoréme 4.1 .

Remarque 4.4.
Les formules (4) et (5) sont connues (cf. Riordan [24] p. 215

& 39). La formule (6) a été obtenue par Roselle [25] , par les méthodes
traditionnelles du calcul différentiel et intégral, dans le cas particulier

olt Bn(t) = MG, (n>0) .

Notons encore que du théoréme 4.1 résulte immédiatement, par
simple dérivation, que la fonction génératrice ﬁ = K(t,1,u) est solution

de 1l'équation différentielle de Bernoulli :

I _
auﬁ-£(1+t(ﬁ 1)) .

On peut aussi prouver ce résultat directement et pour ce faire,

nous ferons la convention suivante que nous utiliserons encore dans la
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section 2 : si o est dans & (n > 0) , on considére ow comme le mot
o(1) o(2) ... o(n) dont les lettres sont les éléments de [n] ; lorsque ©
est 1'élément unique % € 60 » Ow est le mot vide o,w . Si
£ = y1 y2 eoe ym est un mot dont les lettres y1, y2, ooy ym sont des
entiers tous distincts, on désigne par ®w 1l'unique morphisme surjectif

. - ’
w s {y1, Vo1 sees ym} [m] et 1'on note Wf le mot WY, WY, «eo WY, -

On pose encore woow = Gow .

Prenons alors un mot ow € S (n=20) ; il s'écrit univoquement

+1
ow = £(n+1)£' . Considérons 1'application ow— (wf , wf') ; on a Wf € 6m
et wf' € 6n-m pour un certain m tel que 0 <m<n et puisque W est

un morphisme strictement croissant, on a encore :

lapo| + 8pm = |aDw £] + |aDw £'] + 1

ou, comme d'usage, én m= 1 ou O selon que m=n ou mfn . D'autre part,
?
1'image réciproque par l'application ci-dessus du couple (Tw , T'w) ol

T € C‘Bm et T' €8 , contient exactement [ﬂ éléments. On en déduit

n-m

By () = By(8) v ¢ 2 (2] a0 8, ()  (@=z0) .

I1 en résulte que la fonction génératrice NA‘\ = K(t,1,u) est bien
solution de l'équation différentielle précédente. Ce résultat a été établi

pour la premiére fois par Riordan [23] .
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2. Fonction génératrice exponentielle des polyndmes rAn(t) .

Posons pour r >0 ,

Ta(tu) = 2 @/ (meren)t) Ta(v)
r-1sn
On a en particulier 1A(1:,u) = A(t,1,u) , dont on connait déja la formule
explicite (cf. (5)) . Le but de la présente section est d'établir 1'identité

remarquable suivante, due & Riordan ([24] p. 235)

Ta(t,u) = (r-1)1 (A(t,u))F .

Construction d'une bijection de U ©
O<n n+r-1

5 X 6((r)) de 6r—1 par le composé partitionnel marqué 6((r)) (rz1).

sur le produit cartésien

Tout d'abord, pour définir le composé partitionnel marqué 6((r)) ’
il faut munir l'ensemble & d'une application A et nous prenons naturel-

lement pour A 1l'application définie par

A\o=n® c€S (n €N) .
n A

Notons que 1'élément unique J, € 60 appartient & & , satisfait
*
a Ac‘o = 0 et est distinct de 1'élément neutre e du monoide & pour
lequel on a aussi Ae =0 .

Soit maintenant © € 6n+r-1 (0=n) ; lemot ow s'écrit

i g. ou

univoquement ow =g, i, g, i, «ee g 1 . 9.

{i1, iy eees ir-1} =[r-1] et on 941 9pr eeer g, sont des mots
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@ventuellement vides) dont les lettres sont des entiers. Soient

I1, 12, ooy Ir les sous-ensembles de ﬁ dont les éléments sont respecti-
vement les lettres des mots g4 92, ooy gr . Posant cjv =ng pour
chaque j € [r] , (ol @ est le morphisme défini & la fin de la section
précédente et ot 1'on a Oj =0, si le mot gj est vide), on voit immé-

diatement que le mot

h = (0'1,11) (02,12) (or,Ir)

6((1’)) .

est un élément du composé partitionnel marqué

On note B'c (=Bh dans les notations du chapitre III) le mot

G4 Oy see O € 6* de longueur r . Soit ensuite o 1la permutation définie
par
ows=4 i, ... i .
Ona o€ 6r-1 et comme
)\h=)\B'o=)\c1+...+)\cr=)\c-(r—1)=n ,
on voit que 1l'application ¢ = (G,h) envoie € ,pq dans

6r-1 X 6((r)) n R’1n « I1 est d'autre part immédiat de vérifier que cette

application est bijective. Ceci achéve la construction de la bijection

cherchée.
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Maintenant, puisque Card Gr— est égal & (r-1)! , on peut

1

écrire

T {B'c/(Ao-r+1)! : 0 €G }

n+r-1

= (r-1)! £ {Bh/An! : h eG“r))}
= (r-1)! (£ {6/No! : c €6} )T ,

d'aprés le théoréme 3.2 . Notant wrc' 1'image abélienne de B'c , on
obtient l'identité suivante valable dans l'algébre large sur ”Q\ du monoide
abélien S

Y=(r-1)! (T {o/rct : g €8} . (10)

z {wr(c)/()\c—rﬂ)! tg €U Sn+r-—1
O=n

Soient enfin p : 8* = Q un morphisme dans un monofde abélien
(1 et u une indéterminée. Comme déja vu au chapitre III, on vérifie que
1l'application o = u)‘o po (0 € 8) peut &tre prolongée en un morphisme
continu ¢ de la S\—algébre large de S' dans Q [[u]] . Appliquant )
aux deux membres de 1'identité (10), on trouve

z («/nt)uw, {5

et = -0 (2 @Ymu(s) )7 (11)
0sn O0<n

7 Y
THEOREME 4.5.

On a pour r >0

Ta(tyu) = (r-1)! (Ca(ew)™ .
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PREUVE.

Pour r =1, il n'y a rien a démontrer. Supposons r > 1 et
prenons pour | le morphisme prolongeant 1l'application o —* 6ADo = t‘ADcl

+ R = . .
au monoide & ., 8i l'ona o€ © pir-1 19,3, 09 1 29

cens ir-1} = [r-1] , il vient |Ang\ = |ADwg§ (3 € [r]) ,

et ow = g1 i
avec {i1, 12,
puisque @ est un morphisme injectif. D'autre part, puisque le mot

g1 g2 cee g contient toutes les lettres du mot ow supérieures ou égales
a r,ona Mmqwd=2|MW%‘,dmﬁﬂ%ﬁ=9NFMm . On obtient

J
alors d'aprés la propriété 2.2 pnﬁ‘ﬁ5 } =Ta (t) . Comme on a

n+r-1 n+r-1
d'autre part pﬁSn] = An(t) , le théoréme 4.5 résulte de 1l'identité (11) .

Q.E.D.

3. Autres interprétations des polyndmes eulériens.

Les techniques du chapitre précédent pourraient &tre appliquées
a d'autres problémes d'énumération. Par exemple, au lieu d'introduire la
fonction multiplicative 6' du paragraphe 1 , on peut poser pour chaque

cEY (n>0)

po =606'c . rz(o)

ol r est une indéterminée et ot 2z(0) est le nombre de cycles de O .

La fonction W est évidemment multiplicative et l'on peut appli-

quer la proposition 3.12 . De plus, on a, comme dans la preuve du
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théoréme 4.1 ,

u{Gﬁ} =t'r pour n = 1
= = >
r@EC =rt An-1(t) pour n > 1 .

La proposition 3.12 conduit donc & l'identité, dans laquelle pﬁso} =1 ,

£ (W) p%5n} = exp [r(ut' + £ (ua!) t An—1(t) Yl . (12)
Osn 2<n

Le membre de gauche de cette derniére identité est la fonction génératrice

exponentielle des permutations classées a la fois par nombre de cycles et

par nombre d'excédances. Maintenant les identités (3) et (12), ainsi que le

théoréme 4.1 permettent d'écrire, lorsque r est un entier positif

z (wYnt) wie) = (A(x,er,w)7 : (13)
Osn

On obtient donc d'aprés (3) , la formule explicite de cette fonction géné-

ratrice exponentielle,

Si nous posons identiquement t' = 1 , nous obtenons
u&%}::ﬁ {t‘AEol rz(c) : 0€ E&J que nous allons désigner par Qn(t,r)
(n > 0) . On posera également Qo(t,r) =1 . Il résulte de (13) que 1l'on a,

lorsque r est un entier positif,
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(z-1)t ("a(t,w)*

(r-1)! = (un/h!) Qn(t,r)
Os=n

Ta(t,u) d'aprés le théoréme 4.5

n, ,\r
Oin(u /n!) An+r--1

(v) .
On en déduit une nouvelle interprétation des polyndmes rAn(t) , & savoir

rAn+r_1(t) = (r-1)! Qn(t,r) (r >0) . (14)

Enfin, désignons par s(o) 1le nombre des éléments saillants de
la suite ow ou O € 6n (n > 0) . Comme 1'on a |M0| + |AEO| =n et

s(o) = z(0) , on obtient

z {t‘Mo| rs(o) : 0 € G%} = t°z {t—lAEG‘ rz(c) : 0 € Gn}

t° Qn(t°1,r) . (15)

Le premier membre de l'identité (15) est le polyndme générateur

des permutations o € 6n classées & la fois suivant leur nombre d'éléments

saillants et leur nombre de montées. Ce polyndme générateur a été considéré

pour la premiére fois par Dillon et Roselle [10] qui ont & son sujet prouvé
un certain nombre d'identités, qu'on pourrait retrouver a partir des formules

(14) et (15) et des résultats de ce chapitre.
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Enfin, notons que la propriété 2.6 fait apparalitre que les coeffi-
cients des polyndmes I‘An(t) sont tous divisibles par r! (ce que ne fait

pas apparaitre le théoréme 4.5) . Si donc on pose
r 4T
An(t) =r! Pn(t) ,

il semble intéressant d'obtenir une interprétation pour les polyndmes

rPn(t) (0sr=<n) .

D'abord,si r=n, on a I‘Pn(‘c) =1 etpour r=0 et 1,
on a I‘Pn(t) = I‘An(t) . On fait donc 1'hypothése 1 <r <n .

La restriction de tout ¢ €8 a [n-r] est une injection de
[n-r] dans [n] que nous noterons ¢o . L'application ¢ est évidemment
une surjection de 6n sur 1l'ensemble Jn—r,n des injections de [n-r]
dans [n] telle que 1'image inverse de tout T € Jn—r,n a r! éléments.
Introduisons 1l'application A de }\I“p (p > 0) dans lui-méme envoyant
chaque vecteur (x1, Xy ooy xp) sur ((x1—1)+, (x2—1)+, coey (xp-1)+) .

On a ainsi A = A"A = AA" et AT =aAvwT AT pour r > 0 ., Définissant le

vecteur-excédance d'une injection de fagon évidente, on a ainsi

ATEo = ( (o(1)-2) s «vvy (o(n-r)r) )

=ArEcpc .
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D'od 1'on déduit A'ES =7r! A'EJ et par suite

r,n

T r T
An(t)/r! = Pn(t) = 0A'E Jn—r,n .

Cette derniére interprétation des polyndmes rAn(t)/r! est due a

Strosser [28] .



CHAPITRE V

LES SOMMES ALTERNEES An(—1) ET Bn(—1) .

1. Distribution du nombre des descentes sur 6'n .

o(1) = n}) un mot

V(o) = V) V, +ee Vv, dans les lettres de 1'alphabet X = {m, m, 4, d} par

Nous attachons a chaque o € &' (= {o€ S

les régles suivantes, ol, par définition, o(n+1) = o(1) (=n) .

(1) Pour chaque j € [n] , on a vs € {d,d} ou Vs € {m,m} selon

que o(j) > o(j+1) ou o(j) < o(j+1) ;

(2) si vs €f{a,a} , j€ln-1] , ona vs = d ou d selon que
Vet est dans {d,d} ou dans {m,m} ;
(3) si vs € {mm} (1<j<n), ona vy =m ou m selon que

Vi € {m,m} ou Vi € {a,a} .

En raison de o(1) = o(n+1) = n , on a toujours v, € {a,d} ,
v, € {m,m} et les seules occurences des lettres d et m se rencontrent
dans les facteurs vJ. vj+1 =dm correspondant aux indices j € [n-1]
tels que o(j) > o(j+1) < o(j+2) . Par exemple, pour o(w) = (7,1,4,6,3,2,5) ,

on aurait V() =dmmddmm .

Introduisons maintenant pour toute lettre x et tout mot g 1la

dérivation (g -é—) envoyant chaque mot f = Xy Xy oo xp sur l'ensemble
ox
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pondéré formé de tous les mots obtenus en remplagant dans £ chaque occur-

rence de la lettre x par le mot g . Formellement g 9. est 1l'opérateur
dx

linéaire défini par sa restriction & X , a savoir (g S )x'=g ou x'

ox
selon que x' =x ou x' € X \ {x} et par 1'identité

(g-é—)ff'=(g-a—)£.f'+£. (gé—- )£' . Donc si £=£x £,X coo £ % £

17 72 1

ox dx dx
ol les fi ne contiennent pas la lettre x , l'on aura :

(g >)e=¢
X

gf x...fr_ xfr+£1xfzg...fr_1xfr+...+f xf x...fr_1gfr .

1772 1 1772

Par exemple, on a :

(@n2)@nmadmm)=dmdnnddnm+dnmddnmndn

dm

LEMME 5.1.
Soit
v=@ad )i @mmn2)s@n>)e@n) .
dd dm 3d dm

On a identiquement ver =vver | (n=z2) .
PREUVE.

Il existe une bijection de 6'n_1 X [n] sur 6'n envoyant chaque
(o , X) € S'n—1 X [n] sur la permutation o € S telle que ow soit
obtenue en ajoutant 1 a tous les chiffres de o'w et en insérant 1 entre

le k-iéme et le (k+1)-iéme terme de o'w . Soit V(o') = VIV e V'

1
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et supposons V', € {d,d}] c'est-a-dire 1<k <n-1 et o'(k) > o'(k+1) .

ona o(k) =14+ 0'(k) >o(k+1) = 1 < o(k+2) = 1 + o'(k+1) , donnant dans

V(o) 1le facteur Vi Vi = dm . Maintenant :

i) si v'k =d , c'est-a-dire si v'k+1 =m et o' (k+1) < o' (k+2) ,
oma v, ,=m puisque o(k+2) = 1 + 0'(k+1) < o(k+3) = 1 + o' (k+2) et
toute l'opération équivaut au remplacement de v'k_” =m par
Vi1 Vie2 = mm . Remarquons qu'avec nos conventions, si k =n-2 , on a

o'(kx+2) = 0'(n) = 0'(1) = n-1  ;

ii) si v', =d, c'est-a-dire si o'(kx+1) < 0'(x+2) , on a encore
Vo € {a,d} et V(o) est déduit de V(o') en remplagant v, =4 par
Vi Vk+1 =dm.

Un raisonnement analogue s'applique si v'k =m ou m.

Q.E.D.

Notons maintenant « le morphisme canonique envoyant le monoide

libre engendré par {m,ﬁ,d,a} sur le monoide commutatif libre de méme base.

THEOREME 5.2.

Il existe des entiers positifs c

n,k Lels que

VS = ¢ k(aa)k(dm)n'?k (nz2) .
B o<oxsn ™
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PREUVE.
Pour n=2 , on a V'@'n =dm et le résultat s'en déduit par

induction sur n puisque V commute avec «o .

Q.E.D.

Remarque 5.3.

Les coefficcients <, des polyndmes aV“5'n obéissent a des

yk

relations de récurrence qu'il est facile d'établir. Posons, par convention,

Cpx = 0 si k<1 ousi 2k >n ; on a alors les relations :
, )

c 1 et, pour n2 3, k=1

2,1

Cnk = x Cpt,x * 2(n+1-2k) Cnet, k-1

Remarque 5.4.

La fonction génératrice des nombres S est donnée par

k
?
Barton & David ([3] p. 180, voir aussi [17]). La théorie de ces auteurs se
rattache aux considérations présentes en utilisant l'observation suivante

dont la démonstration est laissée au lecteur.

Pour ¢€8 ., soit o' €S' définie par o'(1) =n,
0'(1+j) = n+1-0(n-j) . Le nombre des facteurs d ou d de V(o') surpasse
de 1 1le nombre des j € [n-1] tels que o(j) > o(j-1) et le nombre des
facteurs dm de V(0') est égal au nombre des j € [n-2] tels que

o(3j) > o(3+1) < o(j+2) , augmenté d'une unité.
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2. Applications aux polyndmes eulériens.

Le théoréme 5.2 va nous permettre de donner une interprétation
combinatoire aux nombres An(—1) o I1 est commode, tout d'abord, de noter
la relation suivante sur les cardinaux des ensembles In des permutations

alternées (Cf. chap. I, § 9) .

7 7/
PROPRIETE 5.5.

Pour p>0, on a

Card 3213-

= '
1 Ca.rdSizpnG 2p .

PREUVE.
En effet, 1'application qui envoie chaque o' € 6'n telle que

v(c') = (@m)? (n=2p>1) sur 1'élément o € s défini par

-1

o(j) = o'(§+1) (5 € [n-1]1) , est une bijection sur T, - D'autre part,

1
il est clair que 1l'on a :

St - ' ' . = (9 ~\P
Zapﬂozp_{o‘ GC‘BZP : V(o) =(@m)} .
Q.E.D.
’ \
THEOREME 5.6.
On a pour n= 2 1l'identité
tA .= £ c  tfe)¥E | (1)
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On a, de plus, pour p = 1

Ayp(-1) =0 et

_1\P-1 _1) =
(-1) Azp_1( 1) = Card xap_1 .

PREUVE.
Pour o' € G'n , le nombre des occurences des lettres d ou 4
dans V(o') est égal & |ADo'| , puisque 1'on a v, € {m,m} . Or d'aprés

les propriétés 2,2 et 2.3 , on a OAD S'n =0

An_1(t) =t An_1(t) . On en
déduit que t An_1(t) est obtenu en faisant d=d=t et m=m= 1

dans aV C"')'n . La formule (1) résulte alors du théoréme 5.2 .

D'autre part, le second membre de la formule (1) admet le facteur
(1+t) si n est impair. On en conclut que A2p(—1) est nul pour p 2= 1.

Au contraire, pour n = 2p 2 2 , on voit que ¢ = (-1)P! A2P_1(—1) .

2p,p
Or

_ — =\p
= ' ' H ') = = =
Card {c'€6 2p V(o') =(m d)*} =card z2p n 6'2p Card I2p_

[od
2p,P 1

d'aprés la propriété 5.5 . Le théoréme 5.6 en résulte.

Q.E.D.
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3. Applications aux polyndmes Bn(t) .
Nous donnons enfin des identités analogues a celles du théoréme
4.6 , concernant les polyndmes Bn(t) =OE S, =6MG , ol comme précédem-

ment

b ={oes :0(3)#3

G,={o0€8 :1#0(1) 5 14+0(3)#o(3+0} .

Pour démontrer le théoréme 5.9 ci-dessous, nous allons de nouveau
appliquer la formule exponentielle et utiliser les propriétés élémentaires

des permutations et de la transformation fondamentale du chapitre I.

Pour n=2p >0 et o€ 6n , nous posons WO = 1 si et seulement
si o est biexcédée, c'est-a-dire o € B (Cf. chap. I, §9) et po=0

dans les autres cas.

LEMME 5.7.

L'application p est multiplicative. En d'autres termes, o est

une permutation biexcédée, si tous les termes de sa factorisation canonique

sont aussi des permutations biexcédées.

PREUVE.

Ce lemme résulte encore de la propriété 3.11 . Soit o, 02 ces Ur

la décomposition en produit de cycles disjoints d'une permutation o € 8 et
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(£1,I1) (f2,12) cee (fr,Ir) sa factorisation canonique. Avec les mémes
notations que dans la propriété 3.11 , on a fj = Tj o 73-1 (G elr]) .

Par suite

i<o(i)e 'rj(i) < fj Tj(i) et
i< 0'1(1) ® 05-1(1) < 0'1(i) e fj TS 0'1(1) < T 0—1(i)

= 7,(1) < £ 1 75(1)

puisque les entiers i et 0_1(1) appartiennent & la méme orbite. On a

les mémes équivalences en remplagant le symbole < par >,

Q.E.D.
LEMME 5.8.
On a pour p >0
wiS, } = cara 8, et WS, .} = uls, 1 =0 (2)
et
u.{cszp} =Card B, NE, =card¥, NS . (3)
PREUVE.

Les relations (2) résultent de la définition de p et de la

proposition 1.14 .
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D'aprés la propriété 1.10 et la proposition 1.14 , la transforma-

3 s . 3 6' n .
tion fondamentale o = ¢ est une bijection de Gzp n ﬁzp sur 2p zzp

La relation (3) est ainsi vérifiée.

Q.E.D.

Pour la démonstration du théoréme ci-dessous, l'utilisation des
nombres complexes est une simple commodité d'écriture évitant de recourir au

produit de Hadamard.

THEOREME 5.9.

Pour p>0, on a
sz_1(-1)=o
-1)P -1) =
(-1) sz( 1) CardIzp .
PREUVE.
On applique la formule (9) du chapitre III avec l'application mul-

tiplicative w du lemme 5.7 . Le premier membre de cette formule s'écrit

d'aprés (2)

1+ £ (u/n!) card B8, .
O0<n
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Maintenant, on a pour p > 0

u.{(szp} = Card Izp n s (arapres (3))

2p

(d*aprés la propriété 5.5)

n
Q
&
o
(a4

L (-1) (d" aprés le théoréme 5.6) .

Compte-tenu de la relation (2) le second membre de la formule (9)

du chapitre III s'écrit donc

2 -1
exp [ £ (P / (2p)!) (-1)P A2P_1(—1)] .
0<p
En utilisant le fait que An(—1) =0 si n est pair, on en

déduit :

z (Wn!) card 8 =exp [ £ ((iu)"/n!) (-1) A__,(-1)]

n n-1

Osn 2sn

ol 1 est le nombre complexe de module 1 et d'argument n/é . Mais le

nombre de droite de cette derniére équation est la valeur pour t = -1 de

1'expression exp [ £ ((iu"/n!) t An_1(t)] , qui d'aprés le théoréme 4.1

2<n

est égale & I ((iu)%/n!) Bn(t) . En identifiant terme & terme, il en

Osn

résulte que l'on a Bn(—1) =0 si n est impair et que pour n=2p , on a

(-1)P B2p(—1) = Card sz = Card z2p d'aprés la proposition 1.14 .

Q.E.D.
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4, Les développements de tg u et de 1/cos u .

De 1'identité (5) du théoréme 4.2 , on tire :
S ((u)P/m) A(-1) =2/ (1+e3Y
n
O<n
qu'on peut réécrire :
E E)™ /a) A () = (1 -/ (@(1+ M) =tgu
n
o0<n
soit, en utilisant le théoréme 5.6 ,

tgu= % (P! / (2p-1)!) card Thoq . (4)
0<p P

De méme, d'aprés 1l'identité (6) du théoréme 4.2 , on a
£ ((iu)*/a!) Bn(—‘l) =2/ (™ +e™=1/cosu .
Osn

D'aprés le théoréme 5.9 , on déduit donc :

1/cosu=1+ L (uzp/ (2p)!) card ¥
0<p %

. (5)

Les identités (4) et (5) sont dues A Désiré André [1] . Nous avons
pu les établir ici sans recourir aux méthodes traditionnelles du calcul dif-
férentiel et intégral, en n'utilisant que 1l'identité de Cauchy et des cons-

tructions sur la catégorie des ensembles totalement ordonnés finis.
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Nous laissons au lecteur 1l'amusement de vérifier par les mémes

techniques la formule élémentaire
1/ cos u=exp [ tguau)

en utilisant une définition appropriée de 1l'intégrale.

5. Table des nombres d'Euler.

On a souvent appelé nombres d'Euler les coefficients du développe-

ment de tgu et de 1 / cos u . Les valeurs numériques de ces premiers
coefficients ont déja été obtenues par Euler lui-méme (voir [16] pp. 299-301).
Nous reproduisons ci-dessous ces premiéres valeurs. Rappelons que pour n >0 ,
n >0, on note Zh le sous-ensemble de 6n formé par les permutations

alternées, qu'on a ensuite les identités
(-1P A, ((-1) = carax,
(-1)P B,,(-1) = Card T, (p>0) .
Le tableau des quantités

tn = Card In pour n =1, 2, ..., 14

est alors le suivant :



VW © 3 6 V1 AN W N = =}

I . T Y
H W N =2 O

VN =

16

61

272

1385
7936
50521
353792
2702765
22368256
199360981
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