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LE THEOREME DE LAGRANGE
SELON G.N. RANEY

M.P. Schiitzenberger

X .

Soit F(z) = ¥ a.z (a, € R, a, = 0) une série formelle.
Ox ¥ ¥ ¥
lLa formule de Lagrange affirme que la série formelle
k k-1
t . ¥
T [9—;:1[ (r(t)) —J
1=k T ot t=0

est la solution (2 coefficients dans R , s'annulant pour t = 0 ) de 1'é-
quation z = tF(z) .

Ce résultat s'établit cliassiquement par les méthodes de la théo-
rie des fonctions analytiques. Une preuve élémentaire n'utilisant que des
manipulatione de séries formelles non commutatives a coefficients dans I
est dfie & Raney (1960) (Functional composition patterns and power series
reversion. Trans. American Math. Soc. $4 pp. 441-451). On en donne ici une

rédacticn allégée.

Soit désormais X = {xk : ¥ € N} une famille de variables non
*
commutatives et soit o 1le morphisme dans 2 du monoide libre X envoyant
*
chaque X, sur ¥-1 . La partie L de X définie ci-dessous généralise

le langage de Lukasiewicz auquel elle se réduit en faisant

*
L - LN {xo,xz} .
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*
Définition : L est la famille des mots f € XX  tels que
i. fo = -1

* *
ii. f* € XX , £ € FfF'XX = flo=20.

Propriété 1 : Pour chaque p € &
(1) tout mot de X* a au plus un facteur gauche dans 1P
(2) tout mot £ € X* tel que fo < -p a un facteur gauche dans P,
(3) 1P est 1a famille des mots £ tels que
(i') fo = -p ;
(ii') £ € ol , £ € XXt - £l >-p .
Preuve : L'énoncé est trivial pour p = O puisque pour toute partie A
de X* , A° est 1'élément neutre 1 de X* . Soit désormais p positif.
L'assertion (1) résulte par induction sur p du cas oh p= 1, qui est lui
méme une conséquence immédiate de la définition puisque celle-ci entralne
LXX* ML =g¢ , d'aprés ii. Soit f € X* tel que fo = -p et soit g 1le
plus court facteur gauche de f tel que go < 0 . Comme %0 =2 0 pour tout
k21,ona g-= g'xo o g'c = go + 1 puisque X0 = -1 . Donc, d'aprés
1'hypothése de minimalité de g on a d'abord g'c = O , donc, de fait
g'c =go + 1 =0, ensuite g"o =2 O pour tout facteur gauche g" de g' .
Par conséquent g € L
Définissant f1 € X* par f = gf1 , On a f1o = fo -go = -p+1 ,
ce qui établit 1l'assertion (2) par inductdéon sur p .
Vérifions maintenant (3) . Soit f£ = 9995 <+ 9 ol

g1,g2,...,gp € L . Tout facteur gauche propre f' de f a la forme

*
£' = 999, ++- 9 ,g' ou p' =< p-1 gp,+1 = g'g" , g" € XX . Donc d'aprés

P
la définition de L , g'c 20 et f'¢ = -p' + g'o > fo = -p , Ce qui mon-
tre que tout £ € LP satisfait (i') et (ii').
*
Réciproquement, si £ € X satisfait ces relations, l'assertion

(2) implique £ = £'f" on f£' € LP et 1a condition (ii') entrafne

£ =" €L? puisque f'o = -p= fo .



201

a

Identifions maintenant L & 1'élément correspondant

* *
L=x{f : £€X]} de l'algébre large de X .

Propriété 2 : L est défini par 1l'équation
L = v X}Lk .
ok ~
N *
Preuve : D'aprés la proposition 1 (1), chaque mot de X admet au plus

une factorisation de la forme x}g (g € Lk) . I1 suffit donc de montrer

1'égalité des ensembles L et U x}Lk .
0<k ‘}
Soit f = xyg o g€L .S ¥Xx=0 ona g=1 et la con-

clusion X, € L résulte de la définition de L ., Si k =1 on a

fo = X0 + go = k-1-k = -1 . D'autre part, si f' € XX* est facteur gauche

propre de f , cn a f' = xkg' ol X, 0 2 0O et ou g'o = -k+1 puisque g’

est facteur gauche propre de g . Donc flo = %,0 + g'o = k-1+g'c = 0 prou-
vant f € L donc U x Lk < l.

0=k k

*
Réciproquement, soit £ = x g €1 (xk €EX,g€X).0na
par hypothése fo = k~1+go = -1 , f'o = ¥-14g'0c 2 O pour tout facteur gau-
che propre f' = xkg' de f . La premiére relation entraine go = -k et

la seconde g'c =z -k+1 . On a donc g € Lk d'aprés la proposition 1 (3) ce

qui établit L c U x}Lk .
o<k ~
Remarque : On vient de prouver l'existence de la solution. Son unicité

*
(parmi les éléments de 1'algébre large de X  sur %) est une conséquence

facile du résultat (facile) d'existence et unicité des langages algébriques.

* -
Propriété 3 : Pour tout ¥ positif, chaque mot £ € X 0 (—k)o1 ad-
met exactement k factorisaticns distinctes f = F'jf"j (f"j # 1) telles

que £".£1S € ¥ (= v LP) .

O<p
Preuve : Considérons d'abord un mot f = 9495 oo 9y € Lk
. . _—
(91,g2,...,gk € L) . Les k factorisations f §= 99 00 954
f"j =95 e Gy (3=1,2,000,k ; £ro=1, £, = f) satisfont trivialement

f"jf'j € Lk . Toute autre factoricsation de f a la forme
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— npn Tt _ -
coe gk = g"h avec g'g" = gj y

£l =9y oen g5_49' = h'g’ £y = 9"95,4
g" # Thgy -

D*aprés la définition de L on a g'c =2 0 , et par conséquent
g"o = -1 - g'c € -1 . I1 en résulte que le facteur gauche g"h"h' propre
de f"jf'j satisfait

g"h"h'c = g"o - (k-1) < f"jf'jc = -k .
Donc d'aprés (3) ci-dessus f"jf'j ¢ L* ce qui établit 1'énoncé dans le
cas considéré.

Considérons maintenant un f € X* n (—k)51 quelconque. Il suffit
de montrer f = f'f" ou f"f' € Lk . Définissons f' ©par la condition que
f'0 < ho pour tout facteur gauche h de f et que f' soit le plus court
facteur gauche pour lequel ce mirimum soit atteint.

La premiére partie de la condition implique go = O pour tout
facteur gauche g . Il suffit maintenant de montrer que tout mot
f € (—k)51 a une factorisation f£'f" telle que f"f' € Lk .

Déterminons f' rpar la double condition que f'c < hg pour
tout facteur gauche h de £ et que f' soit le plus court facteur ayant
cette propriété.

La premiére partie de la condition entraine que f'o < fo = -k
et que go = 0 pour tout facteur gauche g de f£" (£'f" = £) . La deu-
xiéme partie implique g'o > f'o pour tout facteur gauche propre g' de
f£' . Distinguant deux cas selon la longueur relative de h' et de £"
pour tout facteur gauche propre h' de £"f£' , on en conclut que h'g >

f"f'0 = -k , donc, d'aprés (3) que Ff"£' € Lk .

Corollaire 4 : Pour tout m,k =21 , on a

card (X" n Lk) = n 'k Card " n (-k)a1) .

Preuve : La classe de conjugaison d'un mot f = Vq¥p eee Yo e X"

(y1,y2,...,yh € X) est l'ensemble des mots distincts de la forme

_ a: x
yjyj+1 cee VY oeee yj_1 s 81 f= 9495 oo+ 9y € L7 , sa classe de L-con-

. . ' c s
jugaison est l'ensemble des mots distincts gigi+1 e gkg1 o gi_1
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(91,g2,.-.,g}_ € L) .

I1 est clair que la classe de conjugaison de f contient m'
mots distincts ssi d'une part m'—1m = q €N et d'autre part sa classe de
L-conjugaison contient k' = q—1k mots distincts.

La formule résulte alors de la proposition 3 qui établit une

bijection entre les classes de conjugaison et de L-conjugaison.

Soit maintenant t une nouvelle lettre et scit G 1'algébre

large du monoide commutatif libre engendré par {t} U X . Nous posons

F(t) = F= % x,t €c
Ok ~
fe [o} s . n
et nous désignons par 3T la dérivatior de € envoyant chaque t sur
- *
nt” ! (n € N) . Le morphisme naturel de X dans G sera noté o .
Formule 5 : Pour chaque m,¥> 1
S Lk N A m
(" 01 = (m1) [-.;:T (x5 (F (1)) )] .
ot t=C
*
Preuve : Soit 1 : X - @ 1le morphisme envcyant claque X, sur
xktk , et par conséquent chaque f € & sur fo . tn+fc .

Comme F(t) = Xt on a donc identiquement

FOM = 5 t9. (™0 (gm)s)a .

O0<q
Par conséquent, le membre de droite de la formule qui, par définition est
égal a (m!)"1 x k x (le coefficient de ™1 dans tk—1(F(t))m) x (m=1)! ,

clest-a-dire & m 'k x (le coefficient de ¥ dans (F(£))™) , se trouve
&tre précisément m_1k(f“ n (m—kﬂn)a1)a = mn‘l]c(){rl n (—k)51)a , Ce qui éta-

blit la formule d'aprés le corollaire 4.

Nous en venons maintenant a la preuve de la formule de Lagrange

que nous établissons sous la forme plus générale de Blirmann (cf. Pdlya et

Szegs II. p. 125). Dans cette derniére H(t) = T h](tk (h} € R) est une
0k — )
série formelle quelconque et 1l'on cherche H(u) od u est la solution de
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u = tF(u) .

Formule de Lagrange Blimann.

m m-1
H(u) = h + T = [g;E:T (Q%é}) ) (F(t))m)] t=0 °

14m m!
Preuve : Posons
L()= % . & n1Ye (q ew)
1 1m

de telle sorte que

Lq(t) = 1% = (18)¢

*
od 6 : X - @ désigne le morphisme envoyant chaque X, sur txk .
Appliquant © aux deux membres de 1'équation
L= % x Lk

0<k k
de la proposition 2 , on voit que u = L1(t) = L8 satisfait 1'équation
u = tF(u) .
k
)

(F(u) = ¢ x,u
0k
D'autre part, d'aprés

H(t -1
-b—b‘%—l = 2 qh tq »
1sq 9
le membre de droite de la formule peut s'écrire
m m-1
t o) q-1 m
hy+ 3 b % g [y ¥ (R0
© 15 T ™ Ly" t=0
c'est-a~dire, d'aprés la formule 5 ,
k + £ h % t’“()d“nLq)a

° 15q Y=
et enfin

hy+ © hLl =h +
12¢ 91

c'est-a-dire H(L®) .

s h . (Lg)¢
15¢ ¢

Formule de L.-B.- Tutte (1963). (Canadian J. of Math. 15 pp. 249-271)

Soit s wune nouvelle variable commutative. Définissons les sé-

ries formelles Ft(s) et Ht(s) par
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Ft(s) = F(t+s)
Ht(s) = H(t+s) .
D'aprés la formule de Lagrange Blirmann on a :
m-1  dH_(s)

£y t n
Ht(u) =h + 1Em nT [;;ﬁ:q (“3;“ (Ft(s)) ] 0

ol u = tFt(u) puisque le nom des variables employé dans les dérivations

importe peu.

bm—1 bm-1
Comme 82;:7 G(t) est égal a [

—— G(t+s)] pour toute
bS S=0

série formelle G , la formule ci-dessus peut encore s'écrire :
m ,m-1
t 0 o) m
H(t+u) = h_ + 5 —— -7 ((z H(t))(F(£))™)
©  qgn M ! U0t
od u = tF(t+u) .

Posant maintenant t+u = v , nous obtenons enfin la formule de

Tutte

€“ bm—

m! m

H(v) = H(t) + T
Tam ot

T 0 m
— (& 1() (F(e))™)

ot v est définie par v = t + tF(v) .



