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Séminaire DUBRHIL 8=C1

(Algdbre) , .
25¢ annde, 1971/72, n° 8, 4 p. 28 février 1972

SUR UNE CONSTRUCTION DE Gilbert de B. ROBINSON [1]

par Marcel P. SCHUTZENBERGER

1. Introduction.

La théorie de la représentation linéaire des groupes classiques utilise toute une
série de constructions portant sur les tableaux standards de Young. La plus notable
est peut-&tre celle de Gilbert de B. ROBINSON qui livre une bijection entre les per-
mutations et les paires de tableaux standards de m8me forme, puisqu'elle donne une
manidre commode d'exprimer les "rising and lowering operators" de Young. Je me pro-
pose ici d'indiquer les grandes lignes de la preuve d'un résultat assez simple dont
on peut déduire la plupart des autres propriétés sans devoir recourir de nouveau a

des raisonnements combinatoires.

Dans ce qui suit, la forme d'un tableau (gauche) de Young est un intervalle fini
A du plan entier Z’x Z' ordonné de fac¢on naturelle ((x ’ y) < (x' ’ y') si et
seulement si x < x' et y K« yv') , et un tableau est un morphisme bijectif o
(d'ensemble ordonné) d'un tel intervalle sur un intervalle de Z , ou plus exacte-
ment une classe d'équivalence de semblables morphismes par rapport aux translations
de leur domaine. Un tableau est dit rectangulaire, si et seulement si sa forme est

le produit direct [p] x [q] de deux chaines [p] (= {1 <2< ...<7p}) et [q].

I1 est principal si et seulement si l'intervalle de Z x Z , qui est sa forme, a un

élément minimum unique.

Par exemple,

11 13 14
9 10 12
4 5 7
est un tableau rectangulaire,
8 11
9 10
3 5 7
est un tableau principal,
i1
9 10
5 7

est un tableau.

Dans tous les cas, la condition que ¢ soit un morphisme bijectif exprime sim—

plement que les valeurs inscrites dans le tableau croissent (strictement) le long
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des lignes et des colonnes.

2. Rappel de quelques propriétés des tableaux.

Si I={z, 2+ 1, oo 2 +1r =1} est un intervalle de Z , nous noterons
I+1, 1'intervalle {z+ 1, «.. , 2 + v} obtenu en translatant l'image I
d'une unité,

L'énoncé connu suivant sert a définir une bijection ¢ F=> ¢d (appelée promotion)

sur l'ensemble des tableaux ayant pour forme un intervalle donné A de Z x Z .

2¢1e Soit @ ¢ A ~> I un tableau. I1 existe un, et un seul tableau,

o' =3 A->I+1

tel que 1l'on ait zw'_l,s z¢-1 pour chaque z € I n (I + 1) .

De fagon algorithmique, @3 est obtenu & partir de ¢ en retirant la plus pe-
tite valeur, min (I) , du tableau @ ; en "déplagant" chacune des autres valeurs
en bas ou & gauche comme dans le jeu du taquin, et en ajoutant enfin la valeur
1 + max (I) & la dernidre place restée libre. Ceci est illustré par l'exemple ci-

dessous ou sont utilisédes plusieurs applications de 1l'opérateur de promotion 3 .
1Y Pp b

8 11 13 14 8 11 13 15
®=6 9 10 12-3@3=6 9 10 14
3 4 5 7 4 5 7 12
8 11 15 16 11 15 16 17
> =6 9 13 14-5qd7= 8 9 13 14 =) ete.
5 7 10 12 6 7 10 12

On voit facilement que 1l'opération inverse 3-1 est simplement la conjuguée de
d par rapport & 1l'involution ¢ ~> @ consistant & remplacer & la fois 1l'ordre sur

2 xZ et 1l'ordre sur Z par leurs ordres opposés

- 7 =5 = 4 - 3
65 ==-12 =10 - 9 - 6 , par exemple pour ¢ comme ci-dessus).
-14 -13 -11 - 8

L'opération de promotion 3 permet de définir une involution remarquable

® -—> @ # appelée contraire. Pour sbréger, nous nous bornons & &crire 1'algorithme
qui en fournit la construction et pour cela, nous considérons un tableau o A>T
et la suite {eaP 3 P >0} des tableaux qui s'en déduisent par itération de 3 .
Soit n = Card (I) . Pour chaque p =0, ¢.. , n =1, il existe exactement une
case du tableau, disonms ap » telle que ap ¢ap el et a.p map+1 ¢ I . Nous défi-
nissons ¢ # par la condition que - (a,p ¢%O soit égal & la p-idme plus petite
valeur de 1l'intervalle initial I . Par conséquent, @# a pour domaine A et pour

image - I .
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Par exemple, si ¢ est le tableau principal

6
3 5
1 2 4 7,
6
la suite (¢ap y 0g<pg 7) est constituée par @ ; @3 =3 5 H
2 4 7 8
5 6 3 6 4 11 5 11
@2 =5 9 3 w =5 9 5 93 = 6 9 s @ = 9 12 5
3 4 7 8 4 7 8 10 5 7 8 10 6 7 8 10
11 11
g’ = 9 12 ; @d = 9 12 .
7 8 10 13 8 10 13 14

et 1'on en déduit que le contraire o# est le tableau

-4
-5 =2
"'7"'6"3“10

On démontre que off = ¢ et que pour chaque entier r (positif ou négatif), on
a identiquement @ar # = o 37 . Ces relations n'utilisent pas 1l'hypothése que ¢
est un tableau, et elles resteraient vraies si @ était un morphisme bijectif d'un

ensemble partiellement ordonné fini quelconque sur un intervalle de Z .

Le phénoméne remarquable est que, quand ¢ est un tableau rectangulaire, le con-

traire o# de ¢ est précisément égal & 1'opposé @ de @ défini plus haut.

Ceci ne serait plus vrai pour les morphismes bijectifs dans Z d'un produit di-
rect de trois chaines ou plus, et la preuve de ce résultat nécessite que nous intro-

duisions quelques notions propres au plan 72 x Z .

3¢ Ordre croisé.
L W e e a ad

Nous définissons dans % x Z wun nouvel ordre, dit croisé, distinct de 1l'ordre

naturel <, en posant a ™ a' gi, et seulement si, les deux points
a=(x,y), a'=(x,y)
satisfont 1'une des deux relations
(a=a') ou (x<x' et y >y') .

De fagon duale, (par rapport a 1'échange des deux coordonnées), nous poserons

ana' si, et seulement si,
(a=a') ou (x <x' et y>y) .,

I1 résulte de ces définitions que toute paire de points de Z x Z est comparable

pour au moins une des relations Ly M ou N, et que 1'on a
(a ~a' et a'~x a) si, et seulement si, a=at,

Considérons en particulier un tableau ®: A-3T1 et deux éléments consécutifs
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i et i' =1+ 1 de son image I ., En raison du fait que les valeurs agp (a€ )
sont croissantes selon les lignes et selon les colonnes, on s'apergoit que les
points a = iw-l et a' =1i! ¢-1 sont nécessairement dans 1l'une des relations

a~a' ou a' x a . Sinon ils seraient dans la relation a < a' , et 1l'on aurait
a=(x,y), a' =&",y") avec (x<x' et y<y'),

ce qui entrainerait que les points b=(x + 1,y et b =(x, y+ 1) satisfas~-

sent
i=ap<by, P'eo<a'e=1+1,

ce qui est impossible puisque i et i + 1 sont consécutifs dans l'image I = Ag
de @ o L'essentiel de la démonstration de l'identité o ='5' repose sur la remar-
que (facile & vérifier) que si i appartient encore & l'image de @3 (c'est-a-
dire si i # min (I) ) les deux points b = i(q::a)-'1 et b' = i'(93)”! sont dans
la m&me relation ~ ou =~ que les points a = i¢rl et a' =1t 6-1 o Autrement

dit, les relations d'ordre croisé entre valeurs consécutives de 1'image sont inva-

riantes par promotion.

Un raisonnement un peu plus long permet d'établir que, dans les mémes conditions,
chaque relation i¢-1 ~ it @’1 équivaut & =~ i(cp#)—1 N - i'(cp#)"1 quand ¢ est

un tableau rectangulaire.

4. Un résultat combinatoire.
W\N\MNWW

Nous considérons maintenant trois valeurs consécutives i , i' =i + 1 et

i"=1i+ 2 de 1'image d'un tableau ¢ , et la transposition ei = (i' , i") : zZ—z,
Cette transposition sera dite admissible pour ¢ si, et seulement si, les points
a = i¢—1 , a' =i ¢—1 , a"=i" ¢l satisfont

(a* ~a et a a") ou (a"xa et a ™ a!) ,

(ce qui implique en particulier que a' et a" ne soient pas comparables pour
1'ordre naturel < ). Il est clair que si 6; est admissible pour le tableau

¢ A->»I, la bijection mei ¢t A->1 est encore un tableau et, dans ce cas,
on peut vérifier sans difficulté que @d6; = 90, 3 quand i # min (I) . La situa-
tion est un peu plus compliquée quand i = min (I) , et le résultat combinatoire

que nous avions en vue peut s'énoncer de la fagon suivante :

Propriété, - Soient ®: A-»I un tableau rectangulaire, i = min (1) et o
admissible pour ¢ . On a mei 53 = @53 et 90, # = ¢#§£ s OU E; désigne 1la

transposition de Z échangeant - i' et - i" .

i
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