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UNE APPLICATION DE LA THEORIE ERGODIQUE
AU PROBLEME DU CODAGE

F. BLANCHARD D. PERRIN M.P. SCHUTZENBERGER

Université Paris VI Université de Rouen Université Paris VII

1. INTRODUCTION

On étudie ici les problémes soulevés par le codage sur des mots
(doublement) infinis et on emploie pour cela des notions et des résultats

empruntés a la théorie ergodique.

On se donne un codage (i.e. un morphisme injectif)
o«:B—5 XcA®
que 1l'on étend de fagon naturelle aux suites infinies de BZ. T1 n'est alors
en général plus injectif puisque si, par exemple, B = {u,v} A= {a,b} et :
d: ur>»> ab, v +> ba,

le mot (ab)z admet deux décodages : uz ou vz.

Ce phénoméne correspond 3 un probléme bien connu en théorie des
automates : c'est 1'étude des sous-groupes du monoide syntaxique d'un langage

et, en particulier, le probléme de la synchronisation des codes .

Nous 1'abordons ici sous 1l'aspect des probabilités : on se donne
une mesure P sur BZ qui induit par « une mesure
Q= p*
sur Az ayant les mémes propriétés d'invariance ou d'ergodicité (cf. § Z ).
I1 peut sembler intuitif que, méme si un ensemble de mots de Az admet plu-
sieurs décodages en sous ensembles de BZ, 1'un de ceux-ci soit plus probable
que les autres. Le résultat principal de cet article &tablit que ceci est, en

un sens, exact dans le cas ol 1'équation en P:

P Q
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maximum . -
admet le nombra& de solutions . On peut faire apparaltre ce

résultat comme une sorte de relation d'incertitude reliant 1'inambiguité (sto-
chastique) du décodage & la possibilité d'identifier la source (i.e. de déter-
miner P a partir de Q).

2

Nous remercions F. lLedrappier de nous avoir aidé i simplifier

la démonstration de la prop.10.

2. NOTATIONS

* " . + .
On note A" le monoide libre sur A et A = AN1 le semi-

groupe libre sur A . On considére un morphisme
o : B —p A.

. L. . ] .
On dira que c'est un codage s'il est injectif de B dans A", La partie
X = Ba de A¥ est alors, par définition, un code. On suppose ici que B, A
et donc X sont des ensembles finis.

1

On notera R = X(A+)- ={p € A*\ pA+ﬂ X # @} 1'ensemble des

préfixes de X et
S-=ahH ' x ={q € A*I A" qnx# @} 1'ensemble de ses suffixes.

Etant donné un morphisme a: B —y A*, une interprétation
d'un mot we A est un triplet y = (q, b, p) de S«x B¥ x R tel que

w = q.ba.p.

Maintenant si on dispose d'une application,
P: B*_, R
on définit une nouvelle application :
P A R
que l'on dira induite par o , de la fagon suivante :
P'w) =Z P (b, bby)

oli la somme porte sur les triplets (b,, b, bZ) tels que w admet une inter-

],
prétation (q, b, p) et b =1 (resp. b2 =1) si q=1 (resp.p=1),

1
bl € B, b]occ l\*q sinon (resp. b,e B, b xepA*).

2 2

Supposons maintenant que 1'on utilise P pour définir sur

2 . . o Z
1'espace B" une mesure. Elle induit une mesure P sur A" et 1l'on a
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Proposition 1 : S¢ P définit une mesure invariante oy ergodique,
i1l en est de méme de .P“, pour tout morphisme o« de B dans A*.

Pour établir ce résultat, il suffit de montrer que la construc

, o . . .
tion de P coincide avec la construction habituelle d'une tour au dessus de
2

B® .
I1 est commode de définir pour cela une partie {2 de Bz x N :
Q={, dDe®xn|ocict ® -1}
ou b= (bj)jc 2 et f(b) = | hodl est la longueur du mot b° € € A*l

On étend 1'application & en une application
f:0_, a2
définie ainsi : pour b € B2 et i ¢N on pose
bocc. b

o, bzq ce. = a

1 -i 241 2-i42
e b_za b_ld = ,.. a . a .

Un automorphisme G est défini sur [) par extension du shift

sur B

..

O(b, i) = (b, i+1) si i< £(b) - 1

= (@b, 0) si 1=f(b) - 1.

Cela donne un diagramme commutatif utilisant le shift T de

o ¥, A

al l'r

N _£, a

Cette construction n'est autre que celle de la tour de hauteur
o L d .
f au dessus de 1'espace BZ ; la mesure P géfinie précédemment coincide

2

avec la mesure induite par ¥ sur A® 3 partir de la restriction a N de

la mesure produit sur B? « N . Il est classique (et facile & vérifier) que
cette mesure posséde relativement au shift o les propriétés indiquées dans
la proposition 1. L'hypothése que & est injective sur B, c'est-a-dire que

« est un codage, n'est pas nécessaire pour obtenir ce résultat.

Si P est une mesure de probabilité, alors



1 p”
O

est une mesure de probabilité sur Az, ot Ey () = lfB Ibal B (b)

est la longueur moyenne de X.

3. INTERPRETATIONS

. e s z PO . P
Pour une suite infinie 8¢ A” nous définissons une interpré-

tation de a (relative d un morphisme & ) comme un ensemble I c Z tel que

pour deux éléments consécutifs n,m € I, on a :

a_a ce. @ € X = Ba .,

n n+l m-1
On remarquera que cette définition est cohérente avec celle des interpreta-

. *
tions d'un mot w € A .

L'ensemble des suites qui ont au moins une interprétation est
1'image par ¥ de {1 ; 1a proposition suivante montre que 1'appartenance d'une

suite 3 cet ensemble ne dépend que de ses facteurs finis :

Proposition 2 : Une sutte a e r? oot dans QF  sci tous ces

facteurs w e A* sont dans 1'ensemble
wK® = @7 x* ! ={we AN A" wA  n x¥# 0},
Démonstration : La condition est certainement nécessaire ; elle est
suffisante puisqu'a toute suite a € A ayant tous ses facteurs dans l'en-
semble W(X*) on peut faire correspondre une suite (b(n))n N d'éléments
Z

de B” telle que : a a soit facteur de b(gg. Comme B

a ... a
-n  -n+l n-1
est fini, on peut extraire de cette suite une sous-suite convergente ; sa

.. P ~1
limite est un élément de a¥ o

Ce résultat montre que 1l'ensemble N¥ (qui contient le support
o . . . .
de P ) est un "sofic system" au sens de B Weiss. En effet, il est bien connu
que si X est fini, il existe un morphisme
*
F:a — M

sur un monoide fini M tel que F_]J X =X . On peut, par exemple, prendre
pour M le monoide des relations sur l'ensemble (fini) K des préfixes de
X et définir 1'image par 8§ d'une lettre a € A comme la relation consti-
tuée des couples (p, pa) pour tout p € R tel que pae R et des (p, 1)
pour tout p¢ R tel que pa € X. Une telle construction est possible plus

généralement quand X est reconnaissable (cf. [ 5] par exemple).
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Nous donnons maintenant deux énoncés portant sur 1l'ensemble des
. _ . . 2 -
interprétations d'une suite a € A”. Nous supposons pour cela dorénavant que

& est un codage.

. . . *
Le nombre d'interprétations (q, b, p) d'un mot w € A est horné

puisque le couple (q, p) € S« R détermine b ¢ B* :
q.bx.p =q.b'a.p = ba =b'x = b=0Db".

La proposition suivante montre que le nombre d'interprétations

d'une suite infinie a € Az est fini :

Proposition 3 : Le nombre d'interprétations de a ¢ A% st 1a 1imite

inférieure du nombre d'interprétations de ses facteurs de la forme

w_ =4 a vee @ a_ .
n -n -n+l n-1 "n

Démonstration : Si d(a) (resp. d(w)) est le nombre d'interprétations

de ac¢ Az (resp. de w¢ A%), on a certainement

d(a) s d(w)

pour tout entier n > ns ou n est le plus grand élément des I NJ pour

tout couple I,J d'interprétations distinctes de a . Et si k est un point

d'accumulation de la suite d(wn) , on montre, comme dans la preuve de

nelN

la proposition 2, que la suite a 4 k interprétations distinctes O

. B . disjoinles . \eperiodigue B
Le nombre d'interprétations\ d'une suitelest borné par le

cardinal de B (i.e. le nombre d'éléments de X) ; on pourra & ce sujet con-—

sulter les importants résultats de J.P. Duval [4].

La propriété suivante montre en particulier que (pour une mesure
invariante) deux interprétations distinctes d'une méme suite sont presque si-

rement disjointes. On verra au paragraphe suivant une preuve directe de ce

fait.
On dira qu'une suite a e A% est formellement récurrente si tout
facteur
w = ai ai+| cee ai+j , 1¢ 2, e N,

peut etre trouvé une infinité de fois pour i 3 O et pour i O.
Proposition 4 : Deux interprétations distinctes d'une suite formelle-
ment récurrente sont disjointes.

Démontration : Nous établissons tout d'abord 1'énoncé suivant :
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Lerme 1 : Soit & un morphisme de A% sur un monoide fint M ; st
a est formellement récurrente, il existe une partie 1 de 2 et un idempo-

tent u de M tels que pour deux éléments consécutifs 1i,j de 1, on ait :

(ai ai+l"' aj) ¥ =u.

Démonstration : Soit K 1le plus petit idéal de M qui contient

1'image par ¥ d'au moins un facteur de a, et n un entier tel que :

g=a__ ... a_, a g Jek.

n 2 °-1
Maintenant il existe au moins un intervalle positif qui est le support du méme

mot et donc un entier m tel que

g' =a a ...a ., g'deK.

Soit alors (Ht) une suite d'intervalles disjoints qui sont le support

te z
du mot h =gg' ; si on note U, 1'intervalle de 2 qui sépare H de Ho

et u, le mot dont il est le support, on a alors :

= o! ' ] '
a a a, ... =g" u gg'u,gg' uyes’...
de sorte que Z ecst partitionné en une suite d'intervalles disjoints de la

forme (H: V] Ut U H' ) ou H, = Hé V] Hz, et HE (resp. HE) est le support

t+1 t
de g (resp. g'). D'autre part, d'aprés le lemme de Green (cf. [ 3] ), les
mots v = g'ut g ont une image par ¥ équivalente par la relation A oa

celle de g'g :
vti‘ %(g'g)r .

Notons Vv = (vt)te 2 et considérons la fonction » définie
sur les facteurs de v par :

V(vi Vit Vi+j) = Card {(vi+k"‘ vi+j)ffo sk ¢ J}.

On choisit un facteur

h=v. v., . ... V. .
1 1+1 1+]

de v tel que ¥(h) soit maximal. Comme a est formellement récurrent, on
peut écrire :

a= ... hr hr hr, hr, h ..... ou r. est
- o 1 2

1 i
facteur de v . Maintenant, pour tout entier k, O ¢k ¢ j et tout t e Z,

. . 3 1 . =
il existe un entier k tel que : (vi+k"' vi+j r, h) ¥ (vi+k"" vi+j)x .

i i . eee V. . T, V.eu. V. ait une image
Cela implique que Vi ivj Te Vi itk =1 g

par & @égale i 1'idempotent contenu dans 1a}7—classe de g'g et établit le

lemme o
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212 . . x
Considérons maintenant le morphisme ¥ de A" dans le monoide

1

des relations sur 1l'ensemble R = X(A+)_ des préfixes de X défini ci-dessus.

On a 1'équivalence suivante, pour tout mot w € A :
(p, P') € wl o PV € X*p'

Nous démontrons 1'énoncé suivant qui est établi en [2] dans

un cadre plus général :

Lemme 2 : Si w & est idempotent, et si (p, p') € wd', <l existe un
unique u € P tel que
(s W), (u, p") e wly
on a de plus (u, u) € wi'.

Démonstration : Puisque wl= wzf, il existe au moins un u € R tel

(P, W, (u, p") e wl;

et s'il en existait un autre, soit u', on obtiendrait deux interprétations du
2 . - -
mot pw_  qui sont (1, (xy)e& l, p") et (1, (x'y")u l, p') avec :

/ 1 ' 1 [

pw =xu, uw=yp', pw=x"u', u'w=y'p'.

L}
[

Du fait que ces interprétations sont égales, on obtient u

Enfin, comme w2r= w36 , i1 existe un u'e P tel que
@, w, (@, u), @,p)evd.

Mais on obtient alors aussi (p, u') € wd, et 1'unicité de u implique

Nous terminons maintenant la preuve de la proposition 4 : soit
a une suite formellement récurrente et J, K deux interprétations de a
qui possédent en commun le point i € JN K. On peut alors trouver une partie
I de Z contenant le point i satisfaisant les hypothéses du lemme 1 ;
d'aprés le lemme 2, l'ensemble I est contenu tout entier dans J NK, ce

qui montre que J = K et démontre le résultat.
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4. CONSTRUCTIONS D'ESPACES MESURABLES

Nous avons vu qu'une mesure de probabilité P ergodique sur Bz
se transporte en une mesure ergodique P*  sur Az . Avant d'attaquer le

probléme inverse, introduisons un certain nombre d'espaces isomorphes & .

A) Soit Y 1'ensemble des parties de Z de bornes - et +» , Il
est muni de la tribu & rendant mesurable le nombre de points de la partie I
dans tout intervalle de 2 ; si I0 est le premier point de I d'abscisse
négative, les autres étant numéroté@s 3 partir de celui-ci dans l'ordre crois-
sant, § est aussi la plus petite tribu rendant mesurables les applications

—_—
I Ik » kEeZ .

L est muni de la tramslation

I ——> 1I-1 , qui est une bijection bimesu-

rabhle.

Définitions : On dira que I EZL et y erAZ' sont compatibles si I
est une interprétationde y . Si t €I , t est une scansionde y ou

de (y,I) .

L'ensemble Q' des couples compatibles est une partie mesurable de

(AZ xI, Gb'ﬁ).

Munissons donc ' de la restriction ¥ de A€t . 9 est

muni en outre de 1'application bijective bimesurable v :
v(y,I) = (1y,I-1) .

Ainsi défini, (Q', fF',v) est isomorphe a (R, 3:,53 3 une condi-

tion prés

est une injection, 1l existe une bijection

Proposition 5 : S7 ala
‘mesuruble by ok R telle que

Vv o ¢1 = wl oad .



Démonstration : Posons

Y1) = (@Gx,i) , {£0-1, kezh) .

¢1 est mesurable. L'application qui & (y,I) fait corespondre a) le point
/A ~ -1 ~ .
de B de coordonnées x, = o (y ces ¥ ) , ot x, est bien
k I 1 -1
k k+1
défini grace d notre hypothése, et b) 1l'entier - I, est inverse de ¥,

et mesurable. La derniére relation se vérifie 4 la main ®

Nous savons qu'il peut y avoir plusieurs relévements d'un point
y de Az'dans Q' : appelons 9; 1'ensemble de ces relévements (qui est fini

et méme borné dés que o est un codage) .

Proposition 6 : Soit a un codage de B* dans A* . 1) L'applica-
tion d' : A% >N
d'(y) = card (Q'y)
est mesurable.

2) L'ensemble des points de A% ayant au moins deux interprétations
(y,1) et (y,I') telles que I\ 1' # @ est mesurable.

Démonstration :

1) résulte immédiatement de la proposition 3 .

2) entrainé par un argument analogue ®

-~

B) Nous nous intéressons maintenant 3 l'ensemble E(d',a) = Ejr des
mots infinis de AZ ayant exactement d'interprétations deux 3 deux disjoin-

tes. D'aprés la proposition, les mots formellement récurrents sont dans E

q's
Nous venons de démontrer que Ed' est mesurable dans (AZ, Q) . Posons
-1
Q v = ¢’ (Edv) , et
da' = {o,1, ... d'-1} pour d'€ N .

Proposition 7 : Soit a un codage, d'un entier strictement positif
tel que E q" $#@ . Il existe alors une bijection bimesurable

v, — Q= Eg X a

et une bijection bimesurable T de E a = da = 93,
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-1

n -
T = wo O, U] , telle que

1) 1'application coordonnée de Y dans E coincide avec ¢ .

d'

2) ¥(y,i) = (1y,p(y,i)) ol p(y,*) est une permutation sur d'

Démonstration :

1) 1I1 nous suffit d'exhiber une bijection convenable de
T
wl(Qd,) dans Eg, X d

]

Qg, pour obtenir

wz o W1 .

L'application coordonnée de wz dans Ed' est 1'identité. Considérons
y'G.Ed. , et ses d' interprétations distinctes, qui n'ont pas de scansion

commune ; soit comme plus haut

I, = sup {t €I : t<o} .

Rangeons les d' interprétations dans l'ordre décroissant de leurs Io
respectifs, ce qui est possible puisqu'elles n'ont pas de scansions communes :
ceci définit une application de Q; dans {y} x d' , qui est bijective, et

appelons wz 1'application correspondante de Q' dans Q', . La mesurabi-

1lité de wz et w;l s'obtient de fagon simple. La premiére coordonnée de ¥

est ¢

2) Par conséquent %(y,i) = (1y,j) . Pour identifier la seconde

coordonnée, deux cas sont 3 distinguer

a) sur {(y,j) H 1# U( I)Ie Q } s O a
I Vs !

¥(y,j) = (1t y,j) .

L'action de Vv ne modifie pas l'ordre des interprétations.

b) sur {(y,j) : akég' : 1€ Ik} , 1'ordre des interprétations
est modifié par Vv de la fagon suivante :
j+1 pour o<j<i

p(y,i) = 0 pour j=1i
j pour j > 1i
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La mesurabilité des deux ensembles considérés, et celle de la variable par-
tielle i définie ci-dessus, découlent immédiatement de la définition des

tribus utilisées ®

5. DEGRE DU CANAL.

Supposons qu'étant donnée une mesure ergodique Q sur AZ , nous
connaissions déjd une mesure R sur Q'!, dont elle soit 1'image sur la pre-
miére coordonnée. Nous allons voir d'abord que 1l'application w_l permet de
ramener R sur Q, aprés quoi on lui associe une mesure ergodique P unique

Z sz casez
sur B . Toutes les mesures considérées seront des probabilités.

Proposition 8 : Soit a un codage de BX dans A* > Q une mesure
invariante sur A% » ne chargeant que ¢(Q) .

1) Alors, pour presque tout point de A% » deux interprétations dis-

tinctes sont disjointes.

2) 5% de plus Q est ergodique, le nombre d'interprétations dis-—

tinctes est presque surement constant.

Démonstration :

1) Il suffit de remarquer que, grice a la stationnarité, presque
tous les mots sont formellement récurrents, et d'appliquer la propositioné4.On

peut aussi le démontrer sans utiliser la propriété de récurrence formelle.

2) Le nombre d'interprétations distinctes est mesurable (proposi-
tion 6) et invariant par T , donc presque surement constant si Q est

ergodique ®»

Cette proposition signifie que 1l'application ¢ est presque partout
définie et ne fait intervenir qu'un ensemble Qg, . Appelons degré du canal
1'entier d' = d'(a,Q) associé par la proposition précédente 3 la mesure

Q .
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6. DECODAGE ET IDENTIFICATION DE LA SOURCE.

Le probléme qu'il nous reste & résoudre consiste, étant donnée

. Y N .
une mesure ergodique Q sur A" , 3 la remonter en une mesure ergodique sur
Qll

d' (0,Q) -
N

et Q 1la

Appelons n 1l'application coordonnée de g dans E

d' ’
mesure sur ",

e 1
Q =-57Q®()3 51)'

n
Proposition 9 : La mesure Q est invariante par T ; la tribu de

ses invariants J est atomique et compte au plus d' atomes.

. N . . .
Démonstration : T est le produit de la transformat%on T , qui con-

serve Q , par des permutations de d' . Elle laisse donc Q invariante.

Supposons qu'il existe un ensemble invariant E mesurable dans
Qg, , tel que

1

"
0 < Q(E) <3 -

On peut trouver j dans d' , tel que
"
Ql(v,i) : (v,))€E€E} #0 .

N
Alors le sous-ensemble n(E) de E , de mesure Q(n(E)) f_d' . QE) <1,

d'
est invariant par T , ce qui contredit l'ergodicité de la mesure Q pour Te

Remarque : On voit facilement qu'a chaque y , pour un ensemble in-
variant E , est associé un entier positif d" = card{(y,i) : (y,i) € E} ,

qui est presque surement constant.

Voici maintenant le résultat principal de cet article. Il est &noncé

sous sa forme la plus abstraite, nous expliquerons ensuite ce qu'il signifie.
s q g

Proposition 10 : Soit o un codage, Q une mesure ergodique finte
sur A% » he chargeant que 1'ensemble Eyr . Les mesures ergodiques R

v , . . .o
sur N(Qg, » T) de marginale Q sont, d un coefficient prés, les restrictions

de Q aux atomes de sa tribu invariante. Les entiers d"(o,R) associds d
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chacune d'entre elles d'aprés la remarque précédente vérifient

(2) b d"(@,R) = d'(@,Q .
{rR:rv =g}

Cette proposition répond aux deux questions que nous nous som-~

mes posées :

1) Celle de 1'identification de la ggurce a au moins 1 et au plus

d'(0,Q) solutions, suivant la structure de Q

z a d"

2) Celle de 1l'ambiguité du décodage : presque tout mot y de A
interprétations 'probables'", et d" est compris entre 1 et d' .

. . z
Si on suppose que la mesure R provient d'une mesure P sur B" ,

nous appellerons d" = d"(a,P) degré de la source P .

3) Enfin, globalement, le décodage est d'autant moins ambigu que le
nombre de solutions de 1'équation P = Q est plus proche de d' , donc

1'identification de la source plus difficile.

On peut donner de la réponse 3 la question du décodage une inter-
prétation finitiste. Soit y € Ed‘ , et {An} la suite décroissante d'évé-
nements mesurables

ez_=y1} .

An = {z eiEd' P T Vo0 Fepel T Vopel v n n

[}
Lo°]

Soit P une mesure ergodique sur Bz s, R = Py s Q

Le théoréme des martingales affirme que la suite

R(A x{i}) R(Ax{i})
da’ L = = , n€N
Q(An) Q(Anx{l}

dR . P
tend pour presque tout y quand n > + © vers <—x(y,i) , c'est-a-dire vers

1
37 ou 0 , suivant que (y,i) fait ou non partie du support de R
C'est-3-dire que connaissant un segment fini mais suffisamment long du mot vy,
on pourra distinguer les interprétations 'probables" au sens de P de

celles qui ne le sont pas.

Démonstration de la proposition 10 :

1) a) Soit R telle que Rmn_l = Q
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N
Ceci implique que R est absolument continue par rapport & Q : donc la

P . . . . N

dérivée _ﬂ%_ existe, et c'est une fonction presque surement invariante par T.
dQ

Elle est donc constante sur chacun des atomes de la tribu j des invariants

n

de T

1'un des ces atomes E , cemqui signifie que R est absolument continue

n
pour Q . Comme R est ergodique, elle est nulle partout sauf sur

ar rapport d la restriction Q . Deux mesures ergodiques distinctes ne
P PP |2 godiques d

peuvent avoir méme support, donc 3 un coefficient prés R = Q|E .

Y -
b) Réciproquement la marginale QIEOn 1 a son support contenu
dans celui de Q , et comme il s'agit de deux mesures ergodiques, elles coin-

"
cident. QIE est donc une solution de 1'équation considérée.

2) La relation Q) résulte de la définition de d"



(¢))
(2)

3)

(4)

(€))

(6)
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