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THEORIE DES GROUPES. — Sur les sous-groupes de rang fini d’un groupe libre. Note (¥)
de Marcel Paul Schiitzenberger, Correspondant de ’Académie.

On indique des bornes ne dépendant que de r pour le degré de certains groupes de permutations finis associés & un
groupe donné H de rang fini r d’un groupe libre.

It is announced that certain groups associated with a subgroup of finite rank r of a free group have rank one when their
degree exceeds 3r—1.

Soient F un groupe libre et H un sous-groupe donné de F de rang fini r; il est plus commode
de supposer d’emblée r = 2 et que H n’est pas d’indice fini. On appelle ici groupe annexe [de la
paire (H, F)] tout sous-groupe G de F qui est le stabilisateur (relativement a I’action a droite
de F) d’un ensemble noté HF ;, d’un nombre fini d de classes latérales de H telles que H f G
contienne une infinité de classes quand f est un élément de F qui n’est pas dans HF {; le degré
de Gest d et on note [ G] le groupe de permutations de méme degré induit par la restriction de
’action de G aux classes latérales dans HF ;.

Si H était d’indice fini, le seul groupe annexe serait F et d serait donné par la formule de
Schreier ([1], p. 16); si H avait rang 1, tout groupe annexe serait conjugué du plus grand
sous-groupe de rang 1 contenant H. Dans le cas général, le théoréme de Nielsen ([1], prop.
2.3, p. 7) montre facilement que le degré des groupes annexes est borné par le double de la
somme m des longueurs des mots de base de H et qu’ils se répartissent en moins de 4™ classes
de conjugaison. On en déduit que I'union des groupes annexes contient tous les éléments de F
ayant une puissance positive finie dans H et, de méme, que chaque intersection infinie de H
avec un de ses conjugués f H f ~* (f ¢ H) est incluse dans un groupe annexe différent de H;
enfin le nombre maximal de classes de H-conjugaisons d’éléments de H que peut contenir une
classe de conjugaison de F est borné a la fois par le degré des groupes annexes de rang =2 et
par le degré d’intransitivité (c’est-a-dire le nombre de classes de transitivité) des groupes
quotients [G] ou G est un groupe annexe de rang 1. Dans la direction opposée tous les
groupes annexes sont conjugués de H (ou, de fagon équivalente, ont degré 1) si et seulement si
toutes les intersections de H avec ses conjugués sont triviales.

Supposons choisie une base A , de F; la méthode des transversales de Schreier formulée en
termes d’automates ([2] ou [3]) permet de trouver une relation rationnelle fonctionnelle
multiplicative de F sur un semi-groupe fini (Q, S) d’applications partielles dans lui-méme
d’un ensemble Q ayant au plus 2m éléments qui a les propriétés suivantes :

(1) aestcompatible avec ’anti-isomorphisme naturel induit par l'inversion f — f ~! de F;

(2) o induit une bijection entre les classes de conjugaison de groupes annexes et les
classes de conjugaison (de semi-groupe avec anti-isomorphismes) de groupes maximaux
dans (Q, S);

(3) cette bijection établit des isomorphismes de groupes de permutations entre les groupes
quotients [G] et les dits groupes maximaux dans (Q, S).

Le semi-groupe (Q, S) joue donc ici un réle analogue a celui joué par le groupe quotient [F]
dans le cas ou H est d’indice fini.

La relation o associe aux classes de conjugaisons des groupes annexes de rang 1, certains
idéaux principaux idempotents maximaux particuliers de S.

Ces observations sont ’application directe des techniques de construction du semi-groupe
syntaxique d’une partie rationnelle d’'un monoide libre ([2], [3]), qui est ici I'ensemble K des
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mots réduits représentant les éléments de H dans le monoide libre (A , U A +)¥dontFestle
quotient (cf. [4]). Elles impliquent, grace a un théoréme d’Anissimov et Seifert que tous les
groupes annexes sont de rang fini ([5], p. 58).

On choisit maintenant une base de Nielsen de H. Une autre technique usuelle combinée
avec un corollaire assez pesant du théoréme de Nielsen montre que K est 'image par un
morphisme (de monoide libre) d’une partie locale ([2], [3]) d’un autre monoide libre de rang
<2(3r—2). Faisant appel a des résultats plus spéciaux, c’est-a-dire essentiellement aux
théorémes d’indice critique pour les mots périodiques ([6], [7]), on peut obtenir quelques
précisions supplémentaires qui constituent I’énoncé principal de ce travail.

PropOSITION. — Tous les groupes annexes ont un degré d’intransitivité au plus égal a 3r—1
et le nombre de leurs classes de conjugaison est inférieur a O (33); ceux dont le degré est
23r—1 sont de rang 1 et le nombre de leurs classes est au plus r.

Ces valeurs numériques sont assurément ridicules et il semble que ’on puisse toujours
trouver r sous-groupes de rang 1 de F tels que, d’une part chaque groupe annexe de degré =r
(peut étre méme =r — 1) soit conjugué de I’'un d’eux, et que d’autre part, leur union contienne
une base de H.

On peut aussi borner en fonction du seul rang r la longueur de certaines sous-chaines
spéciales d’idéaux principaux dans le semi-groupe fini S.

De nouveaux les preuves ne sont pas difficiles mais la lourdeur des notations requises pour
passer des groupes libres aux monoides (libres ou finis) et pour relier ceux-ci aux propriétés
plus géométriques des mots, empéche que ’on soit plus explicite; les détails sont donnés dans
les actes du Convegno d’Analisi Globale (Florence, octobre 1979).

(*) Remise le 4 février 1980.
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