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CORRESPONDANCE.

TUEORIE DES NOMBRES. — Sur cerlains azxiomes de la théore des
structures. Note (') de M. Mavrice-Pavr. ScHGTZRNBERGER, présentée par
M. Gaston Julia.

Nous indiquerons dans cette Note un certain nombre de résultats relatifs aux
ois universelles en héorie des treillis (structures, laitices), c’est-a-dire aux lois
définies par une ou plusieurs égalités pour toutes valeurs des variables entre
deux polynomes en N et U (que nous remplacons par . el ). A chaque
loi U, correspond pour toute valeur de K une structure ®M(K) homomorphe,
au moyen des relations d’équivalence fournies par U, au treillis Zbre ¥_(K)
(cf. Whitmann, Ann. of Mathematics, 1941 et 1942) engendré par K générateurs
(treillis de rang K). Réciproquement, 4 tout treillis fini n, il est possible
d’attacher une loi U; unique, plus forte que toutes les autres lois compatibles
avec u, et telle que M(K)) soit finic pour toule valeur finie de K.

1* La loi distributive U,z a(b+c)= ab-+ac est la plus forte de toutes
les lois universelles non dégénérées. En effet toute loi AU, qui n’est pas plus
faible que la loi U, entraine 'égalité de tous les éléments de MW;(K). L'on
pourrait se servir de ceci pour démontrer quec, si un polynome de treillis
libre W_(K) a pour valeur %,(K) un monome, il a effeclivement cette valeur
dans ¥_(K).

2° Il existe deux et sculement deux lois U, et U, immédiatement plus faibles
que U, :

L, est définie par

afar+ a(a+a)]= afattaa]+ a [a+ aa.a ]+ a [aas+ aa;]
+ @@+ aaa ]+ aqa[aas e+ a ]+ ayasf e+ anaza; ],

son sous-ireillis typique est réalisé par les 5 éléments
Q=aa,, o=a, y=tadnd, s=a(Gra,), V=at+am

entrainant
2z QCyCscV=2+y, Qczc?

dans ¥_(3), la loi U,
a{b -+ ac)=ab -+ ac

(1) Séance du 23 juillet 1945.
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et
oy | e~ s (- a5)] = ty (st wgeey) - g (e - 15 045)

- g s (es - ) - Qs (U~ Qstty) + uyap(@y =+ daety)

est satisfaite par les éléments du treillis de Dedekind ¥,(3). Ces deux lois
donnent des treillis U, (K ) et #,(K) finis si leur rang K est fini.

Il n’en cst pas de méme en ce qui concerne ¥,(K), déduile de la loi de
Dedekind a1,
ty [ s+t @y as] =ty s - €ty a5y
qui pour K. 4 est nou seulement infini, mais a ses chaines infinies comme, 'on
peul I'établir facilement en considérant les expressions

B = {z4- wy) st @], 30125 Sia3ds

(par réalisation convenable dans un espace projectif).
Signalons ici que toute loi strictement plus faible que “ll,, par exemple

WUt a4 ayag== 0, (as-i~ aya5) (as+ a1 ),

est nécessairement plus faible que 4L, clL que toute loi plus forle que U, ct
différente de 1, est UL, ou plus faible que U.,.

3> Parmi les lois comprises entre L, et U, signalons les deux lois inté-
ressantes ‘U, ct l,, obtenues en adjoignant & U, les égalités UL, €L U ; posons

Mis= Moy == My, =: @ya:+ azq;; Foo=Fu=aua+ My My,
U2 FraFuyt FogFoy 4+ Fuy Fra=s Fp Fa Fyy =2 A,
aras~+ asa,= By, « B+ B,B,=:B;
sty + aytt==B,, B+ BB, = By IHSTI?”T B
@y ayo; = B, B, + B, B,=:By; Eﬁﬁl Palﬁ
par exemple c‘ﬁé’

UL > % =0y @y ally ==y ag= (tta Ba=i- a3 By) (@65 Ba+- ¢ B;) + a5

1L, assurc dans tous les cas et U, dans les cas de K =4 (cas de Mobius) la
validité du théoréme de Desargues. L’on peut montrer ( Veblen) que 1L, est
plus forl que L4, mais nous n’avons par pu trouver d’exemple cffectif de treillis
satisfaisant & L, sans satisfaire 4 U,.

Les lois 1L,,;», exprimant que les géométries projectives que I'on peut déduire
des treillis ,,,,(K) ont pour corps de coefficient un corps modulo p,
s'obtiennent en remarquant que les 4 expressions A; se comportent entre elles
comme 4 points d’un plan quand L, est satisfaite. Pour les premiéres valeurs
de p nous avous trouvé des expressions plus simples; citons

M,y Mys -+ My Myy+ My Mo == MMM, (= modulo 2),
ayFos=a, Fyy— a, F,, (—=-modulo 3);

ces relations sont des identités dans les groupes abeliens principaux d’ordre p”.
Il existe aussi un enscmble de lois Uy, =- Uy el Uyy,, que Fon  eul utiliser
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pour limiter le nombre de dimensions des espaces projectifs. On peut leur
donuer, par exemple, la forme simple (d ==k~ 2)

iz=h~1 - Lzh~t 1=l 1
) 5 %! Y
‘1(,"(/,, Sy }: w; | =- 24 Ly }4 ay-
1=t =1 1=1
I#=¢

Remarquons que les points el les droites du complexc linéaire satisfont
a Uy,

Toute loi plus forte que L, est nécessairement plus forle qu’une loi U,
ou ‘U,.



