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CORRESPONDANCE.

L’Acapéymie AuTRIcuteNNe pes Screxces invite I'Académie & se faire repré-
senter aux Cérémonies qui auront lieu a Vienne, du 1r au 16 mai 1947, a
I’occasion du centiéme anniversaire de sa fondation.

MM. I. M. Vixoeranov, élu Correspondant pour la Section de Géométrie,
Wacrer Davis Lamserr, élu Corréspondant pour la Section de Géographie et
Navigation, et Davio Kerwry, élu Correspondant pour la Section d’Anatomie
et Zoologie, adressent leurs remerciments 4 I'Académie.

M. Rexi Bourrer adresse desremerciments al’Académie pour la distinction
accordée a ses travaux.

M. K. Sinewnigov, Directeur de I'INSTITUT PHYSICO-TECHNIQUE DE L’ ACADEMIE
pes Sciences e L'UKRAINE, adresse les condoléances de cet Institut a 'occasion
de la mort de M. Paul Langeoin.

M. le Secréraire peErPETUEL signale parmi les piéces imprimées de la
Correspondance :

N. B. Meoveoeva. Endocrinologie expérimentale (en langue russe).

ALGEBRE. — Remarques sur la notion de clivage dans les structures algébriques
et son application auzx tredllis. Note (*) de M. Maurice PAvL ScHUTZENBERGER,
présentée par M. Gaston Julia.

On rappellera quelques résultats dont certains ont déja été exposés dans une
Note antérieure (?) que I'on complétera et systématisera a 'aide d’un lemme
trés simple de la théorie générale des relations d’équivalence dans les structures
algébriques. Enfin on appliquera ces résultats au domaine particulier des
treillis.

Lots universelles. — Etiant donnée une structure algébrique S, on appellera loi
universelle de S ensemble U, U=1U(S) des égalités entre polynomes géné-
ralisés identiquement vérifiées quand les variables prennent indépendamment
toutes les valeurs possibles dans S. Réciproquement, on appellera structure
libre a k générateurs de U la structure S'= £,(U), isomorphe au quotient de la
structure des polynomes a k variables par les relations de U. On appellera
noyau de U, quand elle existe, la sous-structure S”de £(U), 9¢(U) invariante

(*) Séance du 20 janvier 1947.
(*) Comptes rendus, 221, 1945, p. 218.
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par toutes les substitutions de polynomes & des variables qui laissent U inva-
riant. Par définition, U[9(U)]=U.

Parmi les lois universelles, on distinguera les lois simples définies par une
égalité unique dans I'un des membres de laquelle chaque variable ne figure
qu’une fois. Il est & remarquer que, lorsque toutes les opérations possédent un
inverse, toute loi universelle peut s’exprimer par la composilion de lois simples.
11 en est d’ailleurs de méme pour les treillis.

Ordonnées par la relation U, DU, (U. plus fort que U,, U, plus faible
que U,), les lois universelles forment un treillis fermé pour les deux opéra-
tions (.) et (4); si S, et S, satisfont & U, il en est de méme du produit
direct S, >< S, et réciproquement,

U(S,) 4 U(S,y) = U[I(S,) x HL(Ss)]-

LEMME DE CLIVAGE. — Si dans une structure algébrique libre S les polynomes =;
constituent une sous-structure S', on a nécessairement pour toute lot universelle U
plus forte que U(S).

1° soit U plus faible que U(S’);

2° soit U plus fort que I'une des lois u; obtenues en posant ;= 7; pour
toutes valeurs des variables.

Généralisant une notion de Whitman (*), on dira que le treillis des lois
universelles plus fortes que U(S) est clivé entre U(S') et 'ensemble des u;;.

En effet, si 1° n’était pas vérifié, il y aurait au moins deux étre =; et ©; égaux,
d’ou 2°, et d’autre part 1° et 2° ne peuvent étre simultanément vrais car u;;. 1((5’)
est différent de U(S").

Donc U(S’) est un élément irréductible pour (4 ) du treillis des U plus forts
que U(S), et de méme pour (. ) I’élément le plus fort des u;;, quand il existe.
Par exemple, le treillis des lois universelles de la structure de groupe est clivé
entre la lol &y =y« et 'ensemble des lois , =1 (p premier), car le groupe
formé des puissances d’un seul élément est abélien.

Applications a la structure algébrique de treillis commutatif. — On peut, ici,
préciser encore la notion de clivage en faisant usage du théoréme simple
sulvant : ~

Si, dans £2(U) le polynome w; est irréductible, alors, pour toute loi unierselle
U’ plus fazble que U, il existe un polynome w, wrréductible dans £ [eei ) et tel
que n;=1, dans 2(U).

On peut alors énoncer :

IL(U") peut étre réalisé comme sous-structure dans toute £(U’+- U"), 1l est
réalisé tautologiquement dans £2(U’.U"), donc nécessairement si U” n’est pas
plus faible que U’. Par conséquent, dans ces conditions [ vérifiées notamment

(3) Splittings of a lattice (Am. J. of Math., 65, 1943, pp. 79-196).
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quand 9t (U’) est engendré par des =; tels que =;== n; dans £2(U")], le treillis
des lois plus fortes que U’ - U” est clivé entre U’ et I’ensemble des loisw; ==’ .

En application on citera :

1° Le clivage entre la loi triviale @ = b et la loi distributive;

2° Le clivage dérivé du treillis de Birkhoff & 5 éléments nonr dédékindien A
entre la loi de Dedekind et ¥ (A);

3° Les clivages dérivés des treillis duals de Lowig (*) B et B entre la loi
a(ab + bc—+-ca)y=ab -+ ab et U(B) et de maniére duale;

4° Le clivage dérivé du treillis a 10 éléments engendré par a, b, et
a(b—+c)+4-b(a—+c)entrelaloi[a— b(a+c)][b+ a(b+c)|=a(b+-c)+ b(a+-c)
(que le clivage méme permet de montrer équivalente a sa forme duale) et U (C);

5° Dans le treillis des lois universelles plus fortes que la loi de Dedekind, le
clivage entre la loi distributive et la loi du treillis dédékindien non distributif
a b éléments.

CALCUL DES PROBABILITES. — Sur une généralisation d’un théoréme de
M. B. de Finetti et son application a la théorie collective du risque. Note (*) de
M. J. Dusourmiky, présentée par M. Emile Borel.

Soient X, X,, ..., X4, ... les gains respeclifs d'un joueur A dans une suite
de paris successifs P,, P,, ..., P, .... Etsoit K la fortune initiale de A. Nous
désignerons par Uy la variable al¢atoire égale au gain algébrique X, de A dans
la partie Py, si celle-ci est jouée (ce qui suppose que A n’ait pas éLé ruiné par
les parties antérieurement jouées), et qui est nulle dans le cas contraire. Et
posant S,==K + U, + U,+. ..+ U,, nous désignerons par F,(«) la fonction
des probabilités totales de S,. Pour que A soit ruiné en au plus n parties,
il faut et il suffit que S, soit =Zo, et la probabilité de cette éventualité
est II,=Pr{ S, 0}=F,(4 0). Soit d’autre part R(«) une fonction croissante
de . On a

0
M { e—RiSn) } éf e N dFu(z) > e RO F,(+ o).
D’ou I'inégalité
(1) I, = Fp(+ 0) <L RO { e~RiSw) § .
D’autre part, comme S,=S,_,+ U,, il vient

(2) Mm { e—RiSa) } —IMN { ¢ RiSn—1) Mg, [e“(sn»a)—-ll(sn—ﬁ-ﬂn)] } s

—1

identité dans laquelle M désigne la valeur probable lice 2 S,,_,.
“Ceci dit, supposons que notre joueur ait la faculté de choisir chaque nouvelle

(*) Ann. of Math., 42, 1943, pp. 573-579.

(*) Séance du 6 janvier 1947



