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ordonné produit restreint des ensembles ordonnés E, et K,, Q désignant 'ordre
produit de Q, et Q,.
Soit & I'’ensemble des parties non vides X de E* telles que

X=8(X) ()

(=, yi)€X quel que soit i€l et \/y, existe — <x, \/y[-)e X

iel i€l

(zj, y)€X quel quesoit jeJ et \/x,- existe —> <\/x,-, )'> eX.

iel j€l

La relation d’ordre produit restreint Q* peut étre immergée dans la relation
d’inclusion J;CF < F. Nous appellerons ce prolongement de Q* lordre
produzt tensoriel (restreint) de Q, et Q,.

On démontre alors que, lorsqu’on suppose que Q, et ), sont des relations
d’ordre latticiel complet, le quotient de Q* par les lois distributives redonne
la définition du produit tensoriel de deux lattices complétes étendu au cas
infini telle qu’elle a été énoncée dans les Notes citées en (*).

ALGEBRE. — Sur certaines applications remarquables des treillis dans
eux-mémes. Note (*) de M. MarceL- PauL ScHUTZENBERGER, présentée

par M. Gaston Julia.

Etant donné un treillis quelconque complet £, on appellera S-application
crotssante une application s de £ dans lui-méme telle que :

I. Pour tout z, z Zs(x).

II. Pour toutx et y, six "y, alors, s(x)Zs(y).

III. Pour toutx et y, s(x)s(y)=s(xy); de I et III. on déduit sans peine :

III'. Pour toutx ety, s(x)+ s(y) Ls(xz+y).

Manifestement, les itérées s" de s sont aussi des S-applications. D’aprés 111,
si u et u’ sont tels que & Zs(u) et x<_s(u'), alors, xs(uu'), donc, £ étant
complet, 'intersection ¢(x) de tous les u tels que < s(u) définit une appli-
cation ¢ de £~ dans lui-méme telle que, is(x) <2 = st(x) et 'on montre que :

I. Pour tout z, t(z) L.

II. Pour tout z et y, si x =~ y, alors.i(@) = t(y), car

x Zxy < st(z)st(y)=s[t(z)t(y)],

donc t(z) < t(x)t(y), donc II.

(*) En posant Q[X]:nfz(:c), SZ(X)::USZ(x).

x€X r€eX

(*) Séance du 3 novembre 1948.
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III. Pour tout z et y, t(x)+ t(y) = t(x 4 y), car, d’aprés IIT,
z .y Zst(z)+st(y)=<s[t(z)+t(y)],

donc t(z+y)Zt(z) 4-t(y), mais, d’aprés 11, 1(z)~Zt(x -+ y) et t(y) < t(z+y),
donc II1, ¢sera appelée S-application décroissante adverse de s et1’on montre que :

TIU'. Pour tout z et y, t(zy)t(x)(y).

IV et IV. Pour tout @, s"t"s" (2 ) = s*(x), t's"t"(x) = t"(x), car u ~ s"t"(u)
et t"s"(x) .

Par leur composition, une S-application s de £ et son adverse ¢ engendrent
un monoide associatif M (S, £) et, d’aprés IV et IV, on montre qu'il existe
une représentation de tout élément de IN(S, £) par suebis®g . | s*Pig®in - 5%,
ou lasuite «,, B, ay. .. a; Biy iy ... ;3 est unimodale, c’est-a-dire telle que,
pour un certain z,

57-1é.61éaz , ::,/—;'Zié@i
BiZL oy < Bjal. - < o

A toute S-application on peut associer une S-relation, écrite <et définie par:
x <y équivalent a x Zy Zs(x); équivalent a t(y) Zax Ly.

On montre que :

5. Pourtoutz, yetz, siz<y, alors {o + 5 <y zetws <yszcar, d’aprésll,
s(z)LZs(x+y),doncsiz Ly Zs(x),alors x+z L+ y + 3 ZLs(x +3).

Réciproquement, étant donnée une relation < satisfaisant a :

1. Pour tout z, zx<x.
2. Pour toutz el y, six<y, alors z - y.

31. Pourtoutz, yetssizLy Zseclx<z, alors x<y.

32. Pourtoutz, yetssizLyzety<s,alorsy<s.

Cette relation définit deux applications adverses 'une de ’autre et en outre :

4. Pourtoutx, yetz, siz<yetx<z, alorsz<y - =.

4. Pour tout @, y et 5, si y <x et s <z, alors ys <.

Et ces applications satisfont a Il et III si I'une des deux conditions 5 est
satisfaite.

Pour un treillis £, 'ensemble des S-applications (ou des S-relations),
ordonné par la relation :

S <Y, équivalent a : pour tout &, s(x) L5’ (x);

Equivalent & : pour tout z, ¢'(x) Z¢(x);

Equivalent a : pour tout z et y, si &y < alors.z<y’ constituent un treillis
%(£) dont le plus petit élément S, est : z,(x)=s,(x)==; x<y équivalent
ax=y. o

Et le plus grand élément S, est : s,(x)=1, t,(x)=0; x<y équivalent
axLy.

On désignera par o el-= la plus petite S-application telle que pour tout
et y:sixy, alors x < (x4 z)o(x).
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Si £ est modulaire, X correspond & la relation : @ <y équivalent : a 2|y est
complémenté et le treillis quotient S| X est un treillis distributif complémenté
de puissance 2%t N est le nombre de paramétres indépendants dont on dispose
pour normer £. Si £ est non seulement modulaire mais distributif, B(£) est
aussi distributif. Enfin, si £ est complémenté, B(£) est isomorphe a £.

ALGEBRE. — Une méthode pour la décomposition spectrale et I'inversion
des matrices. Note de M. Jean-Mariz Souriau, présentée par M. Jean Chazy.

Soit A une matrice carrée d’ordre n. Nous désignerons par T(A) la trace
de cette matrice (c’est-a-dire la somme des éléments de la diagonale principale),
et par

P(z)=—a"+ ka1 + ...+ kn

le polynome caractéristique de celte matrice.
Définissons comme suit les matrices B; :

Boy=—1 (matrice unité d’ordre n),

Bi=A —T(A),
B,— AB, — i—T(AB,),

Bp= AB,_, — ,I; T(AB,_s).

Nous avons démontré les résultats suivants :

1° Les quantités — T (A), — (1/2)T(AB,), ...,—(1/n)T(AB,_,) sont
les coefficients £y, &, ..., k, du polynome caractéristique. En particulier, le
déterminant de A vaut [( —1)*/n] T (AB,.,).

2° La matrice B, est nulle, la matrice (—1)*'-B,_, est la transposée de la
matrice adjointe de A, et, si A posséde une inverse, on a

3° En posant
Q (#) = @' By+ 2" 2B, - . . .+ By,
ona v
lz—A]Q(z)=P (z),
T(Q(x)): P (),

et, sl x; est une racine simple de P (x), la matrice Q («;), qui n’est pas nulle,
est le covariant de Frobenius attaché a la valeur propre x;(c’est-a-dire le produit
du mode a droite et du mode & gauche correspondants).



