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Statistique appliquée a la psychologie

Remarques sur les relations
aléatoires d’ordre

et leur application a la psychologie

par Marco P. SCHUTZENBERGER.

Dans de nombreux domaines de la psychologie ct de la
psycho-sociologie intervient la notion de relation aléatoire
d’ordre ; ayant a comparer deux ou plusieurs objets, un sujet
ou un groupe de sujcts les classe par ordre de grandeur, de
préférence, d’utilité..., ete... En fait, ce classement n’est pas
rigide mais se traduit par des expressions telles que « A est en
général préféré & B » .. « Les R sont dans ’ensemble supé-
rieurs aux S »... « X a ¢té élu contre Y » ou avec plus de ri-
gueur « A a été préféré a B dans p pour cent des cas »... « q
pour cent des X sont supéricurs aux Y » « X a obtenu une ma-
jorité de n voix... ».

On rappellera schématiquement ici les hypotheses proba-
bilistes plus ou moins classiques qui servent de base a I'in-
terprétation de ces résultats et on s’efforcera de montrer cer-
taines de leurs implications relatives a la construction d’une
échelle absolue sur laquelle pourrait se disposer tout ensemble
de tels objets

Enfin on indiquera des possibilités d’expérimentation des-
tinées a controler la validité des théories exposées.

L’échelle psychologique.

Le sujet, les yeux fermés, compare. par couple, en les sou-
pesant trois poids A. B. et C en indiquant a chaque comparai-
son lequel des deux objets est le plus léger a I'exclusion de
toute autre réponse alors que dans la méthode des trois choix
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(Dreihauptfialle de WunpT) unc réponsc « douteux » est
admise. Cctte derniére méthode introduisant des éléments
étrangers au point discuté ici n esera d’ailleurs pas abordé
dans le cours du présent article.
Ce processus de comparaison est répété une centaine de

fois et les résultats suivants ont été obtenus.

A plus léger que B 80 %

B

> A 20 %
A » C 95 %
C > A 5 %
B » G 70 %
G » B 30 %
Fic. 1. — On a porté en abcisses les fréquences pour lesquelles I’objet A

(hachures de haut en bas et de droite 4 gauche) et objet B (hachures de
haut en bas et de gauche a droite) sont obhservés dans les différentes marges
de poids.

Ainsi dans 1,5625 ¢, des cas A est observé entre 172,5 gm et 177,5 gm
dans 9,375 % entre 177,5 gm et 182,5 gm, ete...
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Ces chiifres correspondent a peu pres 4 A = 190 gm

B =200 gm C = 205gm.

C’est 'exemple Ic plus simple d’unc relations aléatoire
d’ordre : ici la relation percue « plus léger ».

Pour interpréter cctte expérience, on peut la rapprocher
d’'unc autre, analogue, mais réalisable par des dispositifs
exclusivement mécaniques ; on se borne a la comparaison de
deux poids. A et B qui sont pesés successivement au moyen
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d’une balance d’une sensibilité de I'ordre de 5 gm ; a la i*"*
mesure les poids obtenus sont a: et b: ; 'observateur est censé
ne pas connaitre ces chiffres mais seulement, savoir a chaque
fois si a: est plus petit que b: ou inversement (fig. 1).

On se trouve ainsi dans la méme situation que dans I’ex-
périence de psychophysiologie précédente ou n’étaient connus
que les résultats des comparaisons entre A et B.

Dans la secondc cxpérience, la théorie des erreurs montre
que les poids successifs observés a: se distribuent selon une
certaine loi de fréquence autour de la vraie valeur a de A ;
c’est-a-dire que chaque a: peut étre décomposé en deux parties

ar = a + @ demémebi = b + B ou a et B fluctuations (ou
erreurs) sont les variables aléatoires indépendantes I'une de
Pautre a chaque expérience et d’'une expérience a 'autre.

Par analogie, on est donc amené a supposer qu’a la i*"*
comparaison par paire de A et de B, le sujet percoit le poids
des deux objets aux niveau a: et b: sur une échelle psycholo-
gique, cette opération comportant des fluctuations réparties
selon certaines lois de fréquence, qui, a chaque expérience suc-
cessives font percevoir plus ou moins légers les deux poids A
et B (fig. 2 et fig. 3).

De méme lintensité du « sentiment » (ou emploie ici a
dessein cc mot peu précis) que le sujet éprouve en examinant,
par exemple, un objet X, ou son adhésion a une thése Y, est
censé fluctuer d’une expérience a Pautre et sclon une loi défi-
nie, autour d’une valeur centrale, sur une certaine échelle psy-
chologique continue (continuum affectif).

Ainsi si les stimuli A, B, C, ..cte... étaient simultanément
proposés au sujet, a la i de ces expériences de comparaison,
Pordre qu’il indiquerait serait celui des intensités a:, b: ¢i sur
cette échelle psychologique.

Plus ou moins implicitement I'on a donc fait les hypo-
théses suivantes :

1° Hypothése d’isomorphie (ou d’ordre total).

L’échelle psychologique E a une structure analogue a
Péchelle physique ce qui implique

1-1 Etant donnés deux objets A et B comparés dans la i*™
expérience, c’est-a-dire pris aux niveaux a: et by, on a toujours

ai S b ou bi < an.
et sias<bhi cth <a
alors ai = b1 . —
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1-2 Etant donnés trois objets quelconques A, B et C dans
la i"™ expérience :
Siai <biet bi <cialorsa <c¢

§ A B
<
o
3
O
b
|
e 1 12 13 14 15 16 1¥ 18 19 20 21 22 23
Fi1c. 2. — Voici par exemple les courbes de répartition relatives a deux

objets A et B sur une certaine échelle psychologique.

Dans les exemples suivants, on a pris des répartitions discontinues
conventionnelles au lieu des répartitions continues qui se rencontrent dans
la pratique. Ainsi ce schéma signific que A peut étre observé aux niveaux
1, 3 et 5 avec les probabilités respectives 20 9%, 60 %, 20 %, B aux niveaux
2, 4 et 6 avee les probabilités respectives 30 9%, 40 %, 30 %.

Pour calculer Prob (ab) on cherche tous les cas possibles ot a < b

AB Prob A Prob B Prob (A) XProb (B)
12 10/100 30/100 600/10.000

14 20/100 40/100 800/10.000
16 20/100 30/100 600

3 4 60/100 40/100 2.400

36 60/100 30/100 1.800

36 20/100 30/100 600

Total : Prob (ab) = 6.000/10.000 = 0,60

Fia. 3.
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2° Hypothése d’'indépendance.

2-1 Indépendance globale : la fonction de répartition des
fluctuations ou erreur de A est indépendante de lUobjet B
auquel il est comparé (tout au moins pour certains ensembles
d’objets B).

2-2 Indépendance locale : la valeur de la fluctuation a
de A dans la i™™ expérience cst indépendante de la valeur de
la fluctuation B: de B dans cette méme expérience.

2-3 Indépendance temporelle :les valeurs ai, b, etc., sont
indépendantes des valeurs antérieures auxquelles ont été pri-
ses les objets A, B et C dans les comparaisons précédentes.

3° Hypothése de normalité.

3. 11 est possible de représenter la distribution des fluc-
tuations de A sur I’échelle psychologique E par une loi de
répartition normale (courbe en cloche de Gauss).

’

1 X-a -\ 2
v = (270)-12exp ———Q ‘,_,,__)
2 o

3’ Les dispersions (déviations standards) de ces courbes
sont égales.

L’hypothése 3 cst issue dircctement de la théorie physique
des crreurs et de méme que I’hypothése 3’ introduite par
TraursToNE dans un but de simplification des calculs, elle
présente des avantages considérables pour le traitement ma-
thématique de la théorie. Sa validité est peut-étrc contesta-
ble dans de nombrecux cas ; malgré son utilité pratique et sa
justification théorique dans certaines limites, clle n’a qu’un
role accessoire dans ’étude des rclations aléatoires d’ordre
que l'on tente ici.

Généralisation.

A partir de ce modéle probabiliste, deux extensions suc-
cessives se proposent d’elles-mémes :

Tout d’abord, au lieu d’un seul sujet effectuant un grand
nombre de fois la comparaison entre A et B, on la fait répcier
par un grand nombre de sujets.

Si Pon peut supposer que I’échelle E ct les fonctions
de distribution des fluctuations sont les mémes pour tous les
sujets (population homogene), il est clair que 'on se trouve
formellement dans la méme situation que lorsqu’il s’agit d’un
sujet unique.

Si non, c’est-a-dire, si les fonctions de répartition varient
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d’un sujet a l'autre, il est nécessaire de faire jouer un qua-
triéme hypothese d’indépendance de ces variations pour se
ramener au cas initial, en confondant les fluctuations inter-
individuelles et intra-individuelles.

Mais la généralisation la plus intéressante est celle rela-
tive aux cas ou n’existe pas préalablement d’échelle physique
mesurable des objets, comme celle des poids, des dimensions,
des températures.. etc... Ainsi en est-il, par exemple, pour les
jugements éthiques ou esthétiques.

Il est alors tentant de chercher a établir une échelle objec-
tive, en utilisant les méthodes valables dans les cas envisagés
jusqu’ici, échelle sur laquelle on pourrait repérer tout nouvel
objet par sa position relative aux objets déja étudiés.

On a pu ainsi établir des échelles pour la valeur publici-
taire de « slogans », pour le mérite relatif de dissertations
littéraires, pour la qualité de dessins d’enfants, etc...

Construction de lU'échelle psychologique.

On ne discutera pas ici les critiques formulées contre la
validité des hypothéses de base, notamment contre 1-1 et 1-2 le
caractére multidimensionnel des jugements qualitatifs, contre
2-1 et 2-2 le déplacement du point de vue selon le couple d’ob-
jets a comparer, I’effet de contraste et enfin, contre 2-3 I’émous-
sement de la sensation. On laissera de coté les hypotheéses de
normalité, d’ailleurs plus spécialement techniques, pour se
placer dans le cas général et pour supposer que les réparti-
tions sont quelconques.

Ainsi sur I’échelle psychologique E les fluctuations (ou
erreurs) relatives a I’'cbjet A sont réparties selon une certaine
loi Fj et, indépendamment de celles relatives a B, qui sont
elles mémes réparties selon Fpg ... etc...

La probabilité pour que A soit observé plus petit que B se
calcule sans difficulté théorique

Prob (ab) = [ Py (t)d Fpt)
¢ -

Pour trois objets A, B et C la probabilité pour qu’ils soient
observés dans 'ordre A, B, C est donnée par

e
Prob (abc) = f Fao () (1 —=Fg)dFp()

Joo—
On calculerait de méme la probabilité Prob (Sn)
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que les n objets A, B. ............ soient classés dans l'ordre
défini par la séquence S. au cours d’un processus d¢ compa-
raison simultanée. Evidemment il s’agit 1a d’un calcul pure-
ment formel, pouvant d’ailleurs conduire dans la pratique a
des difficultés considérables, dés que le nombre d’objets est
supérieur a trois ou a quatre.

D’autre part, les diverses probabilités cntretiennent entre
elles des rapports d’égalité, comme :

Prob (ab) + Prob (ba) =1 ou comme :

Prob (abc) + Prob (acb) + Prob (cab) = Prob (ab) ou
d’inégalité comme :

1 << Prob (ab) + Prob (bc) + Prob (ca) < 2 (1) et ces
relations pcuvent d’ailleurs se calculer systématiquement au
moycn d’une algebre spéciale assez maniable.

Réciproquement, si les lois F sont partiellement spéci-
fiées, c’cst-a-dire si elles ne dépendent que d’un nombre fini
de paramétres inconnus, il est clair que I'on peut, sous cer-
taines conditions, remonter aux parameétres inconnus a par-
tir de la connaissance empirique des Prob (S) (que I'on sup-
pose égales aux fréquences relatives d’apparition de ces
séquences).

Notamment THURsTONE a indiqué une méthode perma-
nente de calcul, valable quand les F. sont des courbes nor-
males.

Si les fonctions de répartition sont entiécrement inconnues
le probleme sc pose de la construction de Fa Tp, Fe don-

4

nant licu aux mémes valeurs que les Prob (Sn) que on
connait, ce qui généralise le probleme des moments de TcHE-
BYCHEFF. Il n’est pas résolu sauf dans un cas particulicr ct ou
deux objets distincts sont seuls en cause ce qui est d’ailleurs
précisément le cas étudié par cet auteur quand on connait les
valeurs de : Prob (ab) Prob (aab) Prob (aa....ab).....

Relation statistique d’ordre.

Puisqu’il n’est pas cncore possible de déterminer les F a
partir des valeurs observées des Prob (Sn), dans le cas fré-
quent dans la pratique, ou ’hypothése de normalité ne peut
étre 1égitimement adoptée, il s’'impose done d’essaycr de carac-
tériser simplement les rapports qu’entreticnnent entre eux les

(1) Cette inégalité nous a été indiquée par M. le Pr. FRECugT, que nous
tenons a remercier ici de ses conseils qui nous ont été précicyux,
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objets A, B, C, ...ctc... de maniére & pouvoir appréhender Ies-
sentiel de la structurc de leur ensemble.

Dans I’expérience psycho-physiologique exposée au début
dc cet article la maniéere la plus immédiate de décrire les rap-
ports entre A, B, et C cst évidemment « A est plus léger que
B ¢t B que C » ; 'on essayera done, toujours par analogie, de
définir une rclation de ce type, appliquable aux objets qui se
rencontrent dans les diverses généralisations de cette expé-
rience.

La premiére idée, serait de prendre les indices de ten-
dance centrale, par exemple les valeurs moyennes de A et de
B sur I’échelle E, pour poser : A est inférieur a B si la valeur
moyenne a de A est inférieure & la valeur b de B.

Cette généralisation directe n’est cependant pas possible,
cn cffet, les scules donnécs ohservées sont certaines Prob (Sn)
ct il est possible de construire, par exemple, deux systémes
de FA et de Fp3 ayant méme Prob (ab) et tels que dans 'un
a < b et dans Pautre b < a.

Il en scrait de méme si 'on prenait Ia valcur médiane
pour indice de tendance centrale.

Ceci est d’ailleurs évident si 'on remarque que les Prob
(Sn) étant données, E n’est défini qu’a un isomorphisme prés,
conservant sa structurc d’ensemble totalement ordonné.

Pour prendre une image physique, plus intuitive, si 'on
suppose que les I représentent des répartitions de masse sur
un fil extensible les intégrales :

e
P (xy) = / Fx () dFy (1)
Y
c’est-a-dire, les Prob (xy). ne changent pas quand les lon-
gueurs relatives des différents segments du fil sont modifi¢es.

En fait supposant connues la totalit¢ des Prob (Sn) pour
un ensemble donné d’objets, il est sculement possible (théo-
riquement) de déterminer tous les couples de répartition rela-
tives. (Pour deux objets A et B, la répartition relative est la
valeur de F , (t) en fonction de la valeur de Fp3 (t) ou t est
une description paramétrique quelconque de I’échelle.)

On est donc logiquement conduit & définir la relation sta-
tistique d’ordre : « A statistiquement inférieur a B » a partir
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des scules données immédiatement observables, et on posera

« A statistiquement inféricur a B » équivalent a : Prob
(ab) < 1/2, équivalent a : « A est observé inférieur & B dans
au moins 50 % des cas ».

Si 'on revient maintenant a ’exemple initial, on constate
sans peinc que cette définition est équivalente, dans ce cas
précis, aux autres définitions avancées au début de ce para-
graphe et qui semblent peut-étre plus directes.

De méme, chaque fois que les courbes Fy peuvent étre
considérées comme normales, la notion d’ordre statistique
coincidera avec lordre des indices de tendance centrale des
FX sur E ce qui pourrait sc traduire par Iexpression imagée
suivante : si les répartitions F 5 ct F 3 sont normales, « A en
moycnne inféricur & B » cst ¢quivalent & « A en général infé-
ricur a B ».

Les contradictions de la relation statistique d’ordre.

Mais si la notion ainsi définie n’entraine aucune difficulté
dans les cas simples que I'on vient de citer il n’en est pas de
méme dans ’exemple suivant (fig. 4) :

fre'ﬁuanccs
100 Yo
75 Yot %
60 %4 N
25 %L e % ;/ FB N
a 9, /] AN yd AN
a2 3 4 5 6 Nwsau

de

On a Prob (ab) = 0,625
Prob (bc) = 0,625
Prob (ca) = 0,5625

Les trois probabilités sont plus grandes que 0,50 et I’on
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doit donc admettre que peuvent étre simultanément vraies
les trois affirmations suivantes

A est statistiquement inférieur a B

B » > C

G » » A

Dr’ailleurs malgré son caractére artificicl cet exemple est
représentatif des cas asscz fréquents, cn cffet la relation
Prob (ab) + Prob (bc) + Prob (ca) = 1 + Prob (abc)
+ Prob (cab) + Prob (bca)
montre que si Prob (ab) ct Prob (be) sont l¢gérement supé-
rieurs a 1/2 il en sera de méme de Prob (ca) dés que les trois
probabilités du second nombre seront assez grandes.

On doit donc admettre que la conception d’ordre statis-
tique est en contradiction, dans certains cas, avee les proprié-
tés caractéristiques habituclles d’une relation d’ordre c’cst-a-
dire la transitivité (1).

Il faut en outre remarquer que ce caractére de non tran-
sitivité résulte de la nature statistique dc la définition car
pour chaque expérience concréte ou A, B et C sont simultané-
ment comparés Pon a nécessairement I'un des six classements
possibles :

a<<bi <c¢ oubi<c <a ou ¢ =a <

ouai<~¢ -~ b oub-Ta- ¢ ouc=h T a
dans chacun desquels < est une relation transitive puisque
portant sur les valeurs actuelles ai, by, ¢i de A, B ¢t C (hypo-
these 1-2).

On ne discuicra pas ici les applications de ccette contra-
diction a la critique des théories économiques dites margina-
listes qui utilisent largement la notion de préférences statis-
tiques dans leur théorie de la valeur. Mais, si la réfutation du
marginalisme ne peut sc faire valablement que sur le terrain
de la réalité économique concréte des profits ct salaires, il
n’est cependant pas inutile de montrer 1a possibilité d’erreurs
graves qu'il y a a étendre sans précaution des regles valables
dans un cas concret (transitivité dc préférence) a un niveau

(1) Une relation est dite transitive, si, pour trois objets quelconques
a, b et ¢, ab et be entraine ac ; telles sont par exemple les relations « plus
petit » - « plus aigu »- « héritier de » - « contenu dans » - « frére de » -

Une relation est dite non transitive si Paffirmation précédente n’est pas
toujours valable ; tel est le cas par exemple de la relation « a I'est » (au
sens strict, & moins de 180°) Moscou a PIest-de New-York ; New-York a T’est
de Shangai mais : Moscou & ouest (et non pas & l'est) de Shanghal.
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supérieur (non transitivité statistique) ou leur dépassement
dialectique est nécessaire.

11 faut en outre remarquer que le modéle probabiliste que
TPon vient d’exposer peut étre théoriquement suffisant pour
expliquer les prétendus jugements inconsistants (A préféré a
B ; B préféré a C ; C préféré a A) que 'on a rencontrés dans
des enquétes psychologiques. Il serait intéressant de voir, si,
abandonnant I’hypothése de la normalité des courbes, on ne
pourrait pas interpréter plus simplement les faits observés
qu’en supposant une « inconsistance » des préférences ou une
impossibilité de classer simultanément les objets proposés
parce que ceux-ci relévent de plusieurs dimensions (points de
vue) différents.

Mais a l'intéricur méme de cette contradiction il est pos-
sible de fixer des limites a la non transivité.

L’inégalité

1 < Prob (ab) + Prob (bc) + Prob (ca) < 2 montre que
si Prob (ab) et Prob (bc) sont plus grands que 3/4, Prob (ac)
est au plus égal a 1/2.

On pourrait traduire ceci d’'une maniérc moins précise
mais plus parlante cn disant que si A est statistiquement trés
inférieur a B et B trés inférieur a C alors A est statistiquement
inférieur a C.

Autrement dit encore, la relation d’ordre statistique est
transitive lorsqu’elle n’intervient qu’entre des objets assez éloi-
gnés les uns des autres sur leur échelle commune-:

Une deuxi¢me limitation de la non transitivité se ren-
contre dans le cas ou 'un des objets A est toujours inférieur
a Pautre B c¢’est-a-dire quand Prob (ab) = 1.

On démontre alors que si B est statistiquement inférieur
& C il en est de méme de A.

Autrement dit, quand la relation « statistiquement infé-
rieure » est dans son cas limite de « toujours inférieur », elle
redevient transitive.

On doit cependant remarquer que « A toujours inférieur
a B » et « B statistiquement inférieur a C » n’entraine pas

A toujours inférieur a C
mais seulement
A statistiquement inférieur a C
comme le montre ’exemple suivant (fig. 5).
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fl‘elque nces

100 % _

-

75 %% L

50 9oL g
7% 77 B AN

25 0/04,. A N
L
0% f / \C\ / \

4 2 3 4 5 Niveaux

16, 5. -- Ic¢i on a
Prob (ab) =: 1,60
Prob (ac) = 0,
Prob (be) = 0,

Retour a Uexpérimentation.

I serait fastidicux d’insister plus longuement sur les pro-
pri¢tés nouvelles (plus riches) de la relation statistique
d’ordre.

On indiquera encore quelques possibilités d’expérimenta-
tion permettant de controler directement la théorie dévelop-
péce ici, expérienees en cours que I'on espére pouvoir exposer
ct discuter dans un travail ultérieur.

Test d'indépendance.

On part des égalités du type

Prob (abx) + Prob (axb) + Prob (xab) = Prob (ab)
vraies quelque soient les objets A. B et X.

Il est possible, en faisant classer aux sujcts les triples
d’objets A, B, X A, B, Y A, B, Z... etc.. d’obtenir plusicurs
estimations de prob (ab) qui doivent étre égales, si les hypo-
théses d’indépendance sont valables dans le cas étudié.

Test de normalité.

Tout d’abord en se propose de rechercher systématique-
ment des ensembles effectifs d’objets donnant lieu a4 unc non
transitivité de la relation d’ordre.
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Uanire part, pour tesler directement la normalit¢ des
Iéparitions dans le cas des expériences psycho-physiologiques
1l estsoavent possibie d’utiliscr la méthode suivante :

tn donne & classer & un sujet 4 objets A, A’, B, B’;
A etV d’une part, B ¢t B’ d’autre part étant égaux entre eux
du peint de vue de Pexpérience.

~ix classements sont évidemment possibles pour le triple

AN, B-AAB
A B A - AB A
B,AA - B AVA
Pair définition, Ies deux classements situ¢s sur chacune
des ligines ont la méme probabilité, respectivement :
Prob (aab), Prob (aba), Prob (baa)
On « la relation :
2 Prob (aab) -+ Prob (aba) = Prob (ab)

De méme avee le triple B, 3" ¢t A on a :

2 Prob (abb) -+ Prob (bab) = Prob (ab)

Sur les dix degrés de liberté de 'expérience (5 relatifs au
lriple A, A’, B ¢t 5 relatifs au triple A, B, B’).

-—— 6 servent a comparer les deux estimations de
Prob (2ab), Prob (aba), Prob (abb), Prob (baa), Prob (bab),

— 1 permet de comparer Pestimation de Prob (ab) duc &
Fexpérience avee A, A’ et B avee celle duc a A, B et B,

-— Les deux suivantes, dans Uhiypothése de la normalité,
permettent d’estimer les deux rapports ¢ A/d ¢t @ B/d ou d
désigne Ia distance des moyennes des répartitions de A et de
B et oA et o8 les déviations standards de ces mémes réparti-
lions.

Il reste done encore un degré de liberté pour tester I'ac-
cord de la théorie avec I’expérience et cela sans que le sujet
ait eu A effectuer de démarches plus complexes que le classe-
ment simultané d’un triple d’objets.

RESUME ET CONCLUSIONS

On a exposé le modéle probabiliste classique servant a
expliquer le mécanisme des relations aléatoires d’ordre.

On en a déduit la définition d’une « relation statistique
d’ordre » non toujours transitive dont quelques propriétés,
parmi les plus immédiates, ont été soulignées.
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Enfin on a suggéré des expériences de controle dont les
résultats seront présentés et discutés dans un travail ultérieur.

Section de Laboratoires du Ministére de la Santé Publique
au Centre d’études du Bouchet.
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