ALGEBRE. — Un treillis universel des géométries projectives.

Note de M. Marcer PauL ScairzexserGer, présentée par M. René Garnier.

On dira que le treillis modulaire % est un treillis universel des géométries
projectives si le treillis €, des variétés linéaires de I’espace projectif a n dimen-
sions sur un corps K est, quel que soit le corps simple K, une image homo-
morphe de & pour les opérations de réunion et d’intersection. Cette définition
est satisfaite en particulier si % est le treillis modulaire libre & n—+-2 géné-
rateurs. On montrera ici que :

Une condition nécessaire el suffisante pour que les n—+-2 éléments x;
engendrent un treillis universel des géométries projectives ne possédant aucune
image homomorphe distributive non triviale, est qu'il existe n -+ 2 éléments x;
tels que : 1° @;= p; pour tout 7, ou les p; sont des polynomes latticiels en les a;,
dont on donnera l'expression ci-dessous; 2° I'un au moins des segments v,
(définis ci-dessous) ne soit pas dégénéré.

Notations. — i, j et k sont trois indices génériques distincts de I'intervalle

I =11, n+ 2]. E(respectivement : E’) désigne I’ensemble des couples d’indices
distincts de I (respectivement : de I — ). On pose
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et enfin p;=q;Us.

1° La condition est nécessaire. Soient x;(¢€I), n+ 2 hyperplans a n —1

dimensions d’un espace projectif a n dimensions et y ;= n .&; leurs inter-
i€l—j—k

sections n a n. On vérifie que si tous les y, sont distincts, ce sont des points et

que l'on a en posant z;=a; :

F==§;=—3S5; ;= ;== q;== Pi} Vik==Sjr=Tjk.
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2° La condition est suffisante. Les calculs sont simplifiés en observant que
d’aprés une remarque de Whitman (*), les s5; sont distributifs, c’est-a-dire
que f(a;Us;) = f(a;))Us;quel que soit le polynome f( ). On prouve ensuite :

a. siUspCrjCsy d’olt ajNry == s.

Comme s;,Ca; pour tout i€l — j— £, on peut appliquer la loi modulaire
successivement a chacun des termes a; (i'5%7) du monome s; dans l'expres-
sion s;; N ¢; qui est donc égale a a;N (s;;Usi), d’ott :

rig== S,'kh( n (Si;USik)>:S/kﬂ< n (ttkUsik)>-
i€l—j—k i€el—j-—k
b. S1F est une partie de E et F la fermeture d’équivalence de F :

U re= L}_ Te.

e€F e€F
Par symétrie il suffit de montrer que r;Cr;;Ury. On utilise la derniére

expression précédente et, avec l'aide de la loi modulaire, on obtient en
regroupant les termes

ire
T—i—j—£k /
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d’ou le résultat, puisque chacune des accolades est en relation D avec
P’accolade correspondante de
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c. ¢gjnrj=s;. (riuCyq, entraine 5,Cq; et, d’autre part, pour tout e€E’:
reCs.C aj).

d. On écrit §,, s, . ... p, pour représenter le polynome correspondant,
mais ou les a; sont remplacés par les ¢;. On a :

o t v
Tik==Tjk € 94 =4;

(giC a; entraine s, Csj et r; Cgq; entraine qi 0 $j5==T'j; donc Sp== Ty, L= ¢y,
etc.).

e. Impossibilité d’une image homomorphe distributive non triviale. — Tous les
segments tels que 1;==[¢;Us; r] sont projectivement équivalents et équivalents

(") Amer. J. Math., 65, 1943, p. 79-96.
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aux 1==|5; Usk; rj)- ((qju $)Nrj==15;Us; el ¢;Us\Urj=r entrainent I'équi-
valencede[q;Us; r]etde[s;Usi; rj]. D’ou le résultat puisque 7; est symétrique
enles q;(i€l—j) et v, en a; et ak).

Dans une publication ultérieure on envisagera certaines conséquences des
résultats précédents dans la théorie des lois universelles des treillis modulaires.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 239, p. 1754-1756, séance du 20 décembre 1954.)
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