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THEORIE COMBINATOIRE
DES RELATIONS BILINEAIRES CLASSIQUES (2¢ partie) (%);

PAR M. Marcir Pavt SCHUTZENBERGER.

Dans la deuxiéme partic de ce travail, il sera toujours fait I’hypo-
these que I'ensemble des droites de la RBC considérée est connexe
pour la relation 7, ce qui élimine les divers cas tératologiques que
nous avons discutés dans la premiere partie. Dans la section 9, on
établira certaines conditions générales sous lesquelles le treillis
des fermés d’une RBC est semi-modulaire ou modulaire. En appli-
cation (section 10) on ¢tudiera les RBC dont le centre n’est pas vide
et on montrera qu’elles se ramenent a des structures plus simples.
Dans la section 11 on établira une identité formelle qui est la
restriction aux RBC de l'identit¢ de Dedekind valable pour les
treillis modulaires. La section 12 est consacrée aux ensembles qui
sont la fermeture d’un systéme de points non singuliers deux a deux
conjugués : géométlriquement ce sont les espaces vectoriels uni-
taires ou orthogonaux et 'on parvient & montrer que le treillis de
leurs fermés est effectivement un treillis modulaire. Enfin dans la
section 13 on étudic les RBC qui ne contiennent que des points
singuliers et qui sont la traduction abstraite de l’ensemble
des vecteurs de norme nulle d’un espace orthogonal ou uni-
taire. Le résultat essentiel est que, moyennant des condilions
assez pcu restrictives sur la hauteur de la structure considérée,
celle-ci peut étre plongée dans un espace vectoriel qu’elle
détermine univoquement.

9. Ensemble pseudo discrets.

Définition. — Un fermé I’ contenant au moins deux points
distincts non alignés sera dit pseudo discret si pour tout @, beF,
alb entraine (a + b)FF* 3~ .

(1) Cf. Bull. Sc. Math., (2), t. 79, 1955, p. 12-32.

SCHUTZENBERGER. 1
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Un fermé G sera dit « régulier » si quel que soit AcG, A"
n’est jamais pseudo discret.

L’exemple le plus simple d’ensemble pscudo discret est évidem-
ment nn ensemble discret fermé qui n’est ni un point unique ni
une droite spéciale. Tout aussi évident sont :

9.1. Une condition suffisante pour que G soit régulicr et que
G contiennc deux doublets conjugués.

En effet, si les deux doublets sont & et b, apb et comme
ap'a et b*(a--b)=:a, a--b ne peut contenir aucun point
central dans G* et, a fortiori, dans A*> G".

9.2. Tout ensemble complet est régulier.

9.3. Une condition nécessaire pour que ensemble @, A™ ne
soit pas connexe pour A est que A™ soit pscudo discret de
centre @"A™.

1l faut montrer que quels que soient y et y' dans « A, il
existe une suite finie de points yy, s, ..., ¥» appartenant tous
aa, A" ettels que y2ys; yaidya; .o, ¥ady' sia”AM ATAM

L’¢noncé est trivial quand A™ est discret ou quand A ca’.

vy . "
Supposons donc qu’il existe une droite 2 +-y avec y ca,A™. On
peut choisir 2 de telle sorte que z=:a"(z +4-y). y est en rela-
tion X avec tous les points de y*A** et aussi avec tous ceux de z, A
car, si z appartient a ce dernier ensemble, u == z"(z +-y) n’est
pas conjugué avec @ et 'on a : soit u=:y ct zAy;soitzAuetudy.

Prenons donc maintenant un point y c 2"y,. Si @A™ contient
un point # Cz,, on a sirement Ay : en eflet soit £ un point de
z -y distinet de z et de z == 2" (z +- p). Soient, en outre,

z=2"(Z+Yy) et u=10(z+ 3).
u est distinct de Z el n’est pas conjugué avec @,
On a donc
¥yt (ouy =t); thu; urz (ouu=3) Zhy (ouz=y).

Par conséquent, @ A™ ne peut conlenir une paire de points

distincts { ¥, ¥ } qui ne soient pas en relation A que si A" d la
fois est singulier et est conjugué avec tous les points de a A™.
Comme, en outre, s'il existait un point # central dans A™, mais
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n’appartenant pasa a,, on aurail yAu 1y, on a bien prouvé que a* A™
doit étre le centre de A. On pourrait montrer au moyen de
I'énoncé suivant que la condition est aussi suffisante, mais nous
n’aurons pas besoins de ce résultat.

9.4. Si a’B"#B*B", il correspond a tout cca -+ B aligné
avec a, un point b de B tel que cca —+- b.

Soient 2 c @, B* séparant @ de B el b = 2" (a« +- ¢).

La démonstration se réduit a prouver que b est conjugué avec
tous.les points de B*. Si y, aligné avec z, est un second point de
a,B*, z=:a"(x+ y) est contenu dans "B, donc conjugué avec b
puisque par construction,

bca-+ cca-+B.

La droite -~z est donc en relation ¢ avec la droite a b
et b=:(z -+ z)"(a--c) est conjugué avec y. Or, par hypothese
(9.2), a,B* est connexe pour A, donc b est conjugué avec tous les
points de cet ensemble.

9.5. Si'B est contenu dans 'ensemble polaire du doublet % et
si @ B*z# B*B*, alors

2 (5 4+ B) = B,

1° Supposons d’abord que @ =:« soit un faux doublet. Tout
point ¢ de a’(a - B) est aligné avec a et, d’apres 9.3, il existe
pour chacun d’eux un b c B* tel que
b+ a=c-+-a.
Mais puisque @ d =: g,

a'(a+b)=0b=c.

2° Soient mainlenant @ et @ deux points singuliers distincts.
Montrons d’abord que ¢ c & (& -+ B) entrainecca -+ B:s’iln’en
était pas ainsi il existerait z ca*B*¢c, puisyca’ (a+ 2) Az ety
appartecnant & &'B* serait conjugué avec ¢, ce qui ne se peut
puisque c¢*(a +- ) est le point unique a. Maintenant, @ étant
singulier appartient au centre de @ -+ B et est donc aligné avec tous
les points de cet ensemble.

Par conséquent, toujours d’apres 9.3, il existe b c B** tel que

cca—+b et c=b=a*(a+b).

SCHUTZENBERGER. 1.
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9.6. Unc condition nécessaire pour que b*A™ Ea’A™ =A™
est que A™ soit pscudo discret et que son cenlre soit contenu
dans b".

On peut écarter d’emblée le cas ot A™ serait discret. Ecrivons
la partition

A=XuTuYuUZ,

ou X est 'ensemble des points de b*A** alignés avec au moins un
point de Y =: @"A¥—-b*A™; T=:0"A"— - X et Z=A"—-a" A"
et convenons que les minuscules z, y, ... désignent des points
génériques de 'ensemble représenté par la majuscule correspon-
dante. Par hypothe¢se, ni Y ni Z ne sont vides. Comme toute
droite de A™ contient au moins un point conjugué avec b, il existe,
si A™ n’est pas discret, au moins une droite D telle que a*D =D
et b'D = D. Done X = g.

Si z est aligné avec un point d’une droite z - -y que nous
désignerons provisoirement par u, v doit étre le point a*(z + y)
lui-méme, car sinon on aurait z C a*. Mais, en outre,

u =z, car a*(z+ y)=b"(x+y)
et z -y par hypothése ne contient qu'un seul point conjugué
avec b.

Donc XpZ et Zo'Y. De plus, XpX, car si #1542, 21 élant
conjugué avec deux points z et z, de - z est conjugué aussi
avec 2. De la méme maniére, YpX, car on vient de voir que
y (x4 z)¢ 7.

Enfin, TpX et Tp'Y, car sinon ¢'(z - y) serait un y et 'on
aurait ¢Ay. De méme, Tp’Z, car si ¢--z était une droite il y
aurait au moins un y tel que ypz ou ypt¢. Donc X est le centre

de A** et toutes les droites de A contiennent au moins un point
dans X.

9.7. Quels que soient @, b ct I,
bd¢a+ F £ F* entraine ad¢ b+ F
si I'une des quatre conditions suivantes cst satisfaite :
1° F est régulier;
2° acFeta'a=g;
3 acF eta’a=—aetbca’;
4° acF eta’a=aetb’b=5bcl".
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Par dualit¢, il suffit de montrer que si 'on avait b'F* ca’ on
ne pourrait pas avoir &' F* € 5"F*, Le résultat est donc établi dans
le cas 1°, puisque par hypothese

a*F*= I,

Dans 2°, il existe y ca'F*b, et la droite a -y est, soit hyper-
bolique soit parabolique de centre y. Le point z == b (@ +- y) est
donc distinct de y, il n’appartient pas au centre de F* et comme
il est conjugué avec I, b, mais non pas @, on a bien a¢ 6 F.

Dans 3°, il existe en outre z cF* ¢, et, cette fois,

z="0"(z+ 3" (a+y))cF*b*a,.

Enfin, 4°, soit G une partie fermée de F** telle que a - G*F
et qu’il existe fcF avec f+ G=:F. Soit uc G'a"b,. On a encore
z=f*"(b+ b*"(u+ a))cF*'b*a,.

Il résulte de 9.7 et des propriéiés générales des treillis semi-
modulaires :

9.8. Tout fermé régulier est semi-modulaire, et I’ensemble
polaire de tout ferm¢ régulier est semi-modulaire dual.

9.9. Tout fermé singulier R == R*R est modulaire.

En effet, d’apres 9.5, R est dualement semi-modulaire et
d’apres la condition de 9.7 il est aussi semi-modulaire.

Enfin on a :

9.10. Si A™ régulier contient un point non singulier z tel que
a*A™CS(A),
alors
2* A% = S(A).
Supposons qu’il existe un point singulier ¢ n’appartenant pas
a 2" A™ et soit @ un point de ce dernier ensemble. On a certaine-
ment ¢pa, car sinon z* (¢ +-¢"(a - x)) serait singulier, les deux
droites a-t-z et ¢ 4 - ¢" (@) étant paraboliques. Donc z"A™ c ¢".
Mais comme ¢ est singulier v C ¢*A™* et 'on a

z* A**C o* A", w* Ai*?_/ U*A" et V*A";Z A**,

qui est impossible puisque A est régulier. 11 n’existe donc aucun ¢
singulicr en dehors de #*A™, ce qui achéve la démonstration.
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10. Ensembles fermés de centre non vide.

Définition. —- A étant un fermé tel que g *R=-A"A =" A, on
écrira a0b, si et sculement si (a+ )R ¢.

10.1. La relation «0b est une relation d’équivalence entre
points de A —R.

Remarquons d’abord que si aubcA—R et (a+b) R+ g,
@ -+ b est une droite parabolique ou singuliere contenant un point
unique r ¢ R et que @ + r =" b +-r entraine ' r*=-b"r", d’oq, en
particulier, a* A == b"A.

0 étant ¢videmment symétrique, il suffira de montrer que 00
et b0c entrainent alc ou encore que

mca-+b et 19 C b +c(rys£ o, ry, r2€R)

entrainent I'existence der; c R (@ +4-¢).
Posons
r=a*(ri+ry), ot zcCa'ctry.

On a

rcryt+a-+-c=ri+ b+ c=ri+ ro—+c.

Comme r - ry Ca*c”, mais
rcarctry, rra*c* # (a*c* ) (a*ct),
on a (d’apres 9.7)

a+c=r+a=r-+c, c’est-a-dire r=r;.

10.2. A étant un fermé tel que g A*, A"Rz£A™, il
existe un fermé BcA™ de centre vide tel que tout point de
A—-~+(BUR) soit contenu dans une droite unique de la forme
r-+b,ourcRetbcB. On appellera B un « noyau » de A. Si
rcRz, (zcl), tout point @ de A appartient & une droite r +-c,
ccz'A, puisque A—rci[r].

Donc A=:r~-z"A et z"A contient un point au moins dans
toutes les classes de A —- R selon la relation o entre points définie
par uae si, ct seulement si, ©*A == ¢0*A.

Plus généralement, si les r; forment une base indépendante
de R et st les z; sont tels que pour tout Z et &/(£4¢") rip'z; et
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"
ripzi, alors on peut trouver un B = <Uz,~> A par induction au

moyen de la construction précédente et 'on vérifie que B ne con-
tient qu'un point de chaque a-classe en observant que si @' et a
(@'aa) appartenaient & B, ce dernier ensemble contiendrait le
point (¢'+ a)R de R, ce qui ne se peut pas, puisque BR = ¢.

10.3. Quel que soit le point z, si B est un noyau de A,

x*A = AR + 2*B.

En effet, a tout @ c2*A correspond par la construction précé-
dente b ¢ B et zpa et zpr entrainent zpb.
Enfin :

10.4. Si A est régulier et si B et B' sont deux noyaux de A, B
et B’ sont isomorphes.

On peut évidemment se limiter au cas ou B=:7Z"A, B=:7"A,
7, et 7/ ne différant que par un seul point (Z=:Yvz, Z'=: YU 2.

Si d et G sont respectivement un point et sous-cnsemble de B,
on sait (9.3) moyennant hypothése que A soit régulier, que
dc G équivant a r +-d cr —+ G; par conséquent, si

d=z3*(r+d) et C'=2z"(r+Q),
on a
d+r=d+rcC+r=0+r,

c’est-a-dire d' c C.
Il résulte donc finalement :

10.5. Si A de centre non vide est régulier, son image homo-
morphe par 0 est la somme directe de son noyau avec un point
singulier (qui est I'image de A*A).

11. Ensembles normaux.

Définition. — - On dira que T est une « base normale » (sous-
entendu : de sa fermeture T*") si la restriction de & a (T, p) est
identique & la somme directe de / points singuliers indépendants
(formant la « partie centrale » de T), de » points non singuliers
et de m doublets vrais. T (et, par extension, T*) sera dit
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« acentral » si l =0, « symplectique » si n'=:0, .« orthogonal »
si m —=: 0.
Une définition équivalente serait :

Un ensemble de points T est une « base normale », siles points
de sa partie centrale sont indépendants et si & toutpoint ¢ c T~ T*T
correspond un point unique 7 tel que

T tct.

11.1. Loi modulaire orthogonale. — Si A est la fermeture
d’une basc normale T et si A--B est régulier, on a identi-
quement

A*(A+ A*B)=A"A + A*B.

Le résultat est déja prouvé (9.4) quand A est un doublet et il
est trivial quand A est un point singulier unique. Procédons par
récurrence sur la dimension de A -+ T** en posant

T= T1 CTz, avec T1 N T2= o, T1 PTQ

Il vient

A*=TiT;, A+AB=T+T{(TiT,+ TiT;B)
et, par hypothese puisque T; T;=-T},
TITy(To+ TI(Ti T+ TITB)) = T(T{ Ty + TI(T] Ty~ T TIB))
=T (To+ T(T; T T+ T{T;B))
= T3 Ty+ TiT,+ T T:B
= T*T4(Ti— Ty) + T TEB.
La dernie¢re égalité découlant de

TiTy+ TiT = T3 To+ TET;Ty= T5(To+ TITy)
= T3(T}Te+ T} Ty) = T3 T;(Te+ Ty).

De 11.1 se déduisent une série de conséquences qui seront
d’un usage constant par la suite.

11.2. Si P régulicr est la fermeture d’une base normale T, son
centre est la fermeture de la partie centrale R de sa base.

11 suffit de poser A=: R* et B=:T —-R et de vérifier par récur-
rence que B"B =: g.

11.3. Toute base normale est une base indépendante.
Soit ¢ un point quelconque de T.
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Silon avait ¢c (T~ ¢)*, ceci entrainerait (T —-¢)"=-T", ce
qui est impossible, car :

Si ¢ appartenait a la partie centrale R de T on aurait encore
tc(R--t), ce qui ne se peut puisque les / points de R sont
supposés étre indépendants.

Si ¢ appartenait a T— R, il existerait 7 formant doublet avec
lui et 7 serait central dans (T'—-¢)™ et non dans T*".

11.4. Si P, régulier, est la fermeture d’une base normale Ru S
ol R est la base de centre de P ¢t S celle de son noyau Q, la hau-
teur du centre de 2" P est

ht(R)+-1 si Rca* et (z* Q) 2*Q =R g,
ht(R)—-1 si Rd¢a* ct (z*Q)2*Q =g,
ht(R) dans les autres cas.

On a, d’apres les résultats établis dans la section 10,
(z*PYz*P =a2*R+ R/, avec z*RnR'=g,

il suffit donc de montrer que I est de plus un point, ce qui est
évident en écrivant Q =: 2" Q - s (si " Q 4 Q), car si 2" Q conte-
nait une droite D, le point "D serait central dans Q, ce qui est
impossible par définition.

12. Ensembles orthogonaux.

Définition. — A étant un enscmble et 2 un point quelconque,
on dira que la projection de z dans A existe, si A conlient un
point unique a tel que a*A =: 2" A, c’est-a-dire si {z + A)", A est
un point.

12.1. — Si A régulier est la fermeture d’une base orthogonale
acentrale et si zcE—-A, la projection de 2 dans A existe et 2" A
posseéde une base normale.

Le résultat est immédiat si A est une droite hyperbolique non
spéciale. Supposons-le vrai pour A¢(A’) = n et soit A, de hauteur
n -1, fermeture de la base orthogonale S= {s,, s¢, ..., sp}. Si
pour au moins unc droite s;--s; le point z"(s;- s;) est non
singulier, le résultat est vrai car I'ensemble S’ obtenu en rem-
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placant dans S s; par s; = 2" (si--s;) et s; par s, =: 5" (s:--5;) est
encore une base orthogonale de A.

Par hypothese, 2*(S'—-s,)" posstde une base normale S',
donc une base normale de 2*A sera S"Us;. De plus, comme
s;"A =:(8'—-5;)", la projection de z dans A est univoquement
déterminée et est précisément la projection de z dans (S'- -5;)™.

Supposons maintenant que tous les points z”(s;i-+- s;) soient
singuliers et considérons en particulier la partie G de A fermeture
de {soUs1 US|

Soient

sy = 2*(so+ $1) et Sy = &*(S0+ S2),

s7"C est la droite parabolique sa—-s, et y = s (s, s2) est un
point non singulier. Par construction, y*C contient les deux
points distincts s, et s;, donc y*C = 2"C el y est la projection
unique de 2 dans C. 8'=:S—-(s,Us Us,) forme avec y, s, et s,
une base normale de A. Donc, si S” est une basc normale de
' (y -8, S"us|us, est une base normale de z*A et la pro-
jection de 2 dans A est encore définie univoquement comme la
projection de z dans (y U S")™.

12.2. Si A régulier est la fermeture d’unc base orthogonale
acentrale, il existe au plus un point unique » de A tel que ©*A ne
posséde pas de base orthogonale. Dans ce cas, u*A est 'ensemble
S(A) de tous les points singuliers de A.

Considérons d’abord le cas de A =:so--$y-- a2, el supposons
que les trois points @’ (s;+ s;) soient singuliers. On a vu que a est
lui-méme nécessairemént non singulier et nous distinguerons :

1° a’AcS(A);

2° @A contient au moins un autre point non singulier b.

Dans le premier cas, on sait (9.10) que a’AcS(A)eta’a=0
entrainent a*A =: 8(A); a est donc unique. Dans le second cas,
on montrera que 'on peut construire une base orthogonale de A
contenant a.

Pour cela on distinguera encore :

21. s;(@--b)=u est singulier. @"(s,-1-u)=:u est non sin-
gulier (puisque so-- & est parabolique), mais ¢ étant conjugué
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avec a el u lest aussi avec bca - u el {a, b, ¢} est bien une
base orthogonale de A.

22. s;(a-+b)=:u est non singulier. Soit ¢ =:u"(si--s2),
{ S0, &, ¢} esL une base orthogonale de A. u*(a--b)=:w est un
point non singulier de so-{-v et ¢=:w"(so--¢), non singulier
étant conjugué avec u et v 'est avec a ct b et forme avec ces deux
derniers points une hasc orthogonale de A.

Observons que dans le cas 1°, puisque « est unique, loute
intersection z"A est une droite (hyperbolique ou parabolique),
sauf quand la projection de 2 dans A est @. Donc

z*n(a*nC) = a*n(z*nCG) = un point,

donc a*CG =5, -+ s, est une droite (hyperbolique spéciale).

Revenons au cas général et supposons le résultat 12.2 établi
pour At(A') =~ n. Le résultat est encore vrai pour At(A)=:n+ 1
si I'un des points 2"(s;-}-s;) est non singulier ou, dans le cas
contraire, st 'une des intersections 2" (s;-t- s;-t- s;) est une droite
hyperbolique non spéciale. Reste donc le cas ot

2*(So~+ S1+ $2) = §) + S5,

par exemple ne contient aucun point non singulier. Si la base

normale S"=: 2" A contient encore un point non singulier z, mon-

trons que 'on peut remplacer dans S" le triple de points {s}, s,, u}
. . 7 ” " -

par un triple de points {s, s}, s;} ayant la méme fermeture,

mais formant une base orthogonale : pour cela prenons pour s)

un point (non singulier) quelconque dans (v —+-s,)— u. Soient

sh=s (sh+ u) ct v = u*(s]+ sy),

¢ est singulicer et s} non singulier. Soit enfin

RS

so=S81"(v 4+ w).

s, est non singulier et étant conjugué avec s; et ¢, il I'est aussi
avec s3, ce qui ¢établit le résullat. On peut donc se limiter au cas
ou S" ne contient que des points singuliers. Mais dans ce cas par
hypothese il existe un seul point dans As)"s," qui satisfasse aux
conditions et le résultat est donc établi.

La discussion précédente permet donc de conclure :
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12.3. Tout ensemble régulicr fermeture d’une basc orthogonale
est modulaire.

Le champ d’application des résultats précédents est considéra-
blement étendu si 'on admet la possibilité de trouver au moins un
point singulier sur toute droite hyperbolique.

Définition. —- 1ensemble A sera dit « Pythagoricien » si
quel que soit « non singulicr ¢t b quelconque dans A, il existe au
moins un z non singulier dans b tel que 'on sache trouver
un point singulier ¥ dans a |- 7.

12.4. Si a est un point de 'ensemble pythagoricien A, a est
aligné avec tous les points de A — a.
Soient, en effet, b, x ¢t u comme dans la définition et

c=z*(u+u(z+b))cx*(z+a+b)=a+ 0.

w n’étant pas isolé dans u - a est central el ¢ élant conjugué
avec u et z est conjugué avec . Donc

a -+ b = a + ¢ = une droite.

12.5. Tout fermé pythagoricien A posseéde une base ortho-
gonale.

Comme d’habitude, on peut supposer que A*A >~ g clS(A)£A.

Procédouns par récurrence en faisant hypothése que 'on a déja
obtenu une base orthogonale S; de hauteur n d’une partie
fermée B de A dont le centre contient au plus un point r. Soient
S1y S25 -« ., Su, les points de S'=:S;—- 578, el @ un point quel-
conque de A —-B. On construil successivement

ar=s;(a+s1), ay= s;(ai-+ $2) et ap=s,(@n—1+ Su)

et I'on vérifie que «; est conjugué avec tous les s; (7 =7 7).

Donc S U a, forme une base normale de S, + «.

Si S;=:8), le résuliat est établi. Si S| =:S,ur (r, central), il
est toujours possible de choisir initialement @ non conjugué avec r
puisque A*A = @) et que @, est aussi non conjugué avec 7. St @,
est non singulier, @,-|-r est unc droite hyperbolique et une base
de Sy a est, par exemple, S\ va, v a,(r+ a,).

Si ‘a, est singulicr, considérons, par exemple, le fermé
T =r--a, si. On a vu plus haut comment trouver une hase
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orthogonale acentrale de T et le résultat est enfin établi dans tous
les cas.

Remarque. — - La discussion qui méne aux énoncés 12.1 et 12.3
n’est rendue délicate que par la nécessité d’éliminer les cas ou
existent des droites hyperboliques spéciales. Géométriquement
ces difficultés correspondent au cas ou le corps de base serait un
corps modulo 27 qui présente aussi des particularités notables
dans I'étude des groupes classiques.

13. Ensembles symplectiques.

Dans cette section il sera toujours fait ’hypothése que E est
une RBC réduite a I’ensemble de ses points singuliers.

13.1. A=:A", régulier et de centre vide étant la fermeture
d’une base symplectique et  étant un point quelconque de E —A*,
on peut construire une bhase symplectique

S=S8vunu?
de A telle que

xz*A =8S'viiva, avec aci +7.

Procédons par récurrence sur le nombre des doublets d’une
base de A contenus dans 2*. Soient deux doublets § et ¢ tels que =
ne soit conjugué ni avec s ni avec ¢. Posons

S=a*(s+1t), §F=a*G+1t), t=t =5(s+s(+17)).

On a

~r *
s

~2

ca et V4t =54

La construction précédente permet donc a chaque fois
d’augmenter le nombre des doublets indépendants conjugués
avec x et il ne reste a discuter que le cas ou un seul doublet ¢
n’est pas contenu dans z".

Deux possibilités existent :

1° z2°(¢ +-¢) = un point r; dans ce cas z'A est la fermeture
de ru (S—-¢) et admet le centre r. Ceci se présente en particulier
chaque fois que 2 C A puisque alors r = z;
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2° 2" (v - ¢)=:¢. Soient
ficaxt, zcu+v— (fiud)y, a=x*(z+2(u~+7v)).

Par construction,
acl+ ¥; ad (S —-v)*

et le résultat est établi. On obscrvera que cette construction serait
encore possible si 2" (¢ --¢) 54 ¢. Enfin, si A est complel (c’est-
a-dire si ¢ +-v est une droite hyperbolique spéciale), on peut
loujours se ramener au premier cas ct démontrer ainsi que A est
modulaire.

Dans le cas général, les choses sont sensiblement plus compli-
te) b]

quées el nous aurons besoin de toute une série de résultats préli-
minaires avant d’arriver au théoréme.

Etant donné A de centre vide, fermeture d’'une base symplec-

) ymp
tique de¢ hauteur au moins égale a 6, on supposera qu’il est
8 ’ p

possible de trouver dans E une base P et une base Q toutes deux
de hauteur au moins égale a 4 et telles que SUP U Q soil aussi
une base symplectique. On posera

B=(S+ P e C=(S+Q)™
Evidemment, A est végulier et est Uintersection de B et de C.
On définiva une relation d’équivalence o entre points de K par
rayha*A =y*A
et 'on rappellera que par o[ 2] on entend la a-classe de 2, c’est-

a-dire I'ensemble des y tels que zay. Enfin il sera commode de¢
distinguer trois types de points de K :

1° Les points a-équivalents a @, c’est-a-dire les points -z tels
que A cz’. Leur ensecmble forme une seule a-classe et, d’aprés la
loi modulaire orthogonale,

a[p]nB = P*.
2° [es points « réels » formant 'ensemble R (1)
zeR(E)x o d¢ a[o) et ala]lnA=2#0.

D’apres 13. 1, en effet, si A¢ 2", ou bien 2 A est de centre vide
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(et, par conséquent, il n’existe aucun @ C A tel que aax), ou bien
il existe un point unique (disons Z) qui est le centre de 2" A tel
que 2*A =: Z"A. Les réels sont donc les points qui possédent une
projection # dans A.

3° Les autres points de K seront appelés « virtuels ».

Nous établirons maintenant :

13.2. p étant un doublet de P et b un point de
(S+ py*—(p*us™),

z € R(E) est équivalent & z*p** 5~ (.
En effet, si

|

S=8'vuFug,

le point Z*(z-+-&) appartient a j* et, réciproquement, si
xpp cp*, le point p* (2 + p) =- & appartient 4 A.

13.3. Quel que soit z, I'intersection «[2]B contient au moins
’

un point b et
(a[#]AB)UP*= b 4 P.

En particulier, si z € R (E),
(«[z]nB)uP* =2+ P.

D’aprés 13.1, 2" A (si 2 ¢ A") est 6gala '+ & - a, ot aCc & +-F
et o S'U & U T est une base symplectique de A. Or

a[2]AB = (2* AYB = (S'+ & + a)* (S'+ G+ P+ P) = a*(¥+ P).
De nouveau, d’apres 13. 1,

a(P+P)=(P—p)+p+0b,
ot b c p--¥ appartient & [ z]. Incidemment on a montré :

13.3 bis. Quel que soit le doublet  dans A*, et le point z€E,
alz]n(A +p)#ga.

13.3 ter. Dans les mémes conditions, quel que soit Fc A*p*,
y non a-équivalent a g et ac (A4 p)—A, il existe
bca[y]n(A+ p--G) aligné avec a.
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En effet, il existe toujours au moins un p C 5 non conjugué
avec . Considérons
ccaf[y]In(A+G)cp*

et la droite ¢ - p'dont tous les points sauf p appartiennent a a[y]-

On a
b=a*(p-+c)#p.

13.4. Une condition nécessaire et suffisante pour que y*z*A c 2
(quand z, y et z appartiennent a B—-P*) est qu’il existe trois
points 2', »' et z/ sur une certaine droite D de B tels que
2oz, y'ayetsaz.

La condition est évidemment suffisante, car ' € y'-- 2’ entraine

Y*E*A =y*3*Aca™ A =2*A.
Dans tous les cas, on sait construire ' et z' alignés (d’aprés
Y > alig p
13.3 ter). Sil'on avait y « z, on aurait aussi z e y et tous les points

de D =: y'+- 2’ satisferaient & la condition.
Si y et z ne sont pas a-6équivalents, mais si

ht(3*z*A) = ht(A)— o,
le résultat est prouvé, car une base de 2*A de la forme av y*z*A
peut étre trouvée et 'on aura
z'=a*(y + 5 )ca[x].
Or si ht(A) > 6, y*A n’est pas pseudo-discret puisqu’il contient
au moins deux doublets conjugués (9. 1) et, par conséquent,
ht(y*z*A)=ht(y*A)—1=ht(A)—-2,

ce qui acheve la démonstration.

Définition. — - z et y étant deux points de B —-P**, on posera
zoyz*nCnaly] # 6.

13.5. La relation » est une relation entre a-classes de B.

En effet, si ' c Gna[y] est conjugué avec z, ce point est aussi
conjugué avec tous les points de x --P > afz]n B. Réciproque-
ment, si y'px, ceci entraine y"px pour tout

y'ca[y'InC=ca[y]InC.
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Une définition équivalente serait donc

a[z]oa[y] (a[z]nB)e(2[¥]nC).

13.6. w est une relation symétrique. — Supposons d’abord
que y est réel. Soit
Y ca[y]lnCcP+ Q.

Comme zpQ, zpy' et 2p7 sont équivalents. Donc si 2’ est un
point de a[2]nC, on a

(ely]nB)e(afz]nC).
On remarquera que si x et y sont réels,
a[o]oaly]e 2pP

et, en particulier, a[z]wa[z]. Supposons maintenant que ni z
ni y ne sont réels. On peut se ramencr au cas ou ils apparticnnent
tous deux & A +- 7. Soit encore )’ ca[y[nC. Prenons un point
quelconque a dans y"* 2z A et construisons

z=2z*(a+p)cax*y?, t=p"(z+z)cz*y"™.
z et ¢ sont réels, car p*(z--p) et p*(z - p) appartiennent a A.
Donc y' c z"t" et, par conséquent, y C 2*7. Soient maintenant
Zca[z]nC et t'ca[t]nC
deux points alignés que l'on sait toujours trouver si 2z(G) >4,

('4-¢)na[z]=:2" est un point (13.4) et yc 2'7* entrainant
ycz"t", il vient yp2z', ce qui acheve la démonstration.

13.7. Tukoreme. —- La structure quotient de B par la
relation o est une RBC compléte pour la relation de conju-
gaison o, la classe o[ g correspondant & I'ensemble vide.

Définissons [ 2]+ «[ y] comme 'ensemble des a-classes appar-
tenant 3 w[w[z]nw[y]], c’est-a-dire

alzlca[z]ta[y]=a2*y*Ccz™
Sizwt et yot, zCx -ty entraine zw¢. Donc

zCx+y entraine «[z]ca[z]+a[y]
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En particulier oy entraine
afz]=a[y]=ol[z]+aly].

Réciproquement, quels que soient z et y, il existe ' et ' qui
leur sont a-équivalents et qui sont alignés. L’ensemble des
a-classes a[s]caf[x]+«[y] est donc en correspondance biuni-
voque avec celui des points de 2’ -y,

Enfin, si a[2] 54 [ y] et quel que soit w cB—-P*, soit ¢’ un
point de a[u]nC. v =:u"*(2'+- y') appartient & une classe qui
est en relation o avec u, ce qui montre que lintersection
alu]n (e[z]+e[y]) n'est jamais vide ou, encore, que B|a est
bien une RBC complete.

( Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques,
2* série, t. LXXIX, Juillet-Aott 1955.)



