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THEORIE COMBINATOIRE
DES RELATIONS BILINEAIRES CLASSIQUES;

Par M. Marcer Paur SCHUTZENBERGER.

1. Introduction.

Nous emprunterons a M. M. H. Weyl et J. Dieudonné [1],
[2] l'adjectif « classique » pour désigner collectivement les espaces
vectoriels munis d’une forme bilinéaire f(z,.y) alternée ou symé-
trique ou antisymélrique et nous nous proposerons d’étudier ces
espaces de facon purement combinatoire, c’est-a-dire sans faire
appel explicitement ni aux particularités du corps de base K
(nécessairement réflexif, néanmoins) sur lequel ils sont définis, ni
a la nature méme de f(2, ) pourvu que le rang de celle-ci égale
la dimension de 'espace considéré.

Dans ce but on partira d’'un ensemble abstrait E muni d’une
relation binaire symétrique p : la relation de conjugaison (ou
d’orthogonalité).

Au cas ou l'on saurait déja que E ést un treillis modulaire —-
c’est-a-dire un espace vectoriel si sa dimension esl finie — un
théoréme bicn connu [3] montre que p, dans des cas assez géné-
raux, découle effectivement d’une forme bilinéaire antisymé-
trique. Nous ne développerons pas les recherches dans cette
direction mais a l'inverse, nous nous efforcerons d’établir en uti-
lisant exclusivement des conditions axiomatiques abstraites sur p le
fait que E est un treillis modulaire, ce qui permet alors d’appli-
quer le théoréme précédent.

Les conditions que l'on introduira successivement sont de
deux types :

D’abord un axiome unique qui définit ce que nous appellerons
les structures de relations bilinéaires classiques (RBC) compre-
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nant, outre les espaces classiques, divers cas particuliers (« sommes
directes », RBG quasi singulitres) dont une étude jusqu’a un
certain point exhaustive sera faite dans cette premicre partie.

Ensuite des conditions de bien moindre portée mais qui déli-
mitent les structures les plus intéressantes ¢’est-a-dire, d’une part
les espaces vectoriels classiques, d’autre partles structures consis-
tant en la restriction de ces derniers a ensemble de leurs ¢léments
autoconjugués (ou singuliers), c’est-a-dire les hyperquadriques
(dans le cas orthogonal) et les hyperquadriques unitacres, lerme
que nous utiliserons pour désigner ces objets mathématiques dans
le cas général.

En effet bien que n’élant en aucune fagcon des espaces vecto-
ricls, ces ensembles se¢ trouvent rentrer dans notre définition des
RBC et étre justiciables des méthodes générales. Dans cette
deuxiéme partic on montrera en outre que moyennant certaines
conditions de dimension ou plus exactement, d’indice de la forme
fondamentale, 1'on peut reconstruire un espace vectoriel a partir
de la seule donnée d’une hyperquadrique unitaire qu’il contient.

Afin de ne pas compliquer Pexposé, —- et surtout les notations
—- par des digressions géométriques, il est peut-étre plus aisé de
résumer icl 'interprétation des concepts combinatoires qui seront
utilisés par la suite.

Soit E d’éléments z, y, ... un espace vectoriel sur un corps
réflexit K dont l'antiautomorphisme involutif sera noté : —.

(E, o= Fakr; £1 = £y pour tout &y, & € K).

Soit f(2, y) == f(y, ) une forme bilin¢aire & symétrie hermi-
tienne sur ExE. SiK est commutatif on obtient le cas orthogonal en
choisissant pour ~ Papplication identique (a=: 2 pour toutxz € K).

Si, en outre, K posseéde ¢ et ¢ tels que e = —1;¢ec' = 1;
¢ ¢, on peut mettre f(x, y) supposée de rang pair sous la
forme [ 4]

n

Al
Zfzi+1 Nat+2—EziraTizrer)

=0

et le cas symplectique correspond donc a la restriction de E a
I'ensemble de ses vecteurs tels que z == z.
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Dans tous les cas on a. en désignant par &, y et z trois vecteurs
g p )

quelconques sauf que les deux derniers sont distincts et non

conjugués avec le premier :

YOy @)= s (f(a a)) =

un vecleur ¢ conjugué avec z et appartenant a la variété linéaire D
fermeture de la base {y, z}. Evidemment ¢ est encore défini de
facon unique si f(z, y)= o puisqu’alors ¢ =: y.

Or cette construction peut étre décrite de fagon abstraite
puisque D n’est autre que la fermeture de Galois [3], [6], attachée
ap, de y Uz, c’est-a-dire I'ensemble des éléments de E conjugués
avec tous les éléments de E qui sont eux-mémes conjugués a la fois
avec y et avec z. Ecrivant de facon générale P* pour désigner
I'ensemble des éléments conjugués avec tous les éléments de la
partie quelconque P de E, la construction précédente s’énonce

(¢f.T):
(I Sia, y,z €k, xq¢y* nz", alors

2*n((V*nz*)*)=un éléement unique t de E.

Cest cette condition purement combinatoire que nous pourrions
prendre comme axiome de définition des relations bilinédaires
classiques.

Remarquons toutefois que §'il se trouvait que

SOy )= /(5 5)=o,

une condition suffisante pour qu'il en soit de méme de tout vecteur
t=:xd+ yp deD serait f(y, z)=:0, puisque

S =2 f(r, )0+ ES (2 )+ K f(y, )+ Lf(z ¥)h

Par conséquent l'ensemble des vecteurs « singuliers » (ou
« autoconjugués ») de E [c’est-a-dire 'ensemble des vecteurs y
tels que f(y, y)==0] est « ferm¢ » (dans un sens évidemment
différent de celui utilisé plus haut) pour I'opération fondamentale
# (0.

Or — et ceci est tout a fait remarquable —- la majeure partie
des résultats subsiste quand on n’impose de satisfaire a (I) qu’aux
couples de vecteurs y, z, singuliers ou non, mais conjugués entre
eux.
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C’est cette forme affaiblie de (I) qui définira pour nous les RBC
et que nous envisagerons par la suite.

On verra d’ailleurs dans la seconde partie que la théoric dans le
cas ou (I) est postulé pour tous les couples de vecteurs est extré-
mement simple et que I'on prouve alors & peu pres directement
que E est un treillis modulaire.

Les conditions dans lesquelles ce travail a été rédigé seront
peut-étre une excuse pour la parcimonie de sa bibliographie.
 Nous demanderons la méme indulgence en ce qui concerne la
terminologie qui est sans doute plus proche de celle en usage dans
la théorie latticielle des géométries projectives [7] que dans les
exposés habituels sur les espaces classiques. En particulier on a
systématiquement appelé « points » les « vecteurs » habituels et
« droite » les « plans » de J. Dieudonné.

2. Notations. Fermetures de Galois.

2.1. Notations (¢f. 9), — On considérera un ensemble E d’¢lé-
ments abstraits (les points) que 'on désignera loujours par des
minuscules, les majuscules étant véservées aux parties de E et les
lettres grecques aux relations. Lorsqu’aucune confusion n’est a
craindre et sauf mention explicite du contraire, il sera entendu
une fois pour toutes que les points «, a;, a', ...; b, b;, ', .. .;
Dy --+» &, ... sont respectivement des points génériques des
ensembles A, B, ..., P, ..., X.

@i, as, ..., a, [respectivement by, bs, ..., x1, 22, ...]
seront toujours des points distincts et @, @/, ... (respectivement
b, b, ¥", ...) pourront éventuellement étre des points confondus.

Quelle que soit la relation binaire p, le diacritique ' en symbo-
lisera la négation et le diacritique — la fermeture de transitiyité.

L’intersection de deux relations p. et v sera souvent écrite (/B
p[P] sera I'ensemble des points  tels que zp.p pour tout p € P
et Pon pourra donc écrire indifféremment : 2P ou z cp[P]. Si
p est symétrique, po[P] abrégera p[p[P]]. On conviendra que si
#[E]= 0, pa[E] =E. 8i p[P]> P, on dira que P est « connexe »
pour . v
Enfin les signes n, U et —- auront leur signification habituelle



»
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en théorie des ensembles, le signe d’intersection n étant d’ailleurs
le plus souvent omis.

Une relation binaire symétrique o, dite « de conjugaison »
jouera un role privilégié. On écrira toujours : P* pour p[P]; P™
pour py[P] et P, pour E—p.[P](si P est un point p, P =p/[p]).
P* sera appelé « Uensemble conjugué de P », et P** « la ferme-
ture de P » I'ensemble P lui-méme étant réciproquement une
base de P*.

Un point conjugué avec lui-méme sera dit « singulier » et
« non singulier » dans le cas contraire.

On posera & (P) =={p:pcP et pcp”|la partie autoconjuguée
de P, =: I'ensemble des points singuliers de P.

Un ensemble dont tous les points sont singuliers et conjugués
entre cux sera dit singulier [=: completement isotrope de (2)].

Un point p, de P sera central dans P s’il est conjugué avec tous
les points de P (p € P*P), I'on pourra dire sans inconvénient que
P lui-méme est central si sa partie centrale (« son centre »)
(P*nP) contient au moins un point.

Inversement, p sera isolé dans P si p*n P est soit vide soit
réduite a p lui-méme. Un ensemble dans lequel tous les points
sont isolés sera dit « discret ».

Enfin la convention suivante sera toujours appliquée : @ élant
un point quelconque, @ désignera :

—-soit @ lui-méme si a gy (E);
—-soit un point quelconque de S(E)ne, si ae S(E).

Dans les deux cas, @ représentera 'ensemble { @, @} que I'on
appellera doublet (faux si a=:a, propre si a = a) et que l'on
pourra dans certains contextes considérer comme un point
unique (!).

2.2. Fermeture de Galois. — L’application P — P**=0,[P] est
une application idempotente croissante de 3 (E) sur un treillis

(1) Ceci se rattache au fait que I'espace vectoriel sur une extension de degré 2
du corps de bas: est isomorphe & un sous-treillis d'un espace vectoriel de
dimension double sur le corps initial mais ou certaines « droites » jouent le
role d’éléments minimaux (« atomes »).

SCHUTZENBERGER. 2
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complet B(E) div « treillis des fermés de E ». On ales propriétés
suivantes que nous nous bornons a rappeler :

1° L’application P*"— (P**)*=P" est un antiautomorphisme
involutif de & (PcQ entraine Q*cP* qui est équivalent a
P Q™).

2° Si P et Q sont des éléments de G(E), c’est-a-dire s’ils sont
tels que P =P et Q"= Q, leur intersection R dans B(E) (qui,
par définition est fermée elle aussi) est identique a leur intersec-
tion en tant que partie de E, c’est-a-dire que R==P"' n Q"".

3° Quels que soient P et Q,

(PVQ)*ﬁz(I)tht)ﬁ=(PttUQt'>ﬁa

est leur réunion S dans G. En général, S = P u Q etl'on réserverale
signe - pour indiquer cette nouvelle opération,

S=P+ Q=P+ Q*=(PuQ)*

que Pon appellera « somme ».

Voici maintenant quelques conventions de langage qui seront
constamment utilisées.

Il sera commode de noter :

* * *
S=P,+Py+.."+ P,

pour exprimer le fait que simultanément :

S=P,+ Py+...+ Py, P*nP**=g¢ et P;cP*

pour toul Z = .

Par définition, 2 ¢ P*" implique I'existence d’au moins z' tel
que 2'p'z et 2’ cP*. On dira que 2’ sépare x de P et que x est
indépendant de P. Si tout point p de P estindépendant de P—p,
on dira que P est une base indépendante de P**.

Q sera dit équivalent a P s1 Q" =P,

P sera une base maximale de P* si, étant une base indépen-
dante, la puissance de ses points est un maximum dans ’ensemble
des bases qui lui sont équivalentes.

On appellera cette puissance « haateur de P » (Z¢(P*™)).

P* sera dit modulaire, semi-modulaire ou semi-modulaire
dual $'1] en est de méme du treillis [, P*], intervalle de B(E).
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On rappellera qu'une condition nécessaire et suffisante pour
que P soit semi-modulaire (respectivement semi-modulaire dual)
est que pour tout ¢y, ¢, Q

~

g1+ ¢.+ Qc P, ¢i1¢Q et ¢:4¢Q + ¢, entrainent ¢; ¢ Q + ¢»

(respectivement Q c P et ¢ cq,Q =* P entrainent ¢; Q54 ¢; Q).

Enfin s'il existe un seul &' c P™ tel que ' P™ = " P** [c’est-
a-dire st («'P*)"P"= (@ -+ P*)P" = un point unique], on dira
que ce point ' est la « projection » de @ dans P**.

3. Relation d’alignement complémenté.

Définition. —- On dira que les points distinets @ et b sont « en
relation d’alignement (complémenté) » et 'on écriva : a d b
(équivalent a b2 a) si:

1° @ + b est lafermeture de la réunion de deux quelconques de
ses points distincls;
2° Quel que soit z € E, l'intersection z*(« -+ &) n’est pas vide.

La fermeture de deux points en relation 2 sera appelée « droite ».
On désignera par @(P) I'ensemble des droites fermetures de
deux points appartenant a Uensemble P et par @, I'ensemble des
droites contenant le point p.

3.1. St D est une dvoite, z°D est, soit D elle-méme, soit un
point unique.

En effet si # el 3 sont deux points (distincts !) de D = a 4- b,
z+-ycs (a--b)entraine zca’y” et par conséquent,

D=2y = a"i*

puisque par définition @ + b =:z + ¥, c'est-d-dire a*b" = 2"y".

De 3.1 découlent immédiatement toute une série de consé-
quences :

3.2. Toute droite est semi-modulaire de hauteur 2.

3.3. L’intersection de deux droites distinctes est soit vide, soit
un point unique.

3.4. Siun fermé contient deux points distincts d’une droite, il
contient celle-c1 tout entiére.
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Considérons maintenant deux droites G et D. Si Cc D" on a
aussi D c C* puisque P —>P* est un antiautomorphisme de G(E)
et 1l suffit pour cela, d’apreés 3.4, que G contienne deux points
distincts de D. S1CD*= cetsic # ¢' c G, Pintersection ¢ D == d,
étant conjuguée avec les deux points distincts ¢ et ¢’ de G appar-
tient & C* et C*D est donc aussi le point unique . Enfin, si
YD =:0, il en est de méme de D*C et il existe une correspon-
dance biunivoque c¢;<>d; entre les points ¢;==d;C de C et
di=zc;D de D. On écrira respectivement CpD, GoD et CrD
pour représenter les trois cas et 'on pourra résumer la discussion
précédente par I’énoncé suivant qui n’est qu'un cas particulier de
la relation générale :

ht(A)— ht(AB*) = ht(B)— hi(BA*).
3.5. Si C et D sont deux droites,
ht(C*D) = ht(D*C).

Ultérieurement il sera fréquemment fait appel au résultat partiel
sulvant :

3.6. Une condition nécessaire el suffisante pour que Gt D est
qu'il existe ¢ et ¢’ dans C et d et d' dans D tels que

ccd, dcece,, ccd,.

En effet, ¢* D ne contenant pas d' se réduit au seul point d qui
ne peut pas appartenir & C* puisqu’il n’est pas conjugué avec ¢'.

En particulier, si U'intersection de G et de D est le point non
singulier «, elles ne peuvent pas étre en relation p et une condition
nécessaire et suffisante pour qu’elles soient en relation 7 est que
les points «"C et @*D ne soient pas conjugués entre eux.

Les résultats précédents subsistent intégralement si G et D sont
confondues.

En outre, si dc D, d'D est soit un point unique, soit D elle-
méme. Par conséquent :

Si d est singulier, il est, ou bien central, ou bien 1solé, dans D;

Si d est non singulier, d*D est un point unique.

3.7. Toute droite appartient @ un et un seul des trois types
suivants :
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Droites singuliéres (D p D) ne conlenant que des points singu-
liers tous conjugués entre eux;

Droites paraboligues (D 7 D) contenant un seul point singulier

central conjugué avec tous les autres points (qui sont non singuliers
et 1solés, dans D —D*D:

Droctes hyperboliques (D)t D) contenant des points singuliers
150lés et des pairves de points non singuliers conjugués entre eux.

Parmi les droites hyperboliques on distinguera les droites
spéctales dont la partie non singuliére est vide et ui ne contiennent
donc que des points singuliers isolés. Géométriquement, les
droites spéciales apparaissent seulement dans les espaces symplec-
tiques et dans les espaces orthogonaux sur un corps de caracté-
ristique 2.

Mentionnons enfin pour la suite la :

Définition. — Un ensemble tel que @ = b entraine a2 b sera
dit complet.

4. Définition des relations bilinéaires classiques.

Définition 1. —- On dira que la structure & == (E, p) formée
d’un ensemble E muni d’une relation binaire symétrique p est une
relation bilinéaire classique (RBC) si la relation p entre points
distincts est unc relation d’alignement complémenté.

Une définition équivalente mettant en valeur I'opération fonda-
mentale z* (@ +- b) est la suivante :

Définition I'. —- On dira que la structure &= (E, p) est une
RBC si pour tout triple de points dans E, z, @, el b tels que ap b,
a b, et 3¢ a’b" I'intersection 5* (@ —-b) est un point unique.

Il est immédiat que T entraine I'; réciproquement, si z et y
étaient deux points distincts de « + b tels que > +-y =@+ b, il
existerait z C 2" y"-—-a"b" séparant « + b de 2z +-y et on aurait
zUy cz (a+-b), ce quiétablit que moyennant I', p (entre points
distincts) est une relation d’alignement complémenté.

Les notions d’isomorphisme ¢t d’homomorphisme que l'on
pourra avoir a utiliser par la suite seront toujours relatifs a la
structure (E, p) d’ensemble muni de la relation symétrique p.
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Par contre, on dira que la partie F de E est une « sous-RBCG »
si non seulement la restriction de &=:(E, o) a F =(F, »)
satisfait 4 la définition I, mais si encore «, b, €F, a b et apb
entrainent que 'ensemble D fermeture de @ u b dans & soit iden-
tique a la droite D == @ + b dans &.

On verra plus loin que F peut étre une sous-RBG de E sans
étre fermée dans E (Pexemple le plus simple est celui des
quadriques réglées dans I'espace projectif a trois dimensions) et
qu’aussi bien un fermé de E n’est pas nécessairement une sous-RBC
(exemple : Pensemble a” out @ est singulier).

4.1. Sile centre E'E de la RBG & n’est pas vide :

— ou bien E se réduit a une droite singuli¢re ou parabolique;

— ou bien E se décompose en une famille de droites singuliéres
dont P'intersection commune non vide est le centre de E qui est
donc encore un point unique.

Le résultat est trivial si & est discret. Soit donc v cE'E et «
et b deux points alignés. Par définition «—+ b=-{z:a"b’cz’|et
comme «'b'cEcu’, uca+-b, c’est-a-dire que u appartient a
toutes les droites de &.

Si E est identique a sa partic singulicre $(E), le résultat est
établi car I'on sait que I'intersection de deux droites distinctes esl
au plus un point unique.

Si E contient, en outre, au moins un point non singulier «,
u -+ a est parabolique de centre v ¢t E* IX se réduit encore a u.
De plus comme (v + @)" =: u (puisque @ n’est contenu que dans la
seule droite @+ u), E se réduit a @ +-u puisque pour toute
droite D on a (a+ u)"=u cD*, c’est-a-dire Dca 4 u.

4.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que la RBG &
soit séparable est que son centre soit vide.

La condition est nécessaire car si I I contenait un point, celui-
ci ne serait séparable d’aucun autre point de E. Réciproquement,
supposons qu’il existe deux points distincts « et b tels que ™ c b™,
c’est-a-dire b* c a’.

Soit ¢ distinct de b un point de b b - ¢ est une droite et, par

hypothese,

b*ctcbrar=b* donc acb-+c donc alb.
) )
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De plus, b* ca’ entraine que tout point conjugué avec b appar-
tienne & (a + b)" = a*b*. Si b était central, le résultat serait établi.
Soient donc # non conjugué avec b,

u=uz"(a+0) et v =b"(u+a).

Par construction, ¢ c u” (puisque ¢ c b*), donc u élant conjugué
avec deux points distincts de ¢ 4 2 appartient a son centre et est
singulier.

Si b est non singulier, la démonstration est achevée : @ +- b est
une droite parabolique puisque le point b*(a + b) est conjugué
avec a et b. Donc b*(a -+ b) = u et I'on vient de voir que ce
dernier point est conjugué avec tous les points de b, [ pour tout
scb,, z'(a+b) est singulier et @ +-b ne contient qu’un seul
point de ce type] et tous ceux de & (puisque b*c b a’=:b"u").
1 est donc central dans E.

Si b est singulier, b € b” entraine b c ', c'est-d-dire @« cb* el
enfin aca’. @b est une droite singuliére, el ¢ =:u puisque
b*(u +-¢) est le point unique u. Si & ne contenait que les deux
droites u+ b et u -+ z, le résultat serait établi. Supposons
donc qu'il existe encorc y ¢ u 4z non conjugué avec b. Soit
w=:y"(a-+ b). St z appartenait a (y 4 w)", v serait confondu
avec u puisque z* (@ -+ b) est un poinl unique. Sinon, soient
r=x"(y+w) et s==b"(x+r). On a sca’, donc rcu’ et
comme v C ©*, on obtient enfin

w=r=s=u et yecut,

ce qui achéve d’établir que « est dans le centre de E.

On observera qu'une fois établi le fait que « et / sont deux
points alignés, le reste de la démonstration conduisant de I’hypo-
these b* c @ a Vexistence de v ne fait appel qu’a des constructions
valides dans tout fermé contenant «a et b.

On a déja vu que si b"ca’, beS(E) entraine b1 a; si, au
contraire, b*b =— () mais e € S(E), soit cc b”.

—- Ou bien cc¢"=:0; supposons que b- ¢ contienne un
troisiéme point d. Par hypotheses,

e=b"(d+ d*(a+c))ca"
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a étant central dans @ - ¢, on a

decd+e=e+d'(a+c)ca’, c'est-a-dire bcc+ bca’.

—- Ou bien c¢*c == ¢; supposons que ¢ ne soit pas central dans
a-b+c= Cetsoitdce,C. Jedis qu'il estimpossible que b p'a
a moins que tout dc C¢* nappartienne a «a'. En effet, si
d'(a+4-c)=:e3a,

f=0(d+ e)ca* et dce+ fca'.

On verra plus loin que la restriction ¢, Gcb* entraine
@+ ¢ = avc etlon pourrarésumer la discussion précédente par:

4.3. a et b étant deux points distincts qui sont, soit alignés,
soit non tous deux non singuliers d’'une RBC de centre vide dont
toutes les droites ont au moins trois points, ils sont séparables
dans tout fermé de centre vide qui les contient. (On ne possede
pas de démonstration pour le cas d’exception ou @ et b sont simul-
tanément non singuliers, mais on peut prouver que b'ca’
entraine 6" =: «”; le probleme est li¢ au fait que opération fonda-
mentale ne semble pas permettre de reconstruire tous les points
de E a partir d’une de ses bases quand celle-ci ne satisfait pas a
des conditions particulieres, ¢’est-a-dire, en définitive au fait que
Popération fondamentale est associéc & un semi-groupe et non a
un groupe.)

Une conséquence intéressante de 4.3 cst:

4.4. Si la droite D dans une RBC de centre vide contient trois
points distincts «, b et ¢, aucun des trois ensembles tels que
a, b, ¢* n’est vide.

On a, en eflet, la partition suivante de E :

E=a"b*c*va*b,e,va,bre,ua, b o,
puisque, par exemple, si ¢ b ¢, n'était pas vide, « - b serait
différent de D. Si maintenant @ b, ¢* était vide ¢* scrait identique
aa* b ¢"ca’ et &ne serait pas séparable.

Enfin I'énoncé suivant dont on donnera plus loin une générali-
sation, reléve des mémes méthodes de démonstration :

4.5. Quels que soient les points distincts @ et b dans une RBG
séparable, 'ensemble @ 4~ & est semi-modulaire de hauteur 2.
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Le résultat est axiomatique si a2 b. Si @ 1'b, il suffit de montrer
que, pour tout ¢ distinct de «,

a+cca+b entraine a-+c¢=a-+ b;

soit, encore, que

bda+c entraine cd¢a—+ b;

soit enfin que
a*c*b,# O entraine a*b*c,# 0.

Soit donc zca’c"b,; a--x et ¢c -+ x sont deux droites. Sielles
sont distinctes, il existe y, distinct de z, séparant ¢ de « + =z
(c’est-a-dire y ca’z"c,) el z = b*(a+-y) appartient a a* b* ¢, qui
n’est donc pas vide. Si @ 4- # =: ¢ + 2 =D, 2 est central dans D.

Par hypothese, b cz,, donc 6*D =: d 7 z. De méme on peut
supposer que d 3 @ car sinon on aurait ¢ 2 b et @} ¢ et le résultat
serait trivial.

—- Ou bien @ est singulier : dans ce cas D est singuliéreetapc.
I existe y distinct de @ dans a” ¢, et le point z cherché est donné
par
z=b(a+y)#£c(a+)y)=a.

—- Ou bien « est non singulier et D est parabolique; il existe y
distinct de d dans b* d* ¢, séparant ¢ de b+ d etle point cherché
estz==a"(y + d).

Un autre résultat intéressant dont on retrouvera plus tard une
généralisation est le suivant :

k.6. Si MD(E) conlient au moins deux droites distinctes,
a” contient une droite quel que soit «

Le résultat est immédiat si a € S(E) car «” contient toutes les
droites a@ +- a*D.

Soient donc

agS(E), bca*— a, cta—+b et rxca*bc,

séparant ¢ de @ + b. «" contiendrait la droite b+ -z si x était
distinct de & ce qui serait nécessairement le cas si b était non
singulicr ou si ¢ appartenait & b*«,, Le seul cas intéressant est
donc celui ou @” est un ensemble discret, B, de points singulier
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tels que & c B entraine b*=:« -{- . On va montrer que dans ces
hypotheses B = S(E) est une droite spéciale :

1° Si b et &' sont deux points distincts de B,
' = a, donc b+ b'=a*=DB = B";

2° S™ilexistait uc e, NS (E) ou bien on aurait wc b* ou bien
a’ (w—~+ u'(a+-b)) serail non singulier, deux cas que I'on sait
déja ¢liminer.

Donc a'==8(E) =:B", c’est-a-dire a =: (8(E))" est déterminé
de facon unique et pour tout autre p C E, p* contient au moins une
droite P. Comme p*B =- a*P =~ (J, B est bien une droite (spéciale).

Ce cas d’exception sc¢ rencontre dans les plans orthogonaux sur
un corps de caracléristique 2.

5. Relations d’alignement duel.

Définition. —- Deux points distincls @ et b seront dits « en
relation d’alignement duel » et 'on écrira @ 6 b (équivalent a b3d a)
sl :

1° arb;

2° la droite « +- b ne contient que ces deux seuls poinls.

5.1. Dans toute RBC séparable une condition nécessaire el
suffisante pour que a8 b quand « b est que a, b = 0.

La condition est évidemment nécessaire puisque a A b entraine
la non-vacuité de z'(a - b) pour tout zcE. Si l'on sait déja
que @} b, la condition est suffisante d’apres 4.3 et Phypothése de
séparabilité de &.

Or a,b,=: O entraine @ € b* el par conséquent, ¢} b dans lous
les cas a 'exception de celui ou a et b forment un doublet propre
(e non conjugué avec @ et b s’écrit e Ca,b).

Dans cette derniere hypothese, soit ¢ un point de «« +- b distinct
de a et soit zC a’c,. Soit encore y = b*(a +- b). Commecca—+-b
équivaut & @*b* ¢, y esl conjugué avec ¢ el puisque z ne lest
pas, ¢ ne peut pas étre conjugué avec «. Donc ¢ n’est autre que le
point @ lui-méme, car sinon il ne serait conjugu¢ avec aucun des
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deux points @ ou b. On a donc a4 b= auUb, ce qui acheve la
démonstration.

On aura besoin par la suite de distinguer un cas particulier de
tel
la relation d’alignement duel.

Définition. —- Deux points distincts @ el b scront dits en
relation B3 si :
1° adb;

2° @ n’appartient pas au centre A(b) = (d[b]) né[b]de s[h].

5.2. Dans toute RBC séparable la relation 8 est une relation
symétrique -

Soient « c d[b] et b quelconque formant doublet avec b.
Puisque « ¢ A(b), il existe au moins un @ non conjugué avec «

dans 6[6]. On a
b (a+b)=a et V(a+b)=1a
et, dapres 3.6
(a+b)z(a+b) et (a+8)<(a+b),
ce qui montre que 1‘éciproquemeul
bco|al et bcolal,
c'est-a-dire enfin b c 5[« ]. Du méme coup on a prouvé :
5.3 acBb] entraine ach’.

4 SiB[al =0,

oz

aci|al=3]al.
Il en résulte :

w

5.5. Dans toute RBCG séparable la relation binaire B, entre
points, définie par :

v

a 3ac siet seulement si: ccps[al

est une relation d’équivalence.
L’énoncé est trivial si 3[«] est vide.

On vient de voir qu’il est vérifié siece .
| .
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St a}c mais acd'[c], 1l existe (d’aprés 4.3) yca,c, et I'on
a (5.4)
plal =gyl = 3[c]
St adcetafc, ¢ étant conjugué avec tous les points de d(a),
c,, non vide, contient y appartenant a ’ensemble des points en
alignement non duel avec @ et 'on a encore

Sale] = By] = Be[al

Enfin si afB¢, on a strement un z ¢ Ba[a] puisque par défi-
nition ¢ ¢ 3(¢), ce qui acheve la démonstration.

6. Somme directe.

Définition. — Siles &;=: (E;; a;) sont des structures d’ensembles
disjoints munis chacun d’une relation binaire symétrique ;, on
appellera « somme directe » &= &;. La structure

i

6=<E=U Ei, a),

ou la relation binaire symétrique o est définie pour tout z€E;
et y € E; par
{ quand i3,

Zay . ..
sizo;y quand [=/.

6.1. Siles & sont séparables, le treillis ®(E, a) est le produit
direct des treillis B(E;, a;) et & est unc RBC séparable si et seule-
ment s’il en est de méme de chacune des &;.

Soit P ==\_J Pi avec Pi==PnE; un ¢lément du treillis 3 (E).
On a
al Py = a[ P\ J (E—E)
et, puisque o;[E;] = 0,
2[E—E;] = n(E —E;) = E.

i

Donc

a[Pi] = an[Pi] et w[P]= an UP"]:U““[P"]‘
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Ceci ¢tablit la premiere partie de P'énoncé. En particulier,
sizcEietycE; (i), ona

wlzuyl=2vuy et E;= 3[E— E;],

ce qui montre que, si les a; sont des relations de conjugaison,
quels que soient le fermé z +- y et le point z, 5" (z 4 y) n’est pas
vide.

La réciproque de 6.1 découle immédiatement de 5.5 et de 5.3:

6.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que la RBCG
séparable & soit décomposable en somme directe est que pour un
au moins de ses points I'ensembles B[ @] ne soit pas vide. Dans ce
cas on a & =P (E;, p) ou les E; sont les classes d’équivalence de E

i

par la relation 8,. La décomposition est unique.

7. RBC quasi singuliéres.

Une extension des résultats précédents permettra d’étudier
les RBC telles que pour au moins un point &, d[a] (et non pas
seulement 3[ a]) ne soit pas vide.

Définition. —- Une RBC séparable et indécomposable en somme
directe sera dite « quasi singuliére » si pour au moins un de ses
points [ a ] = 0.

) o~ AN

Il sera commode d’introduire les notations dp et d’p pour désigner
respectivement les relations binaires symélriques entre points
distincts :

aa/p\b équivalenta apb et @ d b;

A .
ad'p b équivalenta «p b et ad'b.

7.1 Quels que soient la droite A et le point b n’appartenant pas
a A*nd[a], 1l existe au moins une droite Bc @, en relation t
avec A (r, fermeture de transitivité de 7) dans laquelle & n’est pas
isolé.

Supposons d’abord que b"A soit un point unique a; il
existe ¢ C b a, séparant a de b. ¢ 3 b puisque a c b ¢,. D’apres 3.6,
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la droite B =: b +4- ¢ est en relation T avec A. Si, au contraire, A c §",
N\
il existe par hypothése au moins un @ c A tel que @ d'p b et par
conséquent (4.3)unccab,.
¢"A estun point unique et 'on vient de voir comment constrairve
une droite G e M, et, puisque 6" C est aussi un point unique, une

droite B e @, telles que Az C et Gz B.
On en déduit immédiatement :

7.2. Si & est une RBC quasi singuliére, E == §(E) el quel que
soit « cE, on ala partition
N VAN
E=auds[aludpalugal,
ot aucun des composants n’est vide.

. N .
En effer, d’apres 7.1 dp|a] et d'o[ @] ne sont vides pour a que
s'ils sont vides pour tous les points de E.
De plus a, z# () puisque & est séparable.
7.3. Si B, G et D, sont trois droites distinctes telles que
BCD = a(u # 0), a*B =B, a* G = (, a*C=(,
Bs(C, CsB, DsB;

b

alors

Soient en effet
aca,, b=a"B, c=1a"'C, d=1a"D.
Toujours d’aprés 3.6 on a six relations du type
Bz(d+¢), Brt(a+d), Cz(a+d),
7.4. Si & est une RBC quasi singuliére @ ce, entraine adec.
Soit & un point quelconque dans g;[a]; b est conjugué avee ¢ en

vertu de 'existence de ¢*(a - b), et de plus ¢ @b, car sinond[b ]
contiendrait deux points non conjugués a et ¢ et [ ] n’étant pas
vide & serait décomposable en somme directe. Il ne peut exister
de point 2 appartenant a «, c,, car sinon les trois droites b - ¢,
b+ a et b+ - x satisfaisant aux conditions de 7.3 'on devrait avoir

(b4 a)z(b+-¢), ce qui est impossible comme on vient de le voir.
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Donce ace, entraine a ¢ ==, c'est-a-dire (5.1) : ade. Inci-
demment Pon a aussi prouvé que 'ensemble

N\
Sla]l=ds[a]ue|a]

est singulier.

7.5. Si la droite B appartenant & «* mais ne contenant pas ce
point posseéde trois points distincts b, ¢ et d, alors les trois
droites @ 4~ b, « + ¢ et a +- d sont en relation 7.

I suffit évidemment de montrer par exemple que (a +b) ;(a “+-c).
Soient zca*d*b, séparant b (et ¢) de a+d et ycx'a,. On
a(x+r)t(a+byet (x4 y)r(a—+c).

7.6. 51 & est une RBC quasi singuliére,

N\ O\
bcdo[a] entraine &'z[a]cd[b].

N
Soit d un point de ¢'p[a]. Si d cb,, le résultat est établi (7.4).
Si d c b, par hypothese « - d contient au moins un troisiéme
point et 7.5 montre que (rl—{—d);(a -+ 0). 11 résulte de 7.6

N . . . N . .
que 6’9[(1,] est singulier (sinon O[b] contiendrait un doublet) et que

O O . O
st ad'p et @ d'pd, on ne peul avoir que ¢ == d ou ¢ dpd.
Cette derniere remarque permet enfin d’énoncer :

7.7. Une condition nécessaire et suffisante pour que la RBC
séparable et indécomposable & soit quasi singuliere est que, pour
au moins I'un de ses points, B[«] ne soit pas vide. Dans ce cas il
existe une partition unique de I'ensemble E = F, UF, telle que

F,3F,, F!=F, Fi=F..

Un cas particulierement simple de RBC quasi singuliere est
celui de la RBC constituée par deux droites singulieres en
relation z.

On observera que si A est un plan non arguésien et A+ le plan
dual de A la réunion A UA+ peut étre munie de fagon évidente
d’une structure de RBC quasi singuli¢re. (siacA, a*=Auva™).
Celles-ci ne sont donc pas nécessairement géométriques.
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8. Quadriques.

Définition. — On appellera « quadrique » toute RBC dont les
points «;; peuvent étre repérés par un double systeme d’indices
de telle sorte que a;jpa;j si et seulement si 7 =1’ etfou j = j'.

Une définition ¢quivalente serait :

8.1. Une quadrique est une RBC identique a sa partie singuliére
dont I'ensemble des droites peut étre partitionné en deux familles
de droites (singulicres) B; et G; telles que

Bi=B, Cf=C,
CnG=BnBu=0, (i#i{ e j#j)

et BinCj=un point quels que soient les indices 7 et j.
I suffit de poser

B;_—.Ua,-,-, C,-_—_Ua,-,-, B;C;= ay;
j i

pour vérifier I'équivalence des deux énoncés. On observera que
si aj et ayj» ne sont pas conjugués, 'ensemble conjugué de leur
réunion est le doublet {a;yuUaij;} et que, par conséquent,
aij+ ai jy= aijVU a;yj n’est une droite (spéciale) que si la RBG est
quasi singuliere. On fera désormais I'hypothese que la RBC consi-
dérée est séparable, indécomposable et n’est pas quasi singuliere,
et 'on établira :

8.2. Si @ est non singulier, M, est connexe pour t.
Soient B et C deux droites distinctes d’intersection « et

b=aB et c=a*C.
Sibp'c,onaBrC (3.6). Sibpec, ona fait hypothese que b+-¢

contenait au moins trois points et 7.5 livre directement B zC.

8.3. Si @, singulier, est I'intersection de trois droites singuliéres
distinctes B, C et D, celles-ci sont deux a deux en relation 7.

Le résultat est déja établi (7.3) si B, G et D sont deux a deux
en relation o. D’aprés 7.5, on a aussi Bt G si Bp C. Comme par
hypothese deux quelconques des droites ne peuvent pas étre en
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relation © puisque © =« c B*C*D*, il ne reste a étudier que le
cas Bp G, BaD, GoD. Soient b, ¢, et d trois points distincts
de a” appartenant respectivement aux Irois droites considérées
ete=:d"(b+4-c). La droite @ +- e est en relation p avec D d'une
partetavec G et B d’autre part. Done, comme plus haut, Dz(a—+-e)
et (a+-e)rB.

8.4. Si & est une RBC séparable, indécomposable et non
quasi singuliére, une condition nécessaire et suffisante pour que

I'ensemble de ses droites ne soit pas connexe pour t est que &soit
une quadrique.

La condition est évidemment suffisante puisque si & esl une
quadrique on a toujours

BixB,, (i) et BaCj

Réciproquement, d’aprés 7.1, il suffit pour que I'ensemble des

droites de & soit connexe pour qu’il en soit de méme de

I'ensemble des droites contenant un point quelconque. Donc (8. 2)
E ne contient que des points singuliers et (8.3) par chaque point
il ne passe que deux droites qu1 sont en outlre en relation .

Faisons choix d’un point oo contenu dans les deux droites B,
(dont les points seront désignés par ai,) et Gy (dont les points
seront les ao;).

Tout point 2 de E est repéré de maniére univoque par les deux
points 2'B, et 2"Co, car st ¥ Bo= 2"Bo=:ai, on a certai-
nement x +- «jo=:y +- aio faute de quoi a;, serait U'intersection de
trois droites distinctes. Donc #'Bo=:y"B, entraine zpy et le
repérage est biunivoque puisque I'intersection de deux droites est
au plus un point.

On observera que si & est décomposable en somme directe ou
est quasi singuliere, M (&) n’est pas connexe pour 7. 1l en est de
méme si &, non séparable, n’est pas une droite unique.

Il suffira donc d’imposer la connexité pour t & Pensemble des
droites de & pour éliminer tous ces cas particuliers. Clest ce que
nous ferons dans la seconde partie de ce Mémoire.
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