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I. Rappel de 1o théorie de Feller :
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Soit ‘%(t) un processus stochastique, Un événcment "ini sur
un

est lévenement récurrent! si et serloment si g

1) I1 existe une régle permettont de ddcider si O s'lest_ ou non

produit au tempns tl en connaigssant seulement les valcurs de (t) pour
0t L s '
2) Sl,ié sltest produit en tl sur la suite de valeurs (t)

(0 <t (:tl) et si <‘5’2(t) est une autre suite (0 ¢ t <t ), 301t :
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%) ql(t) pour O <t gty
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5(t = ty) pour b LB <E
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LS
& se produit ou temps t, + t, pour ©
2 O X au €l pS l 2 ‘LOOUJ. 53

duit au torps tz pour 32

si et seulement s!'il se pro-

3) Dans ces conditions s
¢ :
pe( §) = ex( 5wy
On dit aussi que ?(t) est un processus "régénératif”(z)

Exermle o8 : ¢) 5(t) cst un processus continu & accroisscionts indépen—
dants défini par

j %’(t) at =
o

(1),

W, Feller, An Introduction to Probability Theory. Viley N,Y, 1950),
Ch.a,p. le

(2)

M,8. Buirblctt, Stochastic Processes. Cambridge U, Press, 1955, chap, 3
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2) Le temps est discrot, ! (t) est une suite de variables bino-
miales indépendantes ¥ dtant 1'appﬁr1tlon de MO, suivi ded MM, suivi
dtun "O" ("run" de longucur -f, ). Nous supposerons toujours que le temps

et 1l'enscmble des valcurs possibles de § sont discrets,

II, Rappel de la notion de code : (3) (4)
Un demi-groupe libre A cengendré par les lettres

P
(%1 By eee
formant 1llalphabet 4,

Unc partie P, de A : le dictionnaire constitué par les 'mots",
P le sous demi-groupe de A congendré par P,. Les séguences appartenant

57

£ étant appclées messages.

P, ost un code si et soulement si toute syite de 1et? 36 s¢ P
est dtune fagon unique un produit de mots. Le cods unitaire (5 (sous-
entendu "& gauche') si et sculement si s 8'€ P et s € P entrainent
st€ P, Le code est nct (5) (sous—entendu: "a droite") si pour tout
s € A, il coxiste s' € A el que s st& P,

Il est bien connu

Une condition nécessaire et suffisante pour qulun code soit unitai-
re est qulaucun de scs mots ne soit le début dtun autre mot (en langage
elgébrique : ne soit diviscur & gauche d'un autre mot),..

Réciproquement, s3il en est bien ainsi : pour toutes les séquences
de P,, P, cst un code.

Exemple :
¢ :
Ag= ja, bi (alphabet "binairol

P, =:{a a, ab 3 baa ; bab ; bbj est l'ensemble des mots dtun

(3>Cf 1texposé fait le 28/11 au Séminaire dtalgdbre de il, P, Dubreil
(on le référera par 1llabréviation MI,P,S.")

(4)Ceci est un cas particulier d'une définition plus généralc de J. Riguet.

(5)

Clest la définition de P. Dubreil d'un sous gpoupe unitaire ou net,
lMem, Acade Sc. (1941) pp 1=52
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L, e b] e 2
Le dictionnairc opposé ( s aa, ba, aab 3 bab, bby correspond bien & un
. . . 8 . . <
eode, mais colui-cl n'est pas unitaire.

Etant donndsun code ¢~ une suite "s'" de lettres qul est un messa=-
gey vn appellera "décodage' liopération qui consiste & décomposer s
on un produit dec p£ Pya

Exemple :

m=aaabbaascdéode :t /aa/ab/baa

On romarque que si le code n'est pas unitaire, ltopération peut
nécessiter 1o connaissonce de btout le message avant que solent levées les
ambiguités

Dans le code opposd¢ au précédent s

aabbaaas=
soit/aa/ bbb /aa/a;

soit/aab/va/aa/

Ta deuxidmo possibilité est scule & retenir, puisque /a n'est
pas un mot,

Si lton atbribue des probabilitds fixes aux mots d'un code et que
lton effectue des tiragee indépendants, on obtient un processus stochas-—
tique sur les suites de lettres :

A tout code unitaire peut &tre associé événenent récurrent
(11événcment "fin de mot") et rdéeiproguement (%39 En effet, si un pro=~
cessus régénératif cst donné, il suffit de considérer comme mots les
sultes %?.(t} telles que 3{ sc produisc en t et ne sc soit produit
pour aucuil ! < t.(z) impliquo que le sous demi groupe est unitaire,
donc corrcppond & un code 3 (3) spécific que les mots sont fournis par
un processus indépendant & probabilités fixes.
III. Notion de Préfixe (7, of. p. 4)
Soit = la reclation d!équivalence cntre séquences de A définie
par : s S, si ot seulemont si qimelle que soit la séguence X ¢

Pr(slx/sl) = Pr(szx/sz)

( )Ce résultat a &été utilisé sous une forme un pou différente dés 1952
par B, landclbrot qui a lc premicr souligné les rapports ecntre codage
ot événemcnts récurrents.



Manifestenont quel gque scit s! € A

o 8 entrafne 8, st s,8!

car Pr(sl st x / s st) = Pr(sl st x/ sl) : Pr (sls'/sl)
= =} - [=4 = 1 ’
Pr(82 stx/ 92) : Pr(s2 st/ 52) Pr(82 s! x/ s, 8 )

2 3 M‘ ’ 3
On appellerapréfixe" 's 1tensemble des séquences dquivalentes & s
selon = .

La notion de préfixe est unc sorte de généralisction de celle de
résuné exhaustif de G, Darmois : Si un message commence par s., la dis—
trlbutlon de son "futur" a partir de sa derniére lettre nc dépcnd que de
S .

Proposition ITI,Z2
Dans un code UN (unitaire & gauche ot net & droite) 1'cnsemble
desmessaps constitue un préfixe unique que lton désipgnera toujours paro(l.

(immédiat dlaprés (I,(3)). La proposition admet unc “ﬂClproquc,
mais nous n'aurons pas besoin de cclle-ci). Dans los appllcatlons plus
fréquentes 1l'enscmble (X des préfixes est fini ~ ou a une structure topo-
logique tris simple (Cf. 1. P.w.).

t(t) (0 & t & t,) représchte les lettres successives d'une
sequonce “lG%tOer, on pvut ui associor 2(t) qui est unc variable
aléut01re prenant ses valeurs dans .t ¢ par construction, la suite des
E(t) oot unc chaine de Markoff d’ordro 1 caractérisée par les proba~
bllltes de transition 1 (k) (que z(t) paose du préfixe oy au

préfixe ﬁj par adaonctlon de la lettre a & lig)e

Exemple
(Code donné plus haut en cxcmple), les préfixes sont s
, I ] eead
o, o ~/ = . = . 4 = .
‘_/\1 3 \,2 Q s - 3 b H 0‘4 =D a

Les probabilités des mots étant

.

(7>Les préfixes utilisés ici sont plus généraux que ceux introduits dans

M.,P.S. ¢ on toutc rigueur, on devrait les appeler préfixcs stochastiques.
On a d'aillours "= plus fine que ~~" pour équivalence purcrmont algébri-
que v définic plus bas (IV).




Pr(a a) = Py Pr(a b) pr ; Pr(b a a) = Py 3 Pr(b a b) = 1
Pr(b b) =p. (p, + + + + p-. =1), on boticnt la matrice s
X Me %3 o,
0(4 : O 5[’.7“)‘3 Fﬁ-ﬁ‘-}g 0 |
“of A +OVO | O
~ Pl
“Bro oo iR
Y4 101010
On apneller TT cotte matrice dans le cas géndéral et on ddésignera par

h(A) 1c déborminant A= I .

Sunposons en particulier que le code soit unitaire s st'il n'était
pas nct, il existerait un préfixe ¥, contenant toutes les séquences tel-
les que Pr(s s'¢ P) = O quel que soit s'!'. En outre deux cas peuvent
se préscnter @

ou bien il existe un préfixe au moins &, # 0‘0 tel que 1l'on puisse trou-
24 Dleit % =8 7 P
ver s ¢t s!' avec s = ss! = °<i sa:n%'que s s = "‘1 pour aucun s

diviseur a gauche de g!' : dans ce cas il existe des mots de longueurs
non borndes (toutes les sdquences de la forme s(s!)? s" ol s" est tel
que s s"g P) mlme si X est fini
ou bien il n'en existe pas et alors llenscmble X est fini si tous B
les mots ont une longucur bornée, car il existe en "ordre local' sur 0
(12 matrice TT privée des liznes et des colonnesdet 041 est nulle en
dessous de la diagonale principale).

Dans ce dernicr cas qui est le plus important dans la TBéorie des
communications, on a 3

Proposition ITT.2
‘ Sir X
h (f\) =1 - Z‘IE ~,'-/\

[A]

oun T !i désigne lo scmme dcs probabilités des mots de lonsucur i,

——

0 : ,
et HQ) =1+ 3 T, AT = 1/8(0)
i=1
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ou 7‘2 cst la probabilité gu'unc séquence de longucur 1 soit un

mossage. En outre unc condition nécessaire et suffisante pour que le
code soit net est que h(1l) = O,

- {1+ %.ﬂj o

Dans cecs conditions |

B

ol les p. sont les avtres racines de h(A) = O (dont les modules sont
> 1, sauf si la lonsucur des mots admet un P.G.C.D, # 1) et ol les

r. sont des constantes avec

RS RPN
(3ll=i =5 h{A) | = longueur moyenne des mots,
- O =

Tous ces résultuts sont des interprditations immédiates de résultats

bien connus pour les chiaines de Iibrkoff ot nous n'en entreprendrons pas
cst précisdment le

2 . . - PO -
la démonstration ¢ ~ L'identitd H(A) = (n(}))~L
théoréme fondamental de T-ller. La prouve de sa validité et son exten-

sion au cas ol lcs mots ' ont pas une longueur bornée ne dewmande que

guclques précautions supplémentoires.

IV._Le décodage des messases albérds par 1o bruit

Supposons un code Ul dont la lonsucur des mots est pornée, mais
non constante.

Puisque le décodage s'eifcctue de proche en proche, il semblerait
que la plus légére altération dft détruire , sauf chance cxcoptionnelle,
la totalité de la sigiification. Par oxemple (nous supposerons toujours
pour simplificr qu'il s'agit d'un code binaire ct que clest la premidre
lettre scule qui est altérée), dnns le code que nous avons déja utilisé

aaabbaa  sodécode aa/ab /oa /ymais baaobbaa se décode
b a /v b/a a/f
Obscrvons cependant que s'il sc trouvait (comme dans lc cas présent)
gue le décodnge du message et du message altéré conduisont & placer la
"fin de mot" & la mfme n-iéme lettre, lo reste de lo sdquonce serait
correctement déchiffrable ~ en supposant que de nouvelles altérations ne
se produiscnt pas,

Donec, si ce phénoméne est asscz fréquent et si les altérations sont
rares, unc large partic du message scera cncore utilisable.

Considdrons algdbrigucment lc probléme : si g est le début du
message, s! le début du message altéré, nous , nous voulons que les let-
tres suivantes s" soicnt telles que
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En particulier si s& P, il faut que s" € P (puisque le code est uni=
taire) ot le probléme qui sc pose cst de savoir s'il cxiste un s'¢ P
tel que s! g'¢ P,

Cecel est indépeondant « dans une certaine mosure - de toute question
de probabilités et nous rodéfinissons des '"préfixes-algéoriques! par

slws2 si ot sculement si slx & P entraine 82X & P pour tout x€A.
Dans les cas étudiés 8, % 8, entraine 81~ 8, ot il n'y aura

. ’ . Y ’ . ’ . '\’I ’ 0 .
pas d'inconvénient & parlcer désommeis du préfixe s pour signifier
le préfize algébrique formé par la classe d'équivalence de s par .
Y

Nous avons encore une représentation matriciclle : et cette fols
chacune des lettres aq ¢ AL, correspond & unc application dans lui-
méme de (% clest & dird & une matrice dont chaque ligne contient

by

Un seul ¢ldment (égel & 1) différent de zéro.

2, et X ont la mfmc signification que précédemment (X est
vide p%isque 1¢ code est supposé net), Ceci fournit unc roprdésentation
du demi-groupe A cngendré par AO qui cst finic dans le cas étudié

ot par conséquent isomorphe & une imaze homomophe A de A que 1l'on
o appclde Mle demi groupe fondemental du code" (I,P.S. Scction 3).

Naturcllenent, le code opposé aurait un autre systeme de préfixes,
ce qui donnercit unc autre représcntation (toujours isomorphe, mais
en général non équivalente & la précédente, dlailleurs),

Définition

Un code scra @it absorbant s'il existe au moins unc suite q finie,
de probabilité non nulle telle que quel que soit s ¢ A sq appartienne
a gE:]Pour en terminer avec les considdérations intuitives, indiquons que
si un code est absorbant, quclle solt 1ll'aldération unique produite au
début du message, le décodage de celle-ci scra presque certaincement
correcct a partir d'une cerbtaine longucur : cn effet, d'unc part la der-
niérc lettre de sg est toujours une fin de mot quel que soit s et
par conséquent les décodages de s q s" et s! q s" concordent au moins
a partir de cette lottre, d'autre part q appartiont lui-mBme & P,
donc lcs messages de m mots ne le contenant pas, ont unc probabilité
inféricure a

m . rd
(1 = Pr(q))” qui tend vers zéro avec im,
On o donc commc unc sorte de propriété ergodique cn ¢e sens que

le d¢codage d'un message dans un code absorbant tend & Stre indépendant
du décodage correct ou non de scs premiers mots,

Proposition IV,.1
Unc condition néecessaire ot suffisante pour qu'un code unitaire,
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net, borné (UI3) scit ~hsorbant est cuc quel scit s & ., il existe
gt ¢ P tel que 3% o

Congiddrons la wepréuentation de A comne demi-groupe dla ppligg—
tion de O duls lui-mime ¢ la condition signifie que quol que soit §
il cxiste s' ¢ P avec ss! 2 P : les motrices correspondant aux mots
transformont lc préfixe o . dans luil-m@me par hypothésc.

i

-

Soit donc “i € P el cue sss € P pour au moing un 89 ¢ P
X si est strictement plus netit que X, soit de nouveau S, ¢. P,
szf P, s?siugf— P, il existe 5 €P ot As! sl

est cncore de pulssance strictement inférieure X

0

P tel que s
ainsi par construire au moins unc sdéquence si, 8) «se S%.e P qui est
[ i
précisément la sdéquence q cherchée.
Obscrvons d'ailleurs ouc Mgl a une représentation trés remarquable :

Mg s'il existe ceorrsespond & la mabtyice dont les éléments de la colonne
(jl(etco*’“aumﬁﬁWJL, sont dgavx A 1.

Comme pour tous los nroblémes ergodigusas des conditions d!'indécom-—
posabilité jouoens un rii: fondamental,

roposition IV.2
Une conl:tton néceoopaire ot suffisante pour que lc code soit absor-—
ant ¢st que quell o) soient les suitces s et s!, on puisse trouver
une suitc s u@ll@ gue ssho sl (ctost-a-dire S3M = sfs”)

m

. 3 0 . b » s
La condition est nécessaire; car sl q existe sq =‘*1 qucl que soit

Qe

Ellc cst suffisante, car ellec implique pour tout g # P qu'il exis-
te s! tcl que ss" ~vefg”! pour s! € P. On cn déduit

rOEOSlthﬂ V.3

Los codes suivants ne sont pas absorbants ¢
a) les codes unitaires & droite

b) lcs codes dont l¢ P13.C.D. dos longucurs des mots  ost diffé-
rente de 1.

c) les codes "composés uniformes'dont 1'cnscmble des "mots" P, est
1'enserble P de tous los moesages formés de Y mots dlun autre code
unitcire :10’r Pl

a) est Imqé iat ¢ uniteire & droitc signific que ss! € P et s!EP
impliquent s € P 1’existence de tels codes n'est pas évidente. Une fam
mille infinio d~exo‘v es cst donnd> dons ML,P.S.)
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b) ¢ immédiat aussi : si le longucur [s| de s différe de la g )

longueur s! de s! par unc quantité non équivalente & zdéro (module
il en cst de mdme de sx ¢t de s'x quel que solt x¢€ 4.

¢) Congsidérons s'! formé de m! mots successifs de P!. Quel
que soit s € P, la séquence s's cst décodable dans P! et "y est
formée de m! + km)mots (de P') donc clle ne peut jamais appartenir & P,

Malgré de longs efforts, je n'al réussi ni & trouver dlautres codes
(UNB) qui nc soient pas absorbants, ni & prouver quc cc sont 1a les
geuls codes qui ne jouissent pas de ccetbe propriété ergodiquc,

BEn dchors de résultats cncore froagmentaires, on nc connalt qu'un
scul énoncé assoz général que nous allons établir,

Préalablement, posons pour simplificr [s] = la longucur de s quel
que soit s € 4 ot considérons le cas ou, k étant lc nombre des lettres
de A,, lo probabilité d'un mot s quelconque cst égalc a K-'%, on véri-
fie quc dans ce cas, si le code cst UNB, les lettres successives du
processus de codage epparaissent avec les mdmes fréquences que si elles
étaicnt tirées indépondarment ot cvec des probabilités édgales,

On a clors :

— - -'i oy ) . - ﬁ - —l > - a
T =k n; (respectivene nt i k; ni) o ng (respe. ni) ost le

nombre de messages (resp. mots) de longucur i, Soit alors h. la lon-
guecur moycnne des mots,

Dtoutre part v étant une séguence fixe, considdérons 1'!enscmble
V’C.PT (pour m assez grand fixe aussi) des séquences formées de m

mots ot admettant v comme diviscur a droitc. Pesons @

Mooy el
JV wéV

Proposition IV.4.

Une condition nécessaire ¢t suffisante pour qu'un code UNB ne
rentrant dans aucunc des classcs déerites on IV.3 soit absorbant est
qutil cxistc une séquence v telle que

{v! N
2k t h
2%
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Démonstroation, Y,

Zippolons D, (u,v) 1tensomble des séquences de longueur 4 lul + Iv!
admettant u et v respectivement comme diviscurs & gouche et & droite,
ol u cst unc séquence fixe,

1°) Lc nombre des séquences distinctes de D (u, v) cst

i/ . Ry

Soit DY (u,y) le sous-cnscmble de Dp (u, v) formé por les séquen—
ces de longucur ¢ dc 1o forme ux avec x € P,

20) Le nombre des séquences distinctes de D' (u,v) ost de la for—

) /
(o - ) —g , /
d}; =k (¢ =rul >L7\’ nt +&£(/) ou k Z(*?,),__% 0 avece \[] .

14

L2 N 4

.. IRvY; . .
u) admettant v comme diviscur & QI‘OJ.%G : clos-a~dire si vi est
le nombrc des w de longucur i dans V

e En cffet 4% cst égal au nombre VP _,  des messages de longucur
- |

- R, :
W ol 2 B)_jg-g Vg O (IIL2) m =% B+ & (1)

(car h(a) n'a qutunc scule racine dc module égal & 1 aprés llexclusion
du cas b) dc IV.2).

Donec s —

~

- \
- k—’e+iu) - et i k-lw‘+vj + 82(2)
wE

! v

30) Le nombre 4" dos messages appartenant 2 D{Z (u,v) est de la
forme 3

A fal -1, ¢ ¢}
av =X My g 2
42 u}v i 3( )

Soient wu' 1lc diviswur & gauche maximum de u qui appartiennc & P

a
n B .
ct u_y, u'2' eee Uy ¢ U les messages minimum qui admetitent u corme
diviscur a droite
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ay = Z VF__)uur = k-~ ut] h ™+ 88(2)
L wfey PN gy I
AR I SN RO S
=k Jv n'AUk i s(l)
ule

. . R ul = !l .
Or l'expression dang l'accolade cest égalce a k! puisque le
code est nct.

40) Qé' + d3)> % pour ?,“5 ® est dquivalent & =
v v

2gv k' > h

(1c calcul est immédiat).

Donc, si 1'inégalité cst vérifide, quel que soit u fini, il oxis-
tey, pour { asscz grand, au moins un ¢lément de DY (wyv) qui est un
message, clest-a-dire qu'til coxiste un s € P avec u s € P, ce qui
établit lc résultat diaprés IV, 1, ¢t IV. 2.

Excmple 3 Nous reprenons lc code dc¢ja traité on oxomple

h=221/4+21/4+21/4+ 31/8 = 18/8

aa i xjv(l/4+1/8=3/8,lv!=2.

~
I
N

w
o
Ho
o+
<
]

On a ¢ 2 x-3/8 x 4 > 18/8, Donc ce code est absorbant,
(q@ = a a précisémenti),



