ALGEBRE. —- Sur deux représentations des demi groupes finis. Note (*)
de M. Marcer PavL Scnirzessercer, présentée par M. Georges Darmois.

Soit ¥ un demi groupe (') d’applications d’un ensemble fini E dans lui-
méme. A tout € X on fait correspondre dans certains problémes I’application
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«inverse » ¢ définie sur F' == P(E) par sz =-{ Uy : sy Cx}. Les ¢ fournissent
une représentation de X anti-isomorphe de la premiére. Attachons a tout ¢
les deux matrices carrées a indices dans I suivantes :

Se: Se(z;y)=1 sioa—= y; Se(z;y)=:0 sioczzx y,
1

Se: So(z;y)=1 si x::}ly; Se(z;y)=:0 si xay.

S; est la transposée de la matrice d’application attachée Ao et S, est la
matrice correspondant a l'extension de ¢ a F. Supposant que X est le demi
groupe de toutes les applications de E dans lui-méme, nous donnerons une base
du module 8 des matrices carrées a indices dans I telles que

(1) S¢B == BS; pour tout Bef et ceX.

Notations. —- On utilisera les matrices particuliéres suivantes dont les élé-
ments sont égaux a o ou a 1. (On a indiqué pour chacune d’elles ci-dessous la
partie de I >< I correspondant aux éléments non nuls).

T: z="E - y; By: x=20; B,: 92zcy; B,==B,T: gx2cE-y.
By: 2ny 0 2n(E—y); Co: x=y=:0; C=TC: E—a2=y=:0;
B, =By~ By; G, =:BT; Co=:(Bo+-B,)1=:C|T; By==By+ B+ B,+B;

Provositiox. —- Les matrices B,, B, B,, B, constituent une base indépendante

de 8.

Démonstration. — Pour un ¢ donné, (1) s’écrit :

(1) ZS(x;y)B()';z):-z B(z; »)S'(y; =) pour tout z, z€l.

y€E€F y€EF

Soit encore puisque S(x;y) et S'(x; y) ne différent de zéro que sicx ==y
-1
etx=:agy
-1

(1") pour tout z, s€F : B(ox;s)= B(a‘; 7;).



(2)

-1
Or, pour tout ¢, sNox=: 0 est équivalent 8 xNoz== . Le systéme (1")
d’équations se décompose donc en quatre sous systémes tels que chaque B(x; y)
ne figure que dans un seul d’entre eux et ceux-ci correspondent aux cassuivants :

(1")y: znz=@=—zn(E - 3), c’est-a-dire x=4d.
(1" xnz /PG =axn(E - z), » @7 xCs.
(1" : znz=@F2n(E--z), » O+ zE — =.

(1" xznz PG 7 an(E—-z).

Montrons maintenant que si B(z;y) et B(a’; y’) figurent dans le méme
sous-systéme, ils sont égaux.

(1M, : Quel que soit 35 @, E, on peut trouver o et ¢’ tels que_clz:,: O et
o' == E. Donc B(9; z) :;B<0;~ciz>:: B(9; 0), d’'une part, et, d’autre
part, B(0; z) == B(Q ; :71’z) =B(9;E).

(1"), : Si @ 2 Cz, on peut trouver ¢ tel que cE=:x et os=-E. Donc,
B(a; s)= B(sE; 5)=B(E; 22) = B(E; E).

(1"); : Quels que solent g et z,0na os=F— ;’1<E — z). Donc, comme pour
(1", B(x, z2)==B(E; 9).

(1"); : Nous désignons par |u| le nombre d’éléments de E contenus dans
ueF. Sous I'hypothése (1”);, il existe plusieurs y tels que
(2) oZ|zns| |y | LNE] = (2| —|2zns]) <[E]

En outre, pour tout semblable y, on peut trouver un o tel que sy ==z Nz et
s(E —y)=x —axnz; c’est-a-dire

cE=ogyve(E—y)=2a et ?tlz:tvaaj(Em;)::y.
Donc B(x; z) ==B(E; y), pour tout y satisfaisant (2).

Provositiox. —- St le corps de base de B est commutatif, le déterminant [3
de B="1,Bo+ AB,+ A Bod-2,By est égal a hg (hy — Ay)" (hy+ Ao —- 2%5)" !
oun=|E|etm=:2"".

Démonstration. — A, est un facteur simple de 3. Formons les combinaisons
suivantes de colonnes de B :

1° « Colonne z » — « colonne (E —- z) » pour tous les z tels que | z| <| E|/2
et si |E| est paire pour tous les 5 contenant un élément fixe de E quand
|z]==|E|/2. B(z;3) —B(z; E—3)=:0six=0; = — A sixs# 0.

2° « Colonne @ » — « colonne E » —- « colonne z » — « colonne (E —3) »
pour tous les 554 @, E. B(z; 9)4 B(z; E) —B(2;z)—B(x; E—z)==0
ste=0; =2 A+ Ay—2A; six £ 0.



(3)

Prorosirion. — Toute matrice C telle que CS,== S, C, identiquement, est de la
Sorme C == u,Cy+4- 1, C 4 11, C, 4+ 1, C| et BC ==1 57 et seulement si

Ao(pro—+ P+ Pt p) =71, (M= 23) (pu— pa) =71,
(o= 2Xs) (- p2) =21, At Aaprot+ Ay (pa+ pa) = 0.

Démonstration. — C, et C, satisfont manifestement la relation précédente
de méme que (B, 4 B,)™* et (B, B,)™*; le résultat en découle puisque ces
quatre matrices sont linéairement indépendantes.

On trouve de méme I'expression générale des matrices D (resp. D’) satis-
faisant identiquement S;D == DS, (resp. S,D'==D’S;) :

D=8, 4 8, (Bo+ By)B—1 4 8,Co+ 8;B,Co et D'=8, T+ 8 T + 0, By~ 8, TB,.

(*) Séance du 22 octobre 1956.
(*) P. DusreiL, Algébre, Gauthier-Villars, 1946, p. 34.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I' Académie des Sciences,
t. 243, p. 1385-1387, séance du 5 novembre 1956.)
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