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SUR UNE GENERALISATION
DE LINEGALITE MINIMAX

par

Marcel-Paul SCHUTZENBERGER

INTRODUCTION

Soit donné un ensemble : A=(a}) (i=1, 2,...,n; j=1,2,....m)
de (n.m) valeurs numériques .

L'inégalité dite "'minimax" :

Min Max a} » Max Min a}
[ J L

joue un rdéle fondamental dans la théorie des jeux et la recherche opéra-
tionnelle. Or cette inégalité ne fait appel, pour sa démonstration, qu'aux
propriétés les plus élémentaires des opérations associées a la relation
(<) entre grandeurs. Il peut donc présenter un certain intérét de savoir
dans quelle mesure elle se généralise quand on substitue aux opérations
""Min'"' et ""Max'' des opérations consistant & prendre non plus seulement
le premier (min) et le dernier (max) d'un ensemble d'éléments rangés
dans l'ordre des grandeurs croissantes mais, plus généralement, le

() o Q)
"p-ieme' ., Ce que nous noterons par M, On a : Min = M ; Max = M (si
N est le nombre des éléments de 1'ensemble).

Comme les a} n'interviennent que par leur grandeur relative il est
sans importance de les remplacer par les n.m valeurs 1,2,..., n.m et
les raisonnements seront sans doute plus faciles a suivre si nous exami-
nons d'abord l'exemple numérique ci-dessous.

EXEMPLE

20 14 1 4 17

Soit A = 15 3 7 13 5



A partir de A construisons les deux tableaux B = Col. A et C = Lig. A
obtenues en réarrangeant par ordre de grandeurs les éléments de chaque
colonne (ligne) :

2 3 1 4 5 1 14 17 20

6 8 7 11 12 6 10 16 18 19

B= 115 10 9 13 16| © |3 s 7 13 15
20 14 19 18 17 2 8 9 11 12

Réarrangeons maintenant B par ligne et C par colonne. Nous obtenons

1 2 3 4 5
6 7 8 11 12
10 13 15 16

14 17 18 19 20

D=Lig. B=Lig. Col. A=

1 4 7 11 12
5 9 13 15
8 14 17 19

10 16 18 20

E=Col. C=Col, Lig. A=

o W

Désignant par des lettres minuscules les éléments des tableaux cor-
respondants il résulte de la construction méme et selon des notations
évidentes :

i K h b i h h i h oK K h K h
(1) bi= M al; cl=M aj; dg= Mibe= M; Mja}; eh= Mj ¢} = Mj Mia}

Il apparait sur l'exemple choisi un phénoméne remarquable : les élé-
ments de D situés dans l'angle supérieur droit sont systématiquement

plus petits que les éléments correspondants de E et l'inverse est vrai
pour l'angle inférieur gauche.

En particulier on retrouve bien :
Max Min aj < Min Max aj
L L J

(soit ici 5 < 12)

Le lecteur pourra d'ailleurs vérifier en prenant au hasard des
valeurs aj que ces particularités n'ont rien d'exceptionnel et le probleme
se pose donc de savoir quelles sont les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que

h (K . ® (W .
(2) M M ai <M M al
) W

n



CALCUL DE M

Il est bien connu que,N quantités numériques ut étant données,la fonc-

0] .
tion latticielle symétrique M ui est obtenue aussi bien par l'une que par
l'autre des deux formules suivantes :

@ .
(3) I{‘II-L u! = "Somme'" de tous les '""produits" (N-a+l) 3 (N-a+l) des u'

a . .
(3') M ut = "Produit" de toutes les ''sommes' a a a des ut,

Les mots ""Somme'' et '""Produits' devant étre entendus dans leur sens
latticiel, c'est-a-dire que :

-"Somme' des éléments d'un ensemble X =1les plus grands éléments de X,

- "Produit" des éléments de X = le plus petit élément de X.

Par exemple : Si[xgy<gzgt]=Xon a :
I\'dX:xyzt=x=M'mX= Produit de x, y, z et t
I\z/1X=xyz+xyt+xzt+yzt=x+x+x+y=y

ou = (x+y) (x+z) (x+t) (y+z) (y+t) (z+t) = yatyyz = y

3
MX =xy+xz+xt+yz+yt+zt =x+x+xy+y+z=2

ou (x+ty+z) (x+y+t) (x+z+t) (y+z+t) = zttt = z

4
MX =x+y+z+t=t=Max X ='"Somme' de x, y, z et t

N

On sait que les opérations '"Somme' et "Produit'" sont a la fois asso-
ciatives, commutatives, absorbantes (x(x+y) = x + xy = x) et distributives
(x(x+z) = xy + xz ; (x+y) (x+2z) = x+yz) et on observera que la définition (3)

a ~ . ce 2 . 2 2
ou(3') donne un sens 3 M méme quand plusieurs des quantités considérées

sont égales entre elles. Par exemple, si x=y : MX = MX = la valeur
commune de x et de y.

CALCUL DES M, 8

D'apres (3) on a pour un B fixé :
d% = I\zig_lglj a} = "Somme" des ""Produits'" (n-a+l) 3 (n-a+l) des biﬁ
ct encore d'apres (3) pour un i fixé :
bé = "Somme" des '""Produits" (n-B+1) & (n-B+1) des aij

Donc, en vertu de la distributivité des deux opérations l'une sur
l'autre et compte tenu de leur associativité :



d% = "Somme' de tous les '""Produits' dxde tous les éléments appartenant a
un ensemble D, obtenu lui-méme en choisissant un ensemble A, de n-a+l
colonnes de A et dans chacune de celles-ci m-B+1 éléments aj.

k parcourt un ensemble K comprenant [R-a+l] [%-B+l] indices dis-
tincts et :

It aj
(4) df =2, di ol d, = aj € D¢
4' 2= 11 ol =23 al
(4') B~ teL ©t e ateee J

Ee¢ étant obtenu en choisissant a éléments aj dans chacune des B lignes
d'un ensemble Be (£ € L).

Pour la suite, nous aurons avantage 2 introduire encore les notations
suivantes relatives 2 un k € K et un { € L fixés :

Ay =al tel que: i € Ay j € Be
A, = a} " i € Ay j ¢ Bt
Ay = al " i ¢ A j € Be

Donc : DkC Ay U A, ; EgC AjU As

CONDITIONS DE VALIDITE IDENTIQUE DE L’INEGALITE (2)

Il est bien connu que quelque soient x, y et z on a identiquement :
xy € x < xtz les opérations ayant évidemment leur sens latticiel, En par-

ticulier, quelque soient les u‘f3]implique I‘\x'h ut € Miut et, d'autre part, si

ul ¢ vt pour tout i, alors Miul ¢ M vt
N ’ L A L .
Donc si a € a’et B B":

. a’ B’ .
K‘dir\ad‘;a} < MLMja;

ce qui s'interpreéte immédiatement sur les tableaux D et E. Revenons a
l'inégalité (2). Celle-ci s'écrit :
d§=2dkg ef = Il ¢

et est donc satisfaite sauf si ey, < dg,pour au moins un coupled'indices
ki € K et 1; € L, Mais si les ensembles Dy et E; possédaient un élément aj]



commun on aurait dy < aj! e, et, par conséquent, (2) ne peut se trouver en
défaut que si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(5) Il existe au moins un couple (Dy,, Ej,) tel que Dy, N Ej, = 0
(6) dy, = Min Dy ,e;, = Max,

En particulier, puisque Dy contient (n-a+l) (m-f+1) éléments et E,aB,
il sera possible de satisfaire & (5) si :

(7) (n-a+1) (m-B+1) +aBf>n + (n-a+l) m - B(n-a+l) c'est-a-dire si :

(7") (B-1) (n-e) > 1

puisque le membre de droite de (7) est le nombre des cases de 1'ensemble
A A UA3, On trouve ainsi une généralisation de 1'inégalité Minimax :

(2) Max; I\B/[J- al < I\ar{j Max; < aj pour toutp (1< B < m)

a . .
Mi Min; aj € Min; 13“ aj pour tout @ (1 < a < n).

Supposons maintenant que B# 1 et a # n et montrons que l'on peut
satisfaire a4 (5), Ag et B¢ étant fixés,

En effet, dans chaque colonne de Ay, m-B+l éléments a} seulement
figurent dans Dg. On peut donc choisir cet ensemble de telle fagon que
m-B+1 -(m-B) = un seul a} par colonne se trouve dans A, et de mé&me pour
les lignes. D'olu le résultat puisque A, étant un rectangle qui comporte au
moins deux lignes et deux colonnes il est possible de faire en sorte que
ces deux derniers ensembles de ai soient disjoints,

Comme (6) peut toujours &tre satisfaite, il en résulte que (2) est le
seul cas ol (2) soit identiquement vérifié. Exemple : n = m = 4, Pour le
tableau suivant on a :

8=1\3/ti 16[8.})15[] 1\3111 a}=7

(A :les colonnes 2 et 4 ; By, les lignes 2 et 3)

11 8 16 13 3 02 1 71 8 11 13 16

4 1 7 4 8 5 9 1 3 7 14

A= 1e 2 5 of B |6 12 10 13|] €7 |2 5 8 o9
4 12 10 15 11 14 16 15 14 10 12 15

1 2 3 7

—
w
o~
e

4 5 0 9 2 5 0 14
b= 6 10 12 13| F7 |4 10 12 15
11 14 15 16 8 11 13 16



Validité limite de (2)

Il apparait cependant vraisemblable pour des raisons de symétrie que
siB/m est plus petit que a/n (2) doit &tre ""généralement vraie" dans un
sens qui reste & préciser. Nous le ferons ici trés simplement sous les
hypotheses suivantes :

1°- n=m tend vers l'infini

2°- B=n-a+l est l'entier le plus voisin de An ou X est une constante
finie € 1/2

3°) Les (n2?)| permutations possibles des al sont équiprobables,

by
1\61 est donc le ""\-ieme quantile inférieur' M et nous chercherons a
prouver que si A est assez petit, zéro est la limite quand n — oo de la
probabilité P que :

(2°) M. M 2 > M; M, ab
i J 2 i My aj

quand les a} sont tirés au sort indépendamment et selon une seule et méme
loi de probabilité,

Appelons E,{1'événement consistant en ce que (6) soit vérifié pour
un couple (Dy, E¢). On a :

(8) P < X Pr(Ey ) oula sommation est étendue a tous les couples (D, E¢)
tels que D, N Ep = #. En raison de la symétrie (8) peut s'écrire :

2

(8") P[%n] xQxB ol :

Po = Pr (Eyy) est indépendant des indices k et 1.

Q est le nombre des fagons de choisir D, et E¢ disjoints quand A et B¢
sont fixés,

2
[2 1] = est le nombre des facons de choisir Ay et By¢.

La seule difficulté réside dans le calcul de Q. En effet, Dy et Eg étant
fixés et contenant chacun n' =in (n-1+1) éléments la probabilité pour que
(6) soit vraie est :

(9) B = [2"] = exp ( -n®(1-X) 2 Log 2 + O (n?)).

Au lieu de calculer Q nous calculerons Q' qui en est une estimation
grossiere pour X voisin de 1/2 mais suffisante pour X petit,

Q' = Nombre des fagons de prendre deux ensembles D' et E'de n' élé-
ments chacun de telle sorte que D' CA;UA,; E'C AjUA3etD'NE'=Z,



Supposons qu'en outre il soit fixé que X éléments de D' et Y éléments
de E’ sont dans A, qui contient®n® cases, on a :

(lznz)! n? (1'12) n? ()‘,-12)

S S—— Donc :
X1Y!(¥n® -X-Y)! n'-X n'-Y

Q'ky =

Q' =21 Q4,yol la sommation est étendue 3 toutes les valeurs de X et de Y
telles que X+Y < 2 n?. Posons

X =x A?n® et Y =y A2n?
H(u) = ulog 1/u + (1-u) Log 1/(1-u) ;
H(x,y) = x Log 1/x+y Log 1/y+(1-x-y) Log Y(1-x-y)

il vient

Log Q= n® R H(x,y) + 12 (-13) (HEZ) +HER)) + o ()

"

n2(1-3%) Fy (x,y) + o(n?)

Q%yétant exponentiellement convexe en x et en y tend pour n croissant
vers (exp n?(1-2)F) ouF) est le maximum en x,y de Fy (x,y).

D'apres (8') et (9) le résultat sera donc établi quand on pourra prou-
ver que :
(10) Fy < 2 Log 2

Observons d'abord que F(x,y) n'atteint son maximum que si x = y.

X2 22 . _

T * L2 +_Ll-l H(2x) qui pour x = 1/2
est certainement plus grand que 2 log 2 quand X est voisin de 1/2. Par
contre, F) (x,x) croissant en}, tend uniformément vers zéro avec cette
quantité. Il existe donc une valeur Ao finie telle que (2°) soit satisfaite 2a
la limite quand n —» cosi A <1,.

Dans ce cas : Fy(x,x) = 2H(
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