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NOUVELLE DXHONSTRATION DU THéORﬁME DE SCHREIER SUR LES SOUS-GROUPES
D'UN GROUPE LIBRE PAR SON EXTINSION AU CAS DES DETI-GROUPES LIBRES.

par 1.P. SCHUTZENBIRGER.

1. Dans cet exposé, on fera toujours 1'hypothése que les demi-—groupes considérés
contiennent un élément unité e (sont des "monoided) et par "sous demi-groupe"

on entendra "sous-demi-groupe contenant e" (c'est—a-dire "sous monoIde").

Le théoréme de Schreier peut 8tre formulé de la fagon suivante :

(1) Une condition nécessaire et suffisante pour que le sous—demi-groune H du

groupe libre G soit un groupe libre est qu{;}_§atisfasse la condition Ud :

S
Uy Y, sHaHsn H#P s <H .

En effet, dans les conditions de 1'énoncé, Ud signifie simplement que H est
non seulement un sous-demi-groupe mais un sous—groune de G . (Car si s <1 ,

ona ssl=sls=ccH ot , donc, sl e H).

Par contre, la pronosition analogue concarnant les demi-grouves :

(1') Une condition nécessaire et suffisante pour que le sous-demi-groupe A du

demi-groupe libre F soit un demi-groure libre, est qu'il satisfasse Ud ’

peut &tre proavée beaucoup pitus directement (cf, var exemple, M.P. SCHUTZENBERGER
[6]) ou comme un corollaire d'un théoréme de F. Levi ou, encore, comme un cas

particulier d'un énoncé sur les produits libres de demi-groupes.

Le but de cet exposé est de montrer que la version ﬁg{gggg" (1), du théoréme de
Schreier peut étrc déduite trés simplement de la version "demi-groupe" (1') moyennant
quelques corollaires des théorémes généraux de la théorie des demi-groupes unitaires
de P. Dubreil [ 1] (Section 2 ci-dessous) et une remarque combinatoire (section
3 ci-dessous) qui présente elle-méme une certaine utilité pour un probléme de

mathématiques appliquées (celui de la marche au hazard sur un groupe libre).

2, Dans cette section, on considére un domi-grouve libre F , un groune G (avec
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1'é1ément ncutre e') et un homomorphismc Y de F sur G,

PROPOSITICN 2,1. -~ Si H est un sous-groupc de G , A = Tf H est un sous-demi—

groupe libre de F .

V4
DEMONSTRATION, — H est "unitaire" dans G (ef. P. DUBREIL [1] ) (c'est-a-dire

qu'il setisfeit U, : VS. HsH n H# @ = s € H), Donc A dans F satisfait U et,

a fortiori, U

q ¢+ D'ol lo résultat, d'aprés (1").

REMARQUE. -~ On peut démontrer 2.1 directement en utilisant seulement le fait que
F est libre et que A satisfait U, - Soit Al = (4 ~e) -~ (4 - e)2 1'ensemble
générateur de A . I1 suffit de montrer que tout x& A — e a une représentation
unique comme produit de a € Al . Supposons donc que x = ab = a'b' € A avec
a,a'eh (et donc b, b'e A, d'aprés Uk)' Ou bien a o¢st un diviseur 3
gauche de &' ou bien, 1l'inverse. Dans le premicr ces, a' = aa" et la condition

Uk implique que a" € A , Comme a'<e B, ceci n'est possible que si a" =e =

1
la suite vide et, donc, a = a' . Etec.

PROPOSITION 2.2, — Si H est un sous—groupe normal de G , A satisfait en

outre aux deux conditions équivalentes suivantes :

X,y
S F’ xye A& yxe A (A ost "symétrique au sens de P. DUBREIL [1])

Un : Deux quelconques des trois relations ci-dessous entrainent la troisiéme :
xyze A 3 xz2e A ;3 yeld,

et A intersecte tous les idéaux de F .

DEMONSTRATION, — I1 suffit de vérifier que les conditions sont satisfaites pour
Hao G .

PROPOSITICN 2.3. — Récivroquement, si le sous-demi-groupe E de F intersecte

tous les idéaux bilatéres de F et satisfait Un (ou U, et 8), il existe un

d
homomorphi sme f de F sur un groupe G tel que q}e'zE.

DEVMONSTRATION, — On vérifie facilement que U; et S entrainent U (et Uk).
Inversement (R.R. STOLL [7]) si E satisfait U ctsi xyeE, ona
xyxy € E et par consédquent yx ¢ E (puisque xyxy = x(yx)y ). L'implication

Un§> Uk est triviale,
Soit donc E satisfaisant les conditions de 1'énoncé ct Y 1 'homomorphisme

associé i la relation d'équivalence sur F définie par x = y (E) si et sculement

—
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si pour tout z , t€ F
zxt € B zyt = E
On vérifie succassivement @
i. x=zy(E) pour tout x , y €E .
Donc, TE ost un élémont idempotent o' de ﬁ’F .

iji. Pour tout x &€F , il existe au moins un x'¢ F tel que ©x \fx' = c@x' rfx =e' .
(Puisque E intersecte tous les idéaux bilatéres, il correspond & tout x au
moins une pairc y , z avec yxz € E ct, d'aprés S, (zy)x ot =x(zy) appartien-
nent 3 E).

Ces deux remarques prouvent que G = WF ast un groupe ¢t que % ost bhien le

noyeau de ? .

PROPCSITION 2.3, ~ Dans les mémes conditions 2.2., si ‘f est un homomorphisme de
F sur un groupe G" (d'élément neutro o") ot si I%l ' =K i = };;1 e" ,

il existe un homomorphisme X de G sur G" telque ¢'= Xeo¢.

DAMONSTRATION. — T1 suffit évidemment do montror que x = y (E) entraine
x =y (B") . Or, si la premiére reclation est vérifide et si zxt ¢ E" , il existe
u avec xtzue E , donc, ytzu « B ¢ E" . Mais, xtz € E" et xtzu ¢ E € E"
impliquent u & " et, d'aprés U > ytz (et donc zyt) € E" ,

PROPCSITION 2.4. — L'enscmble des sous-demi-groupes de F qui satisfont Un
forme un treillis L(F) complet et, si F' cst un sous—demi-groupe quelconque
de F, AeL(F) entraine 4 n¥'< L(F') .

La démonstration cst une paraphrase de 1'énoncé.
Les provositions 2,1 et leurs démopstrations sont les cas particuliers dc
théorémes établis par P, DUBREIL [1][27], F. Livi [3][4] et R.R. STOLL [7].

3. Dans cette section on considére cncore un demi-groupe libre F ongendré par
1'ensemble F1 = {f} ¢t une application involutive fixe f-> * de F1 sur lui-
m8me. Cette application est étendue de fagon naturelle & un antiisomorphisme

de F par o =o ;v(xy)* =y x .

Fl s décompose en deux sous-cnscmbles :

Fi » consistant en tous les f ¢ F; tols que f= £

F{ , consistant en toutes les paires (£, £') tellesque £ =f'#£f=1"",
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On suppose que l'on a su choisir un élément dons chacune de ces paires et on

désigne par G, 1'ensemble de ccs éléments.

Enfin on dénote par F, l'cnsemble formé par l'union de F

* N P n
ou f €& Fl

Soit maintenant G 1le groupe libre cngendré par G

i et des produits
£f

] On définit une application

© de F1 sur {Gl v e'} par les régles suivantes :

Si feF!, ef=c
Si feG ,6f=rf
Si f=f"™ ot fleq ,er=r"t,

1
Puisque F est libre, © pcut 8tre étondue de fagon naturelle & un homomorphisme

=1 » ,
de F sur G dont le noyau 6 e' sora désigné par E .

PROPOSITION 3.,1. —~ Si x ¢ E est de la forme fyf' avec f , f'e F, et 4 ’

alors x =132t ol z et t apparticnnent tous les deux & E —e ,

1

DéMONSTRATION. — Pour simplifier, nous utilisons le résultat bien connu que E
est 1l'ensemble des suites finies de symbéle {f qui peuvent 8tre réduites & la
suite vide e par cancellation répétée de pa{res d'éléments appartenant a F2 .
$i donc les conditions de 1'énoncé sont remplics, la derniére cancellation ne
peut 8tre celle deo. ff' puisque ce produit n'appartient pas a F, . Donc x doit
avoir la forme fy'f*y"f' ohu z = fy'f"€E n'est pas le suite vide. D'aprés

U, s t = y"f' appartient aussi & E ~e .

PROPOSITION 3.2. — Le noyeu E peut &tre défini de fagon équivalente comme

le plus petit sous—demi-groupe E'e L(F) qui contienne F,_, ou, E" qui contiennc

2
le sous ensemble F* des x € F tels que x = X .

DéMONSTRATION. — Que E soit le plus petit sous-demi-groupe contenant F2 est
une conséquence directe de 2.3 et 2.4 quand E est défini comme e”l e!' on
e' est 1'é1ément noutre du groupe libre G . Réciprogiement, E' , d'aprés 2.2,
esy le noyau d'un homomorphisme sur un groupc (la condition accossoire
que E intersecte tous les idéaux bilatéres est automatiquement satisfaite
puisque pour tout x , xx'eE , d'aprés 8) et cc groupc cst libre d'aprés
la proposition 2.3 et le caractére minimal de E .

D'eutre part, si E" « L(F) contient F' , il contient en particulier F,

* 4\ % E * .
(car pour tout x , (xx )" =x x =xx ) et réciproquement, E' = E" ,
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En effet, en raisonnant par récurrence sur la longueur lxl de x , le résultat

est vrai par hypothése quand b(ls 2 . Quand lx] >2 , 0t x= x* s X a la forme
fyf* o fe F,
satisfeit y = y”e .

et y , de longueur |x| - 2, appartient & E" puisqu'il

REIARQUE. ~ Dans 1'application évoquée au début de coet exvnosé, on doit
considérer 1'ensemble générat-ur El de E consistant cn les x € E tels que
X=yz ,y ¢€FE ~c implique z=e ot y=x . Les deux propositions précédentes
permettent de montrer que E1 est en corrospondance biunivoque avec 1'ensemble

union de F! et des suites de la forme xyztx* avec lxl >1 et, soit yzt=e ,

1
soit y et 2z appartenant & E, ot étant resvectivement de la forme y = fy'

et z=2z'f' avec f, f'c F, ot ¥ # £ (et évidemment, toujours, z € E).

4, DéMONSTRATION du théoréme de Schreier (1). — Soit maintenant, avec les notations
de la section 3, H un sous-groupc de G .
On a les résultats suivants :

1

i. D'aprés 1.1, A=06 " H est un demi-groupe libro.

ii, Puisque c' € H, E ¢ i ot, d'aprés 2.4, E € L(4) .

iji. E est le noyau de la restrictionde € & 4 .

iv. Puisque aa” € E y & ot a® appartiennent cn méme temps & A . Done, cn
posant Al = (A-¢)~ (&~ 6)2 = 1'cnsemble générateur de A (cf. la remarque
de la section précédente), la restriction de *a Al est une application involutive
de cet ensemble sur lui-méme ot 1'on peut définir Ai , AK , etc. pour (& , )
comme on 1'a fait pour (F , *) . En mrticulier, soit K 1le plus petit sous—

demi-groupe de L(A) qui contienne A, .

I1 est immédiat que K < E et, d'aprés 3.2, le théoréme de Schreier sera
prouvé si 1'on peut montrer que XK = E puisqu'alors H= © A sera 1l'image du
demi-groupe libre A par un homomorphisme © dont le noyau a les propriétés

minimales voulues.

Soit donc x e E . Si |x| €2, il est certain que x € K . Supposons donc
établi pour tous les é1éments de longueur < n que x € E entraine xe€ K. et

B

soit maintenant x £ E de longueur n + 1.,

Si x est de la forme 1E'yf"e , y anpartient & E (d'aprés Un) et, par
hypothése 4 K puisque |y| = n -1 . D'autre part, comme E <A , x appartient
34 A ainei que xx* . Mais, (xx*)* = xx™ et, par conséquent, xx" & K (proposition

[N

3.2). En particulier, ff* appartient 3 K , (puisqu'a E) pour tout f <F, .
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Donc, en appliquant U & xx = fyf fy f = £y (£ £)(y )f  (oh les éléments

qui appartiennent & K et qui veuvent &tre éliminés sont mis entre parenthéses)
H
on trouve fyf =—xe K.,

Ceci achéve la démonstration, puisque, d'aprés la provosition 3.1, si x n'était
pas de la forme précédente, on aurait x = yz avee y , z € E ~ e et par
conséquent de longucur au vlus égale & n , et, donc enfin,par hypothése,
vyszge K et x=yz€ K,
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