ALGEBRE. — Sur la représentation monomiale des demi-groupes.

Note de M. MarceL PavL ScaurzenserGer, présentée par M. Georges Darmois.

On applique aux demi-groupes avec unité (monoides) la méthode utilisée en théorie
des groupes pour définir les représentations monomiales.

Notations. — Solent A et B deux demi-groupes commutant d’applications
dans lui-méme de ’ensemble X*={ 5 }. Il sera commode de supposer que A et B
sont les images homomorphes «S et 8S d’un certain demi-groupe S avec
unité (¢) et d’écrire sos’ au lieu de 6. as’.Bs=10.Bs.as.

On utilisera les relations suivantes sur X*>< X* :

0’ Brc <= d €aS; ¢ Byo <~ o' €So; dBso = €ScS;

Tam BANDTR'; Bp= BpNTpl; Bs—: BsNBs; K =%, N %.

On sait [ J. A. Green (*)] que @ == B, 0 By==Byo G, C B est une équivalence
et I'on dira qu’une partie X' de X* est « A-élémentaire » si ’'on a identiquement
sur Y : &' N By= B, N B;. Une G classe qui est a la fois A- et B-élémentaire
se réduit A une seule M-classe et sera dite « élémentaire ».

Définition de la représentation. — On considére désormais une ®@-classe,
X, fixe et I'on désigne respectivement par Xi(iel); X;(jelt); X,=XnL;
ses By-, By~ et K-classes. On choisit arbitrairement des éléments o) et ¢; dans
chacune des K-classes X, et Zj.. D’aprés la définition méme de G, et B, il existe
deux systémes {a,, a; } et { b}, b]} tels que

i

1,0 i 1. . 1.1 . Jel —.
giai=:0; ¢gyal =:ay; bioi=:a bigi=:a;.

On fera usage de la remarque suivante :

(k) S os=o05'=c' €X pour un c€X alors ¢"s=c"s'=o" €X'’ pour tous
les o" € .

En effet, il existe b, b’ €B tels que bo =" et b'¢"=0. Donc

¢’'s=bos=:bos'=0¢"s'—= " et bo"=:beo"s=ocs=0c'.

SiAi={s: ZNX# @ }|={s: Z X, la restriction a X' de la représen-

tation (X*, AY) induit un homomorphisme ¢; : A’ A’. Comme c}aa; =g, et



(2)

¢\ a}a,==c, il résulte de la remarque précédente (%) que ¢,d\a}=:¢,cet
0;a; a,=: g;e. Les applications de A’ dans A! et de A* dans A’ :

1

a—aaal (a€Al) et a->alad, (a€Al)

sont donc des isomorphismes entre A’ et A*.
On désigne par o un nouvel élément servant de zéro au demi-groupe

A*=:A'U O, et, a tout s€S, on attache la I > I matrice M(s) définie par
mi'(s) =:q:(d\sa}) siaisell; =:0 si ¢}sg .

On a évidemment M(s)M(s') == M(ss’) identiquement, et I’on définirait de
facon duale les J ><J matrices N(s) n’ayant cette fois qu'un élément non nul au
plus par colonne.

D’aprés (%), 1'équation en z, ax =:a’, entre éléments de A* posséde au
plus une solution. Soit A le sous-ensemble des z € A* tels (ue pour au moins
un &', zx'=e(==9,e). Epij\: coincide avec I’ensemble

(s€S:21sn3l/ @)= {seS: Jls= 3
et est un groupe puisque tout élément de A posséde un inverse unique. Enfin
A=A— (O Uj&) est vide si et seulement si ¥ est A-élémentaire et, sinon,
A* (et par conséquent A), contiennent une suite infinie d'idéaux a droite
{a"A|(aeA) tous distincts.

Dans tous les cas (?), s1 Bestle groupe défini de fagon duale dans B,, la corres-
pondance o} a=:ba; établit un isomorphisme entre A et B.

Il s’en déduit (*) la possibilité de montrer que M(s) ne dépend pas du choix
des ¢, (4 une transformation prés par des matrices diagonales a coefficients
dans A)

Relation entre les deux représentations. — On suppose désormais que X est

une Bg-classe élémentaire. On peut représenter par un élément unique o,
I'ensemble SXS-X et 'on fait 'hypothése que les @) et les b} peuvent étre
choisis de telle facon que o,a}b}==a\b.s;, identiquement. On désigne

par R la I><J matrice dont les éléments sont les a’;b}(eiuo) et par
U=={s: i dysbjol= ola) b .

On a donc pour tout u€ U : M(«)R =: RN(u) == R(u) puisque r/(u) est la
valeur commune dans A y O de
oy d, ubl=:m} (u)o}al b} et dyublol = a bl oinl, (u),

v et ' étant les indices (uniques s’ils existent) tels que m'(u) et n/,(u) ne soient
pas nuls. Il résulte de cette équation que U est un demi-groupe ainsi que le
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sous-cnsemble V (qui peut étre vide) des v€U tels qu’il existe une J <1
matrice T(¢) satisfaisant M(¢) = RT (¢) et N(¢) =T (¢)R. En particulier, si X
est identifiable 4 S lui-méme et si X correspond a une @ classe élémentaire et
réguliéere D de S, S=U, V contient D et T(¢) est la représentation de
Clifford (*) avec la multiplication T'(¢)RT (¢') == T (¢¢').
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