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SUR CERTAINES CHAINES DE MARKOV NON HOMOGENES

par J. LARISSE et M. P. SCHUTZENBERGER

Soit donnée une chaine de Markov non-homogéne sur un en-
semble fini d'états I, c'est-a-dire, soit donnée une représentation p
d'un monoide libre F dans le monoide M des IxI matrices stochas-
tiques. Pour chaque f€ F, le sous-monoide { pf": n€ N }de Mest
une chalne de Markov finie au sens habituel ; si uf appartient au
sous-ensemble M, de M des IXI matrices stochastiques ayant exac-
tement r racines caractéristiques de module unité, (c'est-a-dire si
la chaine de Markov {uf" : n€ N } a exactement r classesergo-
diques), la matrice pf"™ = (pf)"* est apériodique et, par conséquent ,
‘}i_{raxo ufkri*l existe. C'est une matrice stochastique que 1l'on désignera
par puf et qui appartient au sous-ensemble M,C M, des matrices
n'ayant que des racines nulles ou de module unité et dont les puis-

sances successives forment un groupe fini.

D'autre part, la donnée de p détermine de fagon univoque un
homomorphisme w de F dans le groupe additif des réels tel que
pour chaque générateur x de F on ait :
wx = la borne inférieure des entrées positives de ux si celles-ci ne
sont pas toutes égales a4 un et wx = 0 dans le cas contraire (c'est-
a-dire si ux est un élément du sous-monoide P de M constitué par
les matrices représentant des applications de I dans lui-m&me).

Pour simplifier, on fera 1'hypothése qu'il existe une valeur

positive w tel que wx> w ou = 0 pour tout générateur x et on po-
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sera F,={f € F :wf >z} pour chaque valeur réelle z (ce qui entraine
donc uf € P pour tout f € F\F,). Avec ces notations, il résulte d'un
théoréme récent de J. Wolfowitz [1] (1) que si pf € M; pour tout { E F,
ona : (W). 0= lim Max {Jjufaf, - g |l: € F ; ,EF, }, ot la

norme |jm || d'une IxI matrice quelconque m est 1\{13}: R jmg, i
[3

On se propose ici de vérifier en application de ce théoréme
que s'il existe un entier r tel que uf € M, pour tout f € F,, on peut
trouver une application 1 de F dans un sous-ensemble fini de M

telle que l'on ait :
(W,). 0 = lim Max {||phif, - i b, pfy | ,EF 5 §,,f; € F, ).
z o

Si toutes les matrices pf (f € F,) satisfont la condition plus
forte d'appartenir a M, et d'avoir r racines égales a un, (c'est-a-
dire si toutes les chalnes { " :n€ N} (f € F,) sontapéridiques),

l'introduction de 7 est inutile et 1'on peut écrire :
(W;) : 0 = lim Max { || ufiff, - ufy. pfs | : L, €EF ; f,1,EF }.
z

Nous ne sommes pas en mesure d'apprécier ici la signification
éventuelle de ces relations dans la théorie générale des 'automates

probabilistes' de M. Rabin [2].
Vérification de la propriété

Nous supposons la représentation p donnée et telle que { uf :
fEF, } CM,. Le support (ou type [1]) d'une matrice m € Mestl'en-
semble fm € P (IxI) des paires (i,i') € IxI telles que 0 # m;, i, le
support de la i-idme ligne de m étant désigné par 3;m ={ i' €I :
(i,i'Y € pm}. Pour m,m' €M, le produit p3m.3m' des supports pgm
et Pm' est, comme d'usage (cf. [3]), l'ensemble des paires (i,i') €IxI
telles que (i,i') € Bm et (i!,i") € Bm' pour au moins un i'€ I. Donc,

(1) Nous remercions le Professeur Wolfowitz d'avoir bien voulu nous commu-

niquer son travail avant sa publication.
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Bmm' = Bm.Bm' et on peut considérer 3 comme un homomorphisme
du monoide { uf : f €F } dans le sous-monoide de P (IxI) consti-

tué par tous les supports 3m tels que 3; m # @ pour chaque i€ I,

I1 résulte immeédiatement de ceci que pour m,m' € M et i,i' €1
on a :
si B;m est un élément minimal de la famille { Bm : jE I} ordon-
née par inclusion, §; mm' est un élément minimal de la famille { Bjmm':
JEI Y ;

sig;mm' NBy;mm' = @, alors, d'une part 3;m N3;m = @, d'autre

part B, m' N @, m' = @ pour tout jEB,m et j' € B, m.

Nous dirons que Bm est cyclique si Bm = Bm?" pour au moins
un n €Y (et par conséquent pour une infinité de n € N). On sait

que quelque soit m € M, PBm" est cyclique pour n > (Card I)!.

I1 est clair que la propriété pour une matrice m € M d'avoir
ou non r racines de modules unité, ainsi que la valeur de ces ra-
cines dépend exclusivement de son support Bm. De la mé&me fagon
si m€ M,, et sim = .}H& mkritl  le support S8m ne dépend que du
support Sm. Plus précisément, uf € M, si la chaine de Markov{uf":
n€ N } a exactement r classes ergodiques auxquelles on réservera
la notation I; (f), I;(f), ..., I,(f) en posant I'(f) =U { I7(f) : j € [1,r]}.
On sait que si pf € M,, la restriction a I; (f) xI du support de uf est
contenue dans un ''rectangle" I;(f)x I;- (f) (Cf. [3]) et qu'elle est égale
4 ce rectangle si Buf est cyclique. De méme la restriction & IX 1*(f)

du support de uf est contenue dans Buf et Buf est égale a la restric-
tion a IxI®(f) du support de pf quand Buf est cyclique.

Ces notions étant rappelées, définissons R comme la ferme-
ture convexe du sous-ensemble P, C P des matrices représentant une
application I»I telle que l'image Ip de I ait au plus r éléments. A
chaque f € F nous associons Xf € [0,1], iz ER et urf € M par les

relations suivantes :
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"

pf = (1 - XB) . wf + XL upf s

xf Min {X € [0,1) : uf = (1 - X).m + X.m' ; m €ER, m' € M}.

Enfin, nous désignons par F, l'ensemble des f€& F tel qu'il existe
au moins un g € F, de support cyclique et une paire f', f'' EF satis-

faisant puf = Puf'gf'.
REMARQUE 1. Pour chaque f €F, ona Xf<1 et BufC Buf.

Vérification. Il est clair que PP,P C P, et que le support de tout
m € M est une union de supports d'applications p' € P. Il en résulte

immeédiatement que Xff' ¢ Xf. Xf' pour tout f, f' € F.

Considérons g € F, de support cyclique. Si I' CI a un et un
seul élément en commun avec chacune des classes ergodiques I; (g) ,
le fait que pour chaque i€ 1 la ligne B;ug contienne au moins un
I;(g) montre qu'il existe au moins un p € P, tel que I' = Ip et gp C Buf.
Donc Xg <1 et par conséquent Xf'gf''<1 pour tout f', f''E€F. Comme
la propriété Xm <1 ne dépend en fait que de Bm, 1'inégalité Xf<1 pour
f € F, est établie.

Soit maintenant Bp C Buf o pE P, et fE F. Si I' = Ip, 1'union
des supports des colonnes de uf d'indice i€ I' est égale a I, et il
en est de méme pour toute matrice de la forme uf'f. Prenant f' = f"
tel que Puf'f soit cyclique, on en conclut que I' doit avoir un (et un
seul) élément en commun avec chacune des classes ergodiques I} (£)
et qu'en particulier I' € I°(f). Comme BpC Buf et comme la res-

triction de Buf a IxI*(f) est contenue dans guf, la remarque est

entiérement vérifiée.

I1 résulte de Buf C Buf que chaque classe I; (f) admet un sous-
ensemble minimal I;‘(f) tel que I'(f)XI'j'(f) contienne la restriction
a I‘(f)XI;(f) du support de y,f. De méme, il existe un sous-ensemble

maximal I;'(f) contenant tous les i €1 tels que B;uzf C I;'(f).
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REMARQUE 1 bis . Si f, f' € F, il correspond & chaque j € [1,r] un etun

seul j' € [1,r] tel que I}‘(f) C ,* ().

Vérification. Soit pour m € M, A (m) la cardinalité maximale d'un
ensemble de lignes de m ayant leurs supports deux a deux disjoints.
On vérifie facilement que pour tout m, m' € M ona A (mm')< A(m) ,
A(m'). Donc, si fEF,, on a A(uf)< r puisque Ppf admet PBug

comme facteur etA (uf) = r puisque A(uf) = r pour n3 (Card I)!.

Considérons maintenant le cas particulier de 1'énoncé ol Buf
et Buf' sont cycliques. La relation A(uff') = r montre que pour chaque
i € I¥(f), le support B pf' doit avoir une intersection non vide avec
une seulle classe I}.(f). Le cas général s'en déduit immédiatement:
en effet, I}*(f)C Ij(f) et les seuls i €1 tels que B;uf' n'intersecte
qu'une seule classe Ij‘.. (f'), appartiennent & 1l'union I"(f') des en-

sembles disjoints I'j" (f1).

Nous écrivons désormais pour abréger Lim au lieu de lim Max
z2>®©
et nous désignons par f, et f! des variables liées par la condition

£, § €F,.
REMARQUE 2. Lim i uf, - Wef,ii = O.

Vérification. Soit B = { Buf : f € F.} . Si un élément b € B appartient
A une @-classe réguliere ({4]), il existe un élément b' € B tel que
b'? = b! et b'b = b. Donc si B, est 1'idéal de B engendré par les

M®-classes réguliéres, l'image inverse de B par B-lappartient a F, .

Soit h le nombre des ®@-classes de B. Nous montrons d'abord
que tout produit b;b,.. .bﬁ de h = 2"-1éléments de B a au moins un
facteur droit non vide bub, e, - - bﬁ appartenant a4 une ®-classe régu-
liere de B. Ceci est trivial pour h = 1 puisque dans ce cas B a une
seule @-classe qui est nécessairement réguliére. On peut donc suppo-
ser le résultat vérifié quand B a moins de h > 1 ®M-classes et, naturel-

lement, on peut aussi supposer qu'aucun des b,, (k' =1,2,...,h = 21y
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n'appartient lui-mé&me & une ®-classe réguliere. Comme toutes les
®-classes considérées sont finies, ceci entraine ([5]) que pour chaque
k'<h les trois éléments by, byrs1 et b,b.y; n'appartiennent pas a la
méme ®-classe. Donc le sous-monoide engendré par les 2 "2 produits
bib,,bsby, ... ,b;_; b- a au plus h-1 M-classes et le résultat découle
de 1l'hypothése d'induction.

Soit maintenant F! = F*\(F,)z. Le résultat qui vient d'@tre vé-
rifié montre que tout f € (Fo)"; a au moins n facteurs dans F,. En
outre, faisant intervenir l'hypothése selon laquelle w x = 0 ou wx>®> 0
pour tout x € X, on voit que wf>1 - o pour tout f& F!. Donc
Xf<(1 - )" pour chaque f € (F‘o)"i ce qui entraine Lim Xf, = 0 et
acheéve la vérification de la remarque 2.

Soit V l'ensemble des I-vecteurs v & coordonnées non néga-
tives tels que zi' vi = 1. Pour (v,v') € VxV et m € M nous po-
sons : &, ,..m =1 - = Min { (vm);, (v'm);}. D'aprés Hajnal ([6]),
pour tout m'€ M on a : 0<é, , ., mm'<§, ,,m< 1 avec §, ,.m = 0
(resp. = 1) si et seulement si vm = v'm (resp. Bvm NBv'm = Q).
Quand u et p' sont deux applications de F dans M telles que:
Lim { pf, - w'f,|| = 0 on a évidemment Lim |8, ,.uf, - &, ,u'f,i = 0.

Nous considérons maintenant un sous-ensemble fixe K de I
ayant r éléments et nous définissons la IxI matrice e, par (eyi, ;s =1
sii=i'€ K; = 0, autrement. Pour abréger, nous écrivons m'€ M'
(resp. m" € M") si m' = m.e,(resp. m'" = e,.m pour au moins un
m € M) et si m' contient r lignes ayant des supports disjoints telles
que toute autre ligne soit une combinaison linéaire a coefficients non
négatifs de ces dernieres (resp. et si m'" a r lignes ayant des sup-

ports disjoints non vides. ).

RENARQUE 3.1l existe deux applications p' : F-oM' gt ' : F>M'" telles

que Lim [juf, - p'f,. p"f, [= 0.
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Vérification : Nous utilisons les notations de la Remarque 1 bis.
Le support de la restriction de Wef, a I'™(f,)xI est une union de r
rectangles disjoints I} (f,)xI}:(f,). Comme pf, appartient & la ferme-
ture convexe R de R ceci entraine que deux lignes quelconques de
cette matrice soient égales quand l'intersection de leurs supports
n'est pas vide. Il existe donc une matrice p''f, € M'" dont les lignes
non nulles sont égales aux r lignes distinctes de la restriction de
mafe & I (£)% L.

Soit f} un autre élément de F,. D'aprés la Remarque 1 bis,
chacun des ensembles Ij!f (f') est contenu dans un et un seul ensembles
f;' (f,) et uqf} est identique & la somme de ses restrictions a Ix Y (f,)
(' € [1,r]). Donc deux lignes quelconques non nulles de la restric-
tion & IxI! (f,) de p.f}. i f, sont proportionnelles et 1'on peut trouver
une application v' : FxF > M!' telle que l'on ait ugfl. pef, = v' (£, £) .
'f; identiquement. D'aprés la Remarque 2, Lim || uflf, - pf! [[= 0.
Par conséquent, Lim [[uflf, - v' (f!,4).u'f, || = 0 ce qui entraine la
validité de la Remarque 3.

RENARQUE 3 bis. Si les applications p' : F>M' ; v : FxFxF-»M et u':
F » M" satisfont la relation Lim |jufff! - u'f,.v(f,,f, ). p"f, li= 0,
il existe trois applications ' : F-M'; p: FxFxF >M" et {"

F -M" telles que :

Lim [[u'f, - @RI} | = Lim || u(f,f, 1) - p(f,f,f) ] =

Lim || ex. v(f, £, £1). u'f, - WLl || = 0, et qu'en outre, d'une part la
restriction de p(f ,f,f') & KxI représente une permutation de K,d’autre

part, pour tout f' € E,, af' = pf'.p''fr.

Vérification. L'existence d'applications p!' : F-M' et u' : F»M'" sa-
tisfaisant 1'identité of' = Q'f!. 0''f' est triviale et il est clair que toutes
les paires d'applications satisfaisant ces conditions sont équivalentes

sur F, & une permutation de K preés.
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Désignons maintenant par AMm la pius grande entrée de la
i-eme colonne de m. Il est bien connu que ¥m'm < N¥m identique-
ment. Donc pour tout i€1 et (f,f,f!) € FxFxF on a A*uf, ff}, =
= MR < MU LT et
N (W, U(F,, £, ). W'EY) < N(UUE,, £, 1), p'E) < ASpELL
Les hypoth&ses impliquent

Lim || N @'f,. u(f,, £, ). ")) - A‘uf,if! = 0
) o ' =
‘ na X A £
=Z.I A'u'f! = r. Donc, pour chaque i €I, Lim|A*u f,ff} - At (u(f,, £,11).
w'f) | = Lim | A(u(f,, £, £1). w'fY) - APu'fhi= 0 et Lim;/.‘.I N (e, £, ') =r

ce qui montre l'existence de p : FxFxF » M, identique & v sur

et, comme uf,ff! et p'f! appartiennent & M'", on a

(INK)xI, se réduisant a une permutation de K sur KxI etsatisfai-
sant Limju(f,,f,f!) - p(f,,f,f!) [i= 0. D'aprés la premilre de ces
relations on peut choisir p'' : F» M'" telle que Lim j e,.p(f,, f, f1). p''f}

p''f,ff! j = 0. Ceci établit la partie de la remarque concernant les

applications u'' et p.

De fagon analogue, pour tout (v,v')€ VxV ona:

8y, W B = &, 0 uf B! < 8, W, ff! et Lim &, ,.uf ff' < Lim §, ,uf,.

Comme l'ensemble des (v,v') € VxV telles que év,v.fﬂfsz; (resp.
8,,vpu'f,) est 0 ou 1l détermine f).' (resp. p') & une permutation pres
de K et comme le support de la restriction de uf,ffl a Ix I'(f,ff'z) est

contenu dans Bﬁfsz'z, la vérification est achevée.

PROPRIETE 1 : Sip: F-»M est telle que pour chaque f € F lachaine de
Karkov { pf": n € N} a exactement r classes ergodiques, il existe une

application mde F dans un sous ensemble fini de M telle que :
(W,) . Lim jj uf,fft - gf,.nf. pft jj = 0.

St en outre toutes les chaines { Uf" :n€ N} (f€ F,) sont apé-

riodiques, on peut écrire :

(W).. Lim |jufff', - pf,. pft jj = 0.
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Vérification, D'apreés la Remarque 3, il existe deux applications

ut c F-oM' et p'':F>M" telles que Lim |jpf, - p'f,. u'"f,]] = 0.

Prenant une application v de FxFxF sur la matrice unité e; et em-
ployant la Remarque 3 bis, ceci montre que Lim || uf, - pf,{= 0 et
qu'il n'y a aucune diminution de généralité a supposer désormais que
uto= p' et u"' = u", clest-a-dire que u'f. p'f = if pour tout fE F,.

Le premier de ces résultats donne
Lim || pf,ff} - pf,. pf. [ft ||= Lim || §fffY - pf,. pf. pft || = 0.

Comme pf,. uf. pfl = p'f,. u(f,,f,f!). u'f! ol maintenant v est
une application quelconque de Fx FxF dans M telle que eK.U(fz’f, f1) =
= pu"f. pf. u'f', on peut appliquer de nouveau la Remarque 3 bis qui
montre cette fois 1'existence d'une application p de FxFxF dans M
telle que ey. p soit une permutation de K et que Lim || u"f,. uf. p'ft -
e.p(f,,f,f!) || = 0. D'aprés 1'hypothese faite plus haut, u'f,. p'"f,= pf,
et p'f!. p'fY = uft . On en conclut que p'f,. pf. u'f!est elle-méme,
pour tout (f, f,f!}) € F x FxF,, une matrice ayant son support contenu

dans Kx K et représentant une permutation de cet ensemble.

Puisque les matrices p'f,, uf et p'f! ont des entrées non néga-
tives, ceci entraine u''f,. uf. u'fy, = u'f,. wf. Yf! quelque soit l'appli-
cation n : F->M telle que Buf = Bnf. Par conséquent, sous cette
hypothése uf,. uf. ﬁf', = ﬁf,. nf. ﬁf', ce qui acheéve la vérificationde
(W,) puisque le monoide { Buf : f EF } est fini.

Supposons maintenant que toutes les chaines {uf" : n€ N} soient
apériodiques, c'est-a-dire que uf = pf?pour tout f € F,, c'est-a-dire
encore, (dans les notations de la Remarque 2 bis) que I;*(f) C I;. (£)
pour tout j€ [1,r]. La Remarque 2 bis montre que l'on peut choisir
l'indexage des classes ergodiques des différentes chaines { uf": n €N}
(f € F,) de telle sorte que I;’(f) - I;'(f‘) pour tout f,f'€ F, et jE€[1,r] .
Ceci entraine que u''f,. w'f, = e, identiquement quand f,,fi€ F, .

La propriété est entierement vérifiée.
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