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1. Cette note répond a4 une question posée par R. Mcliaughton a la
fin de son memoire "Symbolic Logic and Automata" [L4]. Dans ce travail
McNaughton définit deux langages "L" et "LH" our décrire le
“"comportement" ("behaviour") d'une certaine famille d'automates
(synchrones, déterministes, discrets, finis) et propose ([4] p. 28)
le probléme de construire explicitement un tel automate dont le

Iy

“"comportement" ne puisse pas étre décrit dans ML o L'automate B

=<8

ceci nous remplagons les définitions de McNaughton par la
Définition 1 ci-dessous qui n'a d'autre but que de contenir tous les

automates (du type considéré par MciWaughton) dont 1le "comportement"
peut étre décrit dans LI

La Remarque 1 met en évidence que tous les automates visés par la
Définition 1 ont une certaine proprieté sbstraite et la vérification
que B n'a pas cette propriété est entiérement triviale.

Toutefois la propriété utilisée est trop grossiére pour
permettre d'établir le méme résultat en ce qui concerne l'automate

donné par McNaughton & la page 29 de [4].

20 Comme les notations algébriquesne donnent pas la possibilité
de réaliser 1'économie conceptuelle et la simplicité de notations
obtenues par les méthodes logiques de McNaughton, il n'y aurait

aucun avantage ici & ne pas prendre pour 1l'"alphabet d'entrée" Xi

(input_alphsbet) et pour 1l'%alphabet de sortie" X, (output alphabet)
deux ensembles quelconques. Soit N l'ensemble des entiers
naturels positifs; {J} (resp. {V}), l'ensemble des applications

de XN dans X%I (resp. dans Xg).

Le “comportement" d'un automate Jb du type considéré peut
étre identifié & une application p: {J}—>{V} telle gque pour chacue

J € {J}) et neN 1la restriction (!.LJ)I11+1
pd & 1l'intervalle [1,n] soit une fonction (d'une nature parti-

de la "séquence de sortie"

culiére discutée plus bas) de la restriction correspondante J?+1

de la "“séquence d'entrée" J € {J} . Introduis-ons selon la Théorie
de A. Burks [1] l'ensemble X = X; x X, .et considérons le mo-

noide libre F engendré par X o



I1 existe deux épimorphismes Py et Pu de F sur les monoides
libres Fi et Fu » engendrés par Xi et ng respectivement, qui sont
tels que pour tout x = (x',x") e€X (x'e}{i ’ ;’"e){u) on ait

p;X = x' et PuX = x" . Ces conditions définissent s ct Pu

sans ambiguité.

Pour p: {J} =+ {V} , J€{J} et n,n'€), donnés, nous dési-
gnerons par lu, Jﬁ"'n'l le mot feF tel que pif et puf soient
respectivement 1Les images dans Fi et dans Fu des restrictions a
1'intervalle [n, n+n'-1] de J et de pJ.

Selon Burks [1], un automate JG, d'application associée p ,
pourra donc &tre caractérisé par 1'ensemble JUF) des "éléuents
de_son_comportement" c'est & dire par 1'élément JL(F) € P(¥)
aéfini par J(F) = {feF : £ = |p, 3P , e} ; ney) aew
Par abus de notation et en vertu de l'hypothése sur p impliquée
par la notion d'automate séquentielle, JG(F) = {feF 2 op, T = ey f}
D'autre part si #(F) (resp. @2(F)) est l'ensemble des partie de F
(resp. de P(F)) et si P,P'e ©(F) , on écrira comme d'habitude
P\P' = (feF : feP, £ ¢ P'} , PP' = {feF : £ = £'s" : £'€P, " e Py
P = {e} ol e est 1'élément neutre de F . Si QG@Z(F) on
désignera par QV 1le plus petit Q' e?z(F) qui satisfasse les
conditions suivantes.

(i) Qcg' ; FeQ ; si X'CX alors X'eQ

(ii) si P,P'e Q' alors PUP' , P\P' , PP'eQ

En particulier Q, = {F}"' et, désignant par X(nﬂ)‘ € Q@(r)
le sous-monoide de F engendré par xP+1 (nexi) , on définira
- * .
Q comme Q'I+I o Qf =U {x n+1) : nel\‘} c ‘PZ(F) 0

30 Dans la famille {Jﬁ'] des sutomates considérés par Mcilaughton

' R . . Jn+1 Vn+1 . . g
l'application pu: { 1 } -*{ 1 } (neN) satisfait des conditions
trés spéciales a la discussion desquelles McNaughton consacre
de trop nombreuses pages pour gue nous puissions songer a les



reproduire ici in extenso. La Définition 1 ci-dessous est donc

4 la fois une traduction algébrique et un résumé de la Théorie
glaborée dans [4]. Par définition, pour tout ne¥ au moins égal
2 un certain "¢élzi" 4 i1 fixe (éventuellement égal H04), la
"i41idue lettre" du "mct de sortie" (clest & dire, lu, J?+‘l
est une certairne fonction Y' de la 'n+iiéue lettzc“ du "mdL
d'entrée" (pi ‘u, Jﬁ+1| ), des n-preiriéres lettres de "la sérucn—

ce d'entrée" et de la "séquence de sortie" (c'est & ciie, en
s sas . n
définitive, ce ‘p, Jﬁl

‘Dans la Théorie de lclaughton la Fonctica V¥' ne dénend
cue Ges valeurs de vérité de Csrd ¥ prédicats incompatibles
- AAAAAN 11 -
deux a deux et dont la disjoiiction ect toujours vraie. vhacun de
ces prédicots est lui-m@ne exprimable comie une "fovmule" du

TIH

langage "L°" (ou "L") . A lear tour ces "fornules" de 1! et de

L sont des formules porticaliérss du calcul des prédicats du

prenier ordre avec ces cuantificateurs tornés ("restricted
jusntifiers").

Elles soat obtenues en composant par <es opérations booléennes

un nombre fini de prédicats péc'?icues des types ci-dessous

(1), (2), (5), (4) et (5)s ( [&] 1e6 )o Comme il s'agit toujours

d'une epplication p={J} = {V} et d'un J € {J} donnés, nous

pouvons utiliser pour la tracuction les conventions falites en

| ]
-
—

sur l'ensemble des ¢éléuents cu comvortement de JC.

(i) Le "teups" nell est (au moins) égal (au plus égal) i une

valeur fixe n1eﬁ'.

1,=1

Ceci se traduit par feFX 1 (feF\FK , fext1),

(2) Lz _"n-iéme lettre du mot d'entrée (de sortie)" est une lettre

déterninée x'e€X, . (exu).

Ceci se traduit par rex™ X' o X' = {xeX : p
({xex' : pyx = x'l).



et arbitraire ,

(3) Pour neX fixe, neN supérieur a n,

+1)—1eme lettre du mot

e L — ————T

x'eX; (resp. € X, ) fixe, 1la (n—n1

d'entrée (ae °ort1e) est x' o

. —

Ceci se traduit par f.‘eFX'Xni"1 avec X' comme ci-dessus.

(4) ©Pour le langage LII s le "temps" neX est congruent a n,

modulo n;+1 (n1,ngeN).

La traduction est fEX(n1+1)$ X2

Plus générslement nous associerons &4 I 1la famille & E,@?(F)
et 2 LI 1a ramille Qne?z(“) et il résulte de Q Q* et de
Q = Q+ que toutes les fonctions booléennes d‘'un nombre fini
de formules des types qui viennent d'&tre décrits (c'est a dire toutes
celles dont on aura besoin) peuvent &tre associés sans ambiguité
& des prédicats de la forme "feP" ol les P sont des éléments

particuliers de Qb ou de S%I selon le langage considéré.

Le dernier prédicat spécifigue ([1] po € ) utilisé par

N

McIlaughton est défini par induction 4 1'aide des prédicats

précédents.

Si ces derniers sont dits avoir "nauteur zéro" un prédicat de
hauteur au plus k+1 est caractérisé par k' (k'€li) prédicats
A: (i=1,2,¢e0,k') de hauteur au plus k et exprime pour n

i
arbitraire la propriété suivante:

I1 existe une séquence croissante de k'+41 entiers
d

n, =1 < Ny <eeedNyy , =0 tels gue les k' restrictions

n,
, (uJ)n?+1) (i=1,2,040,k') satisfassent chacune le

prédicat hi correspondant.

Ceci se traduit par feP,«P eecesP
[

5 k! ol les Pi sont les



é¢léments de @(F) qui traduisent les prédicats A, « Donc,
d'aprés la définivion méme de l'opération de fermeture 't’ on

a encore feP avec PE€Q, (ou PeQO).

Enfin, puisque McNaughton ne considére qgue des alphabets
finis la fonction V' ne dépend que d'un systéme fini de prédicats
de "L" ou de "LII"' Il n'y a donc pas de perte de généralité du
point de vue de la discussion de 1'Exemple 1 & utiliser désormais
la définition suivante ou les alphabets Xi et Xu sont supposés
donnés et ol Q:QO ou Qn.o

Définition 1: Un Q-automate de lcllaughton e:t unl 5-tuple

JOl= (a,p'ym,Xs¥) od a,meN, p' est une application de
Fi\FiX(ih‘ dans Fu\Fu Xﬁ“ préservant la longuer des mots; X est
une partition de ¥ en m éléments P1, P2,...,Pme at ; ¥V est une
application de [41,m] xX, dans X_ .

Tar aéfinition:J6(F) = F\(E'VIE")F od @' = {feF\de”
p T # ' P; f} et od, en posant pour m'€ [1,n] et x,€X,
im’ = {xeX P X Zy(m* , Py x)} , on a

Puisgque m est supposé fini, ceci implique donc cque J(A(F)CQ"'
pour tout Q-sutomates.

Cette définition de l'ensemble JC(F) des "éléments du conporte-
ment" de Jb traduit la condition que pour les mots d'entrée de long-
gueur au plus de l'application p est identique & une application u'
srbitraire (qui constitue la condition iusitizle de ¥cllzughton) et

gue pour les sutres mots, la n+i-iéme lettre de sortie est
Tonction de la n+i lettre d'entrée et a'un prédicet du type voulu

U

sur les n—-premiéires lettres des mots d'entrée et Ce sortie,



Lie Nous introduisons encore quelques notations. Pour chaque

P € P(F), on sait [Teissier 1951] qu'il existe unlomomorphisme
unique ‘PP de F dans un monoide quotient cpPF tel que <p'1;1 <pP PcP
(c'est & dire, P ={feF : ¢pf @p P}) et que pour tout homomor-
phisme ¢: F¢oF tel que q>-1 oPcP , Pp F soit une image homo-
morphe de ¢P .

D'autre part, pour chague monoide M , on peut définir 1l'ensemble
QN(M) des sous—groupes abstraits de H c'est & dire l'ensemble des

groupes abstraits G tel qu'il existe au moins un sous-—ensenble
u'cy (M' # @) ayant la propriété que M' M' = MN' et que la
restriction a M' de la structure de monoide de }k soit isomorrhe

4 la structure de morioide de G. L'ensemble stsble I' lui-méme est
un sous-groupe de l et la Théorie de ces objets a été établie
par A.A. Miller et A.H. Clifford dans [5].

Soit maintenant ? une famille quelcongue Ge groupes
abstraits et Q (+) la plus petite famille G' de groupes abstraits
telle que %C‘q , GOG_’% (on G, désigne le groupe abstrait d'ordre
un) et GBE‘% pour toute image homomorphe G3 de tout sous-groupe
de tout produit direct G,XG, ol G, et G, sont detal‘x
éléments quelconqgues de G' . Nous définissons Q(§)e ®7(F) comne
la famille de tous les P & P (F) tels cue pour tout ensemble
fini X'CX 1'image par ¢p du sous-monoide F., de F,

engendré par X' , soit un monoide fini satisfaisant

Trois cas particuliers sont utilisés dans le Théorie de
EcNaughton:

(i) Pour P =
Glop F)

¥, se redult a un élément neutre. Doic
{Go} {G }

2
X'¢X , P £ @ ; la relation FX"FO2 = ¢ montre
2

i

!I

(ii) Pour P
gue pour tout TfeFX o1 a ?p f2 =u =u

et que, par
conséguent, ,g,(@ y F) {G }(T)



(iii) Pour P = xB¥1)*

additif des entiers rationnels modulc(> n+i1 et, par conséquent

i - 1)y o s
G(%(n+1)s F) €8 p » OO gab (= &b ) est la famille des
groupes abélienso.

(nen), ¢p F est isomorphe au groupe

La remarque suivante est une application trivisle de résultats
de (Clifford et Miller [5]) & wn cas particulier du Théoréme de
Kleene sur les "événements réguliers" [3]. La vérification en est
cependant donnée par souci d'€tre complet.

Remarcue 1: §,CQ({G.} (1)) et Gn < Q(G)-

Vérification: Soient P

12P€ (€ ). D'aprés la définition
méme des opérations de fermeture T et (1) et les cas particuliers
(i) et (ii) ci-dessus il suffit de vérifier d4'abord gue pour

- » - -
P = P1U*2 y = P1\P2 ou = P1 P2

de P sur un monoide M tel que cp-1<pPCP et que les conditions

il existe unhomomorphisme ¢

sont satisfaites. Ensuite on montrera que ces conditions sont
encore satisfaites pour toute image homomorphe M' de ¥ (donc
en particulier pour <pPF).

Nous construisons d'abord M . Soient M; = @, F (i=1,2).

i
Pour m; €M, , mEM, , T = {(m1“_j , mz’j) : aeJr} e‘P(M_'xl.-‘x nous

2)
1,5 m2,j) : JGJI.} et rm, = {(m1,j » My g m2) :
: jeJr}; pour (m1 s T, mz) ’ (m!‘ , ', mé)E.M1 X @(M1XM2)XMQ

écrivons m,r ={(m1 m

B 1] 1 1 — |} 1 < ?
nous posons (m,l , I, m2)(m1 , ', m2) = (m1 mi , m r'Urm,, m, m}
ce qui munit cet ensemble d'un produit associatif et permet de definir

un homomorphisme ¢ de F sur MCM1X @(M1x Mz)xmz en posant pour tout
£}, %, £)o

= P1\P2, =P, P2.

feF of = (cpP1 r, {(q}P ', <pP2 ") : f£Y,f%efr , rtev

I1 est immédiat que ¢ '¢PCP pour P = P,UP,

Soit X= {(m_"g s T, M ) ¢ geG} un sous—groupe de M o

g 2,¢
Cette hypothése impliqgue que, pour i=1,2, {mi g H geG} est un
?



sous-groupe de Mi (isomorphe au groupe abstrait Gi) dont
1'élément neutre est m; ¢ 8VEC my défini par la donnée de
»

1,6 * Te m2,e) de X . Pour €tablir

que K est isomorphe a un sous—groupe de G1xG2 il suffit de

1'élément neutre u = (m

‘ i i = (m m t
vérifier que si a = ( 1,6 T 2,g) e
at = (m} v 51l my ) (a,8'€K) sont tels que m, =mi
— ] — ] ] > 2 — 1 n
et mz’g = 1112’g on a a=a' , c'est & dire rg = rg. o En

considérant les produits a @ et a'a ol @aeK est défini par
a'@ = u on peut se ramener au cas de a = u . Soient donc

' ' = ' T EKR
= (m m s V.= (m T m v',vVeEK
v ( 1,3 ’ r ’ 1,6) ’ ( 1’3 2 ’ 2,6) ( 2 )'
Les identités u = u2 = u3 s uvu =V ; uvu = V donnent les
atio: r m m r r m ;
relations m1’e e "2,e (o 1,€ e U e Mo,e
m T m ; T=r Un T m Comme il résulte de
reY My, 2,e ’ e~ M,e 2,e °* © €
VWV = Vv =uque r_ =m TUrmn =m r T m ori en
q e 1,e 2,e 1,6 TV 2,e N
coaclut gue r_ =nm r m r n r n i r m,
- e 1,e e VY 1,6 Te Po,e VU Te Mn o UMy o 2,e
m T n d'od m »UT)m r et, enfin =r =T
i,e 2,e 1,e(' UT) 2,e ©Te ’ Te r

ce gui achéve la vérification de ce point.

Finalement, il résulte immédiatement des définitions gue
‘PFX' et, par conséquent, wchX, sont finis pour tout sous-morioide
FX‘ CF engendré par un sous-ensemble fini X'CX et tout homomor-
phisme {: Mo!

I1 reste seulement a vérifier que tout sous-grouve ' de
w(pFX. est 1'image horomorrhe d'au moins un sous-grouve de oLy

Soit A = {9e} U (meoFy, : \eréK'} . Yous prenons un
élément erbitraire he€A tel que Card(h A h) < Card(m' A n')
pour tout m'€A . Comme hm' h Ahmn' hCh A h , on a nécessai-
rement m' Am' =h Ah pour tout m'€é h A h . Bn particulier
n® 2hP =h Ah pour tout peli , ce qui montre (puiscue A est
fini) que 1'on peut choisir h tel que n® =n et gue, DsY coOl—
séquent, heh A4 h.. Maintenant, si mn'eh Ah ona n' =nhm"h
pour ua certain m"€A donc m'h =hm' et m' Am' =
m'(h A h)m' . Il en résulte que pour chague m'eh A h on a:
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gard(h A h) = gard(m' 4 m')< Card(n' h A h)< Card(n' Am' h A D) =
Gard(h A h A h)< Card(h A h) ce qui montre gue m*h Ah=hAhn'
pour tout m'eh A h , donc gue h A h est isomorphe & un grouge,
et ce qui achéve la vérification de la Remarque 1.

5. Soient X, = {x! , xé}; X, {x" , "} et B un automate
défini par un ensemble S ={Sk |<k<5) d'états et la table de
transition suivante (dans les notations de Gill [2] )

x,’, T xé xfl xé
84 8, S, xg x;'
85 33 8, x'1' s;'
Sy Su 5), x;‘ x;'
8), 85 85 x'1' x}l’
85 8, 33 x!i' x}"
L'état initial est 8, o

Soient X ={x.’., : J,3' = 1,2} ol pour abréger XJ.J
(x‘!j ’ ch)e}(ixxu et = ®(¥) dans les notations de 3.

Considérons 8! ={sk : 0<k<5} et la représentation ¥ de F

par des applications de S' dans lui-méme qui est définie par le
tableau suivant ol pour chague ligne X et chaque colonne j,Jj!

1'entrée (k,(3,J')) daénote 1'élément Sy ¥Xj,50 € 3!
1,010 *1,2| *2,1| %o,z
80 8o 84 84 o
81 | %o 5 °2 %0
32 85 83 81 SO
53 i sl& SL; S,4 84
% | % | % | % | %
®s | B2 ®2 ®3 %0
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Par construction [1] ’ (PB F est isomorphe & VVF . On vérifie

facilerent que si F' est le sous-monoide de F engendré par

et JF'C YF est isomorphe au groupe

1,1 1,1 ¥o,1 ¥2,1 ¢
symétrique th cui n'est pas abélien. Donc Py F ﬁQ(%ab) et

par conséquent‘ Bn'est p&es ui Gh -autoi~ate de Mcllaughton.
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Diffondere cognizioni equivale a diffondere benessere —- intendo
parlare di benessere generale e non gia di ricchezza individuale —
e quando si instaura il benessere va sempre pilt scomparendo il

male, tramandatoci da un oscuro passato.

Alfred Nobel



