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ALGEBRE. — Une condition de finitude des monoides finiment engendrés.
Note (*) de MM. Micuer Coupbraix et MarcerL PauL ScHUTZENBERGER,
présentée par M. Henri Villat.

On donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un monoide soit fini,
ce qui permet, en particulier, de simplifier certains raisonnements de (').

Rappelons qu’un bi-idéal principal d’un monoide M est une partie de
celui-ci ayant la forme aM a, ou a est un élément quelconque de M.

Proerifitt. — Un monoide M est fint st (et seulement st) il satisfait les
trois conditions sutvanies :

(1) M est engendré par un ensemble fini;

(2) Toutes les chaines strictement décroissantes de bi-idéaux principauz
de M ont une longueur fine;

(3) Tous les sous-groupes de M sont finis.

Deux quelconques de ces conditions ne suffisent pas pour assurer la
finitude de M ainsi que le montrent les exemples suivants :

(2) et (3) : M formé d’un élément neutre, e, d’un zéro, o, et d’un ensemble
infini M’ tel que M= {o};

(1) et (3) : M = le monoide additif des entiers naturels;

(1) et (2) : M = le groupe additif des entiers rationnels.

Notons (2’) [resp. (2”)] la condition obtenue en remplacant dans (2)
le terme « bi-idéal » par « 1déal bilatére » (resp. « idéal a droite ») et disons
que M est un monoide de Green si et seulement si [c¢f. (*)] :

(G) Pour tout a, b€M, {a, b|CM anbM implique {a, b} CaMnMb.

On sait que (2) entraine (G). Comme réciproquement (G) et (2')
entrainent (2), la propriété équivaut a 'assertion que tout monoide de
Green satisfaisant (1), (2') et (3) est fini. Par contre, le probléme reste
posé de savoir s’1l existe ou non des monoides 1nfinis satisfaisant (1), (2”)
et (3).

Pour établir la Propriété il suffit de considérer un monoide infini M,
image homomorphe par p. du monoide libre X* engendré par un ensemble
fini X et, supposant que M satisfait (2), de montrer qu’il contient un
sous-groupe infini.

Soit X* I’ensemble des mots généralisés, c’est-a-dire des suites s = (s,),cx
de mots s, € X* telles que so== ¢ et s,.1 €5, X pour tout n€N. Si F, désigne
I'ensemble des f&€X" tels que pf’ 5% uf pour tout /€ X*\ X"X*, I’hypo-

thése que M est infini entraine qu’il en soit de méme de F = U F,.. Comme
0Ln

chacun des ensembles X" est fini et comme F contient les facteurs gauches
de tous ses membres, on peut trouver un élément s de X* pour

lequel { s, },ex soit contenu dans F, ce que nous noterons s€ F. Soit <s le



s

(2)

translaté de s, c’est-a-dire le mot généralisé s’ tel qu’on ait identiquement
Si1.n=8,8,. Puisque F contient tous les facteurs droits de chacun de
ses membres, on a encore ts€ F.

Désignons maintenant par K I’ensemble des suites k = (k»),ex de mots
de X* tels qu’'on ait k;€X et, pour tout n > o, kny€X*\X*X*
ou ¢;=1 + GardX et inductivement, c,.1= ¢,(1 + (Card X)*). A une
telle suite k nous attachons une autre suite k= (k) en posant ko= e,
ky=k, et, inductivement, Fonrs == kenkenes fon.

Si s€ X* nous écrivons s€ k, X* si k,=: s, pour 'un des mots s, de s
et s = f si s€ k, X* pour tout n€N. Nous montrons qu’il existe au moins
un k€K tel que k€ F.

Pour cela observons d’abord que, d’aprés la définition de cui4,
tout f& X factorise en un produit de 1-- (GardX)™ mots de X*
et que, par conséquent, deux au moins de ces mots sont identiques. Donc
f=rf'gg'sf’sou f, frfeX*, geX, ge X"\ X" *%X* Par induction
sur n, on en déduit :

Quel que soit le mot, f€ X X* on peut trouver au moins une suite k€ K
telle que ko1 soit un facteur de f.

Puisque F est non vide et fermée par translation, ceci assure qu’a
tout n€N correspondent au moins un k" €K et une suite s™ €F tels
que s € k" X*. Comme chacun des ensembles | k, : k€ K| est fini, d’aprés
la définition méme de K, on peut donc trouver un k€K tel que pour
chaque n€N il existe au moins une suite s™ € F satisfaisant s™ € &, X*

et puisque la famille {s"},cyCF converge en un sens évident, la

suite k == lims™ appartient encore a F.
n>e

Considérons maintenant les bi-idéaux principaux B,= pk,.M.p.k, de M.
Par construction on a identiquement B,., €B,. La condition (2), affirme
Pexistence d’un entier naturel ¢ tel que pour tout n> g on ait B,= B,

donc en particulier pfcq“.}kfcqﬂ €B,, c’est-a-dire, enfin,

I.LZ:q+, .(.L/::q_H:: }L/:"n.mn.pz,,
pour au moins un m,€M. Il en résulte que

pl?qﬂepEn.MnM.p/?n

et comme pk,€ }Lk,,H.MnM‘}LI;.qH de par la définition méme des k.
on a vérifié que tous les pky(n > ¢) appartiennent a la méme #-classe H
de M qui est donc infinie puisque H€ pF. M étant un monoide de Green,
ceci suffit pour prouver qu’il posséde un sous-groupe infini [cf. (2), (*)].
Plus directement, la relation

p./t"q,,_i = p./?'q_l_, mgy .[J.Z:q_,_j



¢3)
montre que u == Lk, 1. mg,, est un idempotent appartenant a la méme
®-classe que pk,.s et la #-classe de u est donc un sous-groupe équipotent
avec H, ce qui achéve la vérification de la propriété.
Remarque. — La suite (ca).eyn utilisée ici n’est pas la meilleure possible.
Par exemple, dans le cas ou Gard X =: 2, on peut prendre ¢;= 13 (et non 27
comme plus haut).

(*) Séance du 16 mai 1966.
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