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Considérons un ensemble {m1; m,---m,} (k < «) de matrices stochastiques
Ix 1. Une séquence infinie arbitraire m; m;,-++ constitue une chaine de
Markov nonhomogene sur les états I. D’une maniere équivalente nous
pouvons définir cette chaine comme une représentation u du monoide libre
F[1] dans le monoide M des I x I matrices stochastiques. Soit X = {x;x,-*
X} (k < ) I’ensemble générateur de F, nous nous proposons dans cet
exposé d’étudier les propriétés limites de wuf= px; -px;,---px; pour
n — o ; le cas homogene se ramenant a celui du sous-monoide engendré par
I’élément unique uf, nousaurionsalorsa étudier les propriétés asymptotiques
de pf, pour n — .

Un résultat de J. Wolfowitz [2] montre que si {4, 4,,..., 4} est un
ensemble fini ou infini de matrices stochastiques carrées de méme ordre tel
que tout produit B de la forme A4; A4;,--- 4;, est apériodique et indécom-
posable, c’est-a-dire que

lim B"=Q

n— oo

ou Q a toutes ses lignes égales, alors en définissant

8(B) = max max|b;,; — b;,;|

Jj iriz

nous pouvons pour e arbitrairement petit donné trouver n(e) tel que

8(B) < edés que |B| =n> n(e) 1)
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En d’autres termes soit M; ’ensemble des matrices stochastiques ayant
une racine simple de module un (ce qui est équivalent & I’hypothése
d’apériodicité et d’indécomposabilité), définissant

norme pf = |jufl| = max ¥ |uf];
iel jel

Af=lim pf*  pourpfe M,
Ona
lsfifs — Bfall < e dés que || > n(e) et quel que soit f;

En effet, pour |f;| > n(e) on peut écrire
wh=m+E

ol m € M; a toutes ses lignes égales, E est une matrice quelconque avec
le;j| < € pour i, j € I. Dés lors,

Gty = ol = |2 @ulom.; + ) = m.; — €]
=2 W)k € — €] < 2€
kel

etz — pfall < 2Ie

ceci étant vérifi€é pour pf stochastique quelconque, faisons uf= uf; et
wf= if;ona
lpfifo — Bl < wfifo — wholl + lufz — 2ol
= wf1f2 — pfoll + Iafa- pfs — pfoll < 4le
d’ou
leiinwll#ﬁfz — ifoll=0 (¢)]

Pour assurer dans la suite de I’exposé (Remarque 2) une convergence
uniforme nous imposerons a la plus petite entrée positive wx des ux, x € X
la condition suffisante qu’il existe @ > 0 tel que wx > @, x € X. Nous
poserons wx = 0 si les éléments positifs de ux sont tous égaux a 1. La donnée
de p déterminant d’une fagon univoque ’homomorphisme w de F dans le
groupe additif des réels nous définirons

F,={feF;of >z}

ce qui entrainera en particulier que pf € P (sous-monoide des matrices
d’application de I dans I) pour tout f'e F\F,. Avec ces notations (1)
s’écrit donc

() ‘zlllg{ﬂ,‘/«flfz —pfl:fieF feF}=0
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Considérons maintenant le cas ou les uf € M, (ensemble des matrices
stochastiques 7 x I ayant r classes ergodiques). La forme la plus générale de
telles matrices est (Fig. 1; [3])

g:i € [1,m]: blocs indécomposables de classes ergodiques cycliques r;
t;j € [1,p]: groupements transitoires

I1 est clair que la propriété pour une matrice uf d’avoir r classes er-
godiques ne dépend pas de la valeur particuliére des entrées mais de la

I‘
N

distribution des éléments nuls. Nous associerons donc & chaque uf sa
matrice de support Buf définie de la maniére suivante:

BuNy=1  si@)y#0
=0 si(uf)y=0

Avec les lois d’addition et de multiplication booléennes on voit aisément
que B est un homomorphisme du monoide {uf; f € F} dans le sous-monoide
des matrices de support:

Blf) B(f2) = Blwfi 1) = B(uf1f2)

En remarquant, d’autre part que

La i¢me ligne de B(uf1/2) = Ui{kieéme ligne de Bufs; k € Bufy}

on vérifie immédiatement que:
Si B; ufi est un élément minimal de la famille {B; uf;; j € I}

ordonnée par inclusion, B;ufif> est un élément minimal de la famille
B wh fasjel}.

Si Biufifo O Br pf1f2 = $alors, d’une part B;ufy N B; uf; = ¢, d’autre part
Biufa NByuf =¢ pour tout je Biuf; et j €Brufi. 11 découle de ces
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derniéres relations que si 4(uf) est la cardinalité maximale d’un ensemble
de lignes de uf ayant leurs supports deux & deux disjoints, on a pour tout

whuf2 € M.
A(pfifr) < {A(uf), Auf)}

Le sous-monoide des supports étant fini il existe un n» > (Card I)! et un g
tels que

Brf ) = B

La propriété est alors vraie pour une infinité de n et nous dirons que (Buf)"
est cyclique.

En réservant la notation I*(f) (j € [1,7]) 4 1a jiéme classe ergodique eten
posant I*(f) =U{I}(f);j e [1,r]} la restriction & IF(f) x I de Buf est
contenue dans un “rectangle” If(f) x I#(f) et elle est égale a ce
rectangle si Buf est cyclique, parce qu’alors les sous-matrices r; (Fig. 1)
n’ont que des éléments différents de zéro.

D’autre part, le groupement cyclique g; possédant r; classes ergodiques
est isomorphe au groupe cyclique d’ordre r; [4], et r! étant divisible par
riry sty (r=ry++-r,) il s'ensuit que (uf)" est apériodique et la limite
A= l}im pfert+1 existe.

pf est une matrice stochastique dont toutes les lignes dans I*(f) x I
ayant méme support sont égales et dont les autres lignes sont des com-
binaisons linéaires & coefficients nonnégatifs des premiéres [3]. Il s’ensuit
que la restriction a I x I*(f) du support de uf est contenue dans Bif et
Biif est égale A la restriction a I x I*(f) du support de uf quand Buf est
cyclique.

Ces notions étant rappelées, définissons R comme la fermeture convexe du
sous-ensemble P, < P des matrices représentant une application I — I telle
que I'image I, de [ ait au plus r éléments. A chaque f € F nous associons
xf €[0,1], urf € R et m € M par les relations suivantes:

pf=1 = xf)prf+ xfm
xf=min{y € [0,1]: pf=(1 —x)m+xm';me R,m' € M}

Enfin soit F, I’ensemble des f € F tel qu’il existe au moins un g € F, de
support cyclique et une paire f',f” € F satisfaisant Buf= Buf" gf".

Remarque 1. Pour chaque f € F_ ona xf < 1 et Bugrf< Bif-
Vérification. 11 est clair que PP, P < P, et que le support de tout m € M est
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une union de supports d’applications p’ € P. Il en résulte immédiatement
que xff' < xf-xf pour tout f,f’ € F. En effet,

wf =1 = xf)prf+ xfm
pf =1 =xfpf +xf'm
pfuf = pff" =0 = x)A = xf)prf pwrf" + xf'(1 = xf) prfm’
+xf(A = xf)Ym-pgf" + xf-xf mm’
Etudions les produits ugf urf’, urf-m’'s mugf’', et mm’. La fermeture
convexe de I’ensemble P, étant égale a ’ensemble des combinaisons linéaires

convexes de P, on a

prf prf' €R
D’autre part,

n n
m‘#R.f'=kE] oy mr ﬂ«Rf'm’=kZl o rem’

M=

Otk=1
1

’
oy =
1 k

?M:

I

On vérifie aisément que mry, € R, et que r,m’ est une matrice stochastique
dont toutes les lignes de méme support dans 7* x I sont identiques, les
autres étant des combinaisons linéaires a coefficients nonnégatives des
premiéres, donc r,m’ € R. Comme mm’ € M on peut écrire:

(1= XU = xS iwf brf” + xS (= xS m' +xf( = XY m-pg f
= (U= xfx/ ety avec pgff’ € R

wlf' = = xfxfurff" + xf-xf m"
ce qui montre que xff’ < xf-xf".

Considérons g € F, de support cyclique. Si I’ < I a un et un seul élément
en commun avec chacune des classes ergodiques 7;*(g), le fait que pour
chaque i € I la ligne B;ug contienne au moins un J;(g) montre qu’il existe
au moins un p € P, tel que I' = Ip et Bp < Bug. Donc yg < 1 et par con-
séquent xf'gf” <1 pour tout f’,f" € F. Comme la propriété ym < 1 ne
dépend en fait que de Bm, I'inégalité xf < 1 pour f € F , est établie.

Soit maintenant Bp < Buf ou pe P, et fe F,. Si I' = Ip, I'union des
supports des colonnes de uf d’indice i € I’ est égale 4 I, et il en est de méme
pour toute matrice de la forme uf’f. Prenant f' =f" tel que Buf"f soit
cyclique, on en conclut que I’ doit avoir un (et un seul) élément en commun
avec chacune des classes ergodiques /;*(f) et qu’en particulier I’ € I*(f).
Comme Sp < Buf et comme la restriction de Buf a I x I*(f) est contenue
dans Bif, la remarque est entiérement vérifiée.

puis
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Il résulte de B f< Biif que chaque classe 7*(f) admet un sous-ensemble
minimal I;*(f) tel que I*(f) x Ij*(f) contienne la restriction & I*(f) x I}*(f)
du support de ugf. De méme, il existe un sous-ensemble maximal I; *(f)
contenant tous les i € I tels que B;urf < I;*(f).

Exemple
It I
——— A
I'* L*
—~ —
. X Xxi
{ Ji"{. X x|
I'* . X X
]
pf= 12*:12”*{;: : X i .
X X . . . T X
. . X X .
X X X X XiX X X
X X
X X
. X X
X
P-Rf=X
X X .
. X X
X X . X X
X X
X X
. X X
. X X X
“f=x X X
X X X
X X

X X X X X

Remarque 1'. Si f,f" € F, il correspond a chaque j € [1,r] un et un seul
J € [l,r]tel que I;*(f) <= ID*(f").

Vérification. Soit f € F, ona d(uf) < 4A(ug) = r puisque fadmet g comme
facteur. D’autre part nous savons que pour n > (Card I)! uf” est cyclique
donc r = A(uf™) < A(wf), il s’ensuit que A(uf) =r.



SUR CERTAINES CHAINES DE MARKOV NONHOMOGENES 245

Considérons maintenant le cas particulier de ’énoncé ot Buf'et Buf’ sont
cycliques. La relation A(uff’) =r montre que pour chaque i € I}*(f), le
support B;uf” doit avoir une intersection nonvide avec une seule classe
I#(f). Le cas général s’en déduit immédiatement: en effet, I;*(f) < I*(f) et
les seuls i € I tels que B;uf” n’intersecte qu’une seule classe I}:(f"), appar-
tiennent & I'union I"*(f") des ensembles disjoints I *(f").

Nous écrivons désormais pour abréger lim au lieu de lim max et nous

Z—>©0

désignons par f, et f, des variables liées par la condition f,,f; € F,.

Remarque 2. Lim||uf, — pg f2ll = 0.

Vérification. Soit B = {Buf; f € Fy}. Si un élément b € B appartient 4 une
D-classe réguliére [5]), il existe un élément b’ € Btel que b'2=b"et b’b = b.
Donc si B, est I'idéal de B engendré par les D-classes réguliéres, I'image
inverse de B par B! appartient 4 F.

Soit 4 le nombre des P-classes de B, B étant fini on a £ = £ et dans le
monoide B!=BUe la relation d’inclusion sur les idéaux bilatéres
principaux BlaB!< B'bB!, a,b € B! induit une relation d’ordre partiel
sur les #-classes donc sur les Z-classes. Autrement dit les idéaux bilatéres
principaux forment un semi-treillis dont I’élément minimal, idéal minimum
de B, est une PD-classe réguliére (plus précisément un sous-demi-groupe
complétement simple). Or nous savons [6] que si b’,b” et b’ b" appartiennent
a la méme D-classe celle-ci est réguliére, autrement la D-classe de b’ b” est
telle que

Dy < Dy Doy < Dyr

On peut alors montrer que tout produit b, b, -+ bz de i = 2#~! éléments de B
a au moins un facteur nonvide appartenant a une Z-classe réguliére de B
donc appartient lui-méme & BF . Ceci est trivial pour £ =1 puisque dans
ce cas B a une seule Z-classe qui est nécessairement réguliére. On peut donc
supposer le résultat vérifié quand Ba moins de & > 1 D-classes, et naturelle-
ment, on peut aussi supposer qu’aucun des by (k' =1,2...,h=2F"1)
n’appartient lui-méme 4 une P-classe réguliére. Le sous-monoide engendré
par les 2"~2 produits by b,,b3by,...,b;_1b; a au plus h — 1 D-classes et le
résultat découle de I’hypothése d’induction.

Soit maintenant F’, = F, \Fx F, x F. Le résultat qui vient d’étre
vérifié montre que tout f € (Fy)" a au moins n facteurs dans F’,. Faisant
intervenir I’hypothése selon laquelle wx =0 ou wx > & >0 pour tout
X € X on voit que wf > &*, yf<1—wf<1—&" pour tout fe F', et par
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suite xf < (1 — @#)" pour tout f € (Fy)™ ce qui entraine lim xf, = 0.
Soit m € M et définissons [7]
A(m) = 1 — min X min(m;,;,m;,;)
iy j

ona0<A(m) <1 avec

A(m)=0 si et seulement si m a toutes ses lignes égales
Am) =1 si et seulement si Bm a deux lignes disjointes

0 < A(m) < 1 définiera une *“ scrambling matrix,” c’est-a-dire que quelles que
soient les deux lignes 7, i, il existe une colonne j telle que m;,j,m;,; > 0.

On démontre que 8(m;m,) < 8(m,) et qu'un produit de matrices sto-
chastiques dont un facteur est “scrambling” est lui-méme scrambling.
Cette propriété est identique a celle des matrices positives ayant une
oolonne d’éléments nonnuls et aux matrices uf € F .

Soit ¥V I’ensemble des I-vecteurs v 4 coordonnées nonnégatives tels que
2iervi= 1. Pour (9,9') € ¥ x Vet m € M nous pouvons poser

S m =1 — 3, min{(vm);, (v m);’}
iel

Par définition: 8, m = A(m,m’) olt m, est une matrice stochastique dont les
deux premiéres lignes sont identiques aux vecteurs v et ¢’ les autres étant,
par exemple, identique 4 v (ou 2’). On a donc pour tout m’ € M

0=23,, mm <d,m< 1 avec O,y m =0 (resp. = 1)

si et seulement si om = vm’ (resp. Bum NPv'm = ¢). Quand p et p’ sont
deux applications de F dans M telles que lim|juf, — u'f.ll = 0 on a évidem-
ment lim |8, uf; — 8y b’ f;| = 0.

Nous considérons maintenant un sous-ensemble fixe K de I ayant r
¢éléments et nous définissons la I x I matrice e, par (ey);,» = 1sii=i'€ K;
=0, autrement. Pour abréger, nous écrivons m’ € M’ (resp. m" € M") si
m' = m-e; (resp. m" = e;-m pour au moins un m € M) et si m’ contient r
lignes ayant des supports disjoints telles que toute autre ligne soit une
combinaison linéaire & coefficients nonnégatifs de ces derniéres (resp. et si
m” a r lignes ayant des supports disjoints nonvides).

Remarque 3. 11 existe deux applications p': F— M’ et u”: F— M" telles
que lim|juf; — p'fz-p"f2l = 0.

Vérification. Nous utilisons les notations de la Remarque 1’. Le support
de la restriction de pgf; & I"*(f,) x I est une union de r rectangles disjoints
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I (f,) x I;(f;). Comme pugf, appartient & la fermeture convexe R de Pr ceci
entraine que deux lignes quelconques de cette matrice soient égales quand
leurs supports sont identiques. Il existe donc une matrice p"f, € M" dont
les lignes nonnulles sont égales aux r lignes distinctes de la restriction de
prfz 2 1"™(f7) x L.

Soit £, un autre élément de F,. D’aprés la Remarque 1°, chacun des
ensembles I;*(f;) est contenu dans un et un seul ensemble I} (f,) et ugf; est
identique a la somme de ses restrictions a I x I;*(f,)(j' € [1,r]). Donc deux
lignes quelconques nonnulles de la restriction a I x I;(f,) de pgf, - urf, sont
proportionnelles et I’on peut trouver une application v’ = F x F — M’ telle
quelonait ugf, prf, = v'(f..f;) - 1"f. identiquement. D’aprés la Remarque
2,

lim|luf,f; — prfafall =0
Par conséquent,

lim||uff; = vV (fL.f) "l =0

ce qui entraine la validité de la Remarque 3.

Remarque 3'. Si les applications p': F—>M'; v=FxFxF-—>M et
p": F— M" satisfont la relation lim||uf,ff; — p' fov(Fufifs) " fHl =0, il
existe trois applications @' =F - M'; p: Fx Fx F—>Met p": F—> M"
telles que

lim|lw’ f; — &' L Jf 2l = Uml( £, £ ) — p(f S S
=limlle, (/o f ' fz — B f Al =0

et qu’en outre, d’une part la restriction de p(f,f,f) & K x I représente une
permutation de K, d’autre part, pour tout f* € Fo, af ' = p'f" 3" f".

Vérification. Deux lignes de méme support de la restriction & I*(f) x Ide
if' étant égales, les autres étant des combinaisons linéaires a coefficients
nonnégatifs des précédentes, il est clair que I’existence d’applications
p:F—> M etp": F— M" satisfaisant gf' = p'f"- " f" est triviale et que
toutes les paires d’applications satisfaisant ces conditions sont équivalentes
sur Fj & une permutation de K prés.

Désignons maintenant par A'm la plus grande entrée de la iéme colonne
de m. 11 est bien connu que A'm’m < A'm identiquement. Donc pour tout
ielet(f,.fif)eFxFxFona

NBfoffe=NR"foff: < X pfff

et

N fo VoI - w' F S NDULIFD) w FAS N '
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Les hypothéses impliquent que
Hm{IN Q' fov(fo ff D 1" f2) = N pf o ff 2l = 0
et comme g"f,ff, et u”"f, appartiennent 3 M”, on a
.-‘S;“z)‘iﬁ fzﬁ'2=f2d?"#”f2 =r
Donc, pour chaque i € 1

Bm X @ foff = XL - fo| = TimNGff2) ") = X' f:=0
et

lim 3, NSl f) W f)=r

ce qui montre ’existence de p: F x F x F — M, identique a v sur (]\K) x I
se réduisant & une permutation de K sur K x I et satisfaisant

Km{p(fff2) — p(Lff I =0

D’aprés la premiére de ces relations on peut choisir &": F — M" telle que

lim|leg (A D " f2— B oA =0

De fagon analogue, pour tout (v,9') € ¥ x Vona

Sv,v’ ﬁ,fsz; = Oyp,v’ p:f;.ff; < 8v,v’ l"fsz;

et
lim Sv,v' l"'fsz; <lim Sv,v'.u"fz

Comme I’ensemble des (v,9) e ¥V x V telles que 8, i'f.ff, (resp.
8y.» ' f,) est 0 ou 1 détermine @’ (resp. ') & une permutation prés de K et
comme le support de la restriction de uf, ff, & I x I*(f,ff,) est contenu dans
Bif.ff >, la vérification est achevée.

Propriété 1. Si p: F— M est telle que pour chaque f€ F la chaine de
Markov {uf":n e N} a exactement r classes ergodiques, il existe une
application = de F dans un sous-ensemble fini de M telle que

(W) -limllpf ff; — Bfz nf - pf2ll =0
Si en outre toutes les chaines {uf": n € N} (f € Fy) sont apériodiques, on
peut écrire
(W) -limluf ff; — B&f. ifll =0
Vérification. D’aprés la Remarque 3, il existe deux applications p':
F—>M' et u:F->M" telle que lim||uf, — p'f, p"f;]l = 0. Prenant une
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application v de F x F x F sur la matrice unité e; et employant la Remarque
3’ on a lim||uf,~f, — p'f, 1" £l = 0, ceci montre que lim||af, — uf;|| = 0. En
effet, quel que soit e petit on peut trouver z(e) tel que pour tout z > z(e) ona
Iwfe—p' fopw'fll<e et ufopfi—pfrp'fll<e
d’ou
fz fe = wfll S Nfe fr = W o " fll + I foo " fr — pfoll < 26

D’autre part on voit par récurrence que

lf?+! — w2l < Ifoll llwf? — 21 < 2e
et en particulier,

llfF 1 — (W)l < 2¢
donc en sommant
kr!
lfFr 1 — ufll < lelnf}’“ — Pl <kr!2e
=

De plus,
Iafz — pfell S Nafe — w7 U1+ lpffrt ! — el

et on sait que si on se donne €’ petit on peut trouver k(e’) tel que pour
k > k(¢’) on aura

I3f; — ufill < 2rlke + €

On peut donc se donner ¢, €', €”,k(€’) tels que pour tout z > z(e) on aura

&, — wfoll < " par suite lim||f, — ufill =0
Il n’y aura donc aucune diminution de généralité a supposer désormais que
p'=p' et u” = p", c’est a dire que p'f-u" f= af pour tout f € Fy,.
Le premier de ces résultats donne

im|lufoff: — Bfy wf Bf:l = iml|af ff; — &f.-pf 52l =0

Comme
Bz wf ifz = W Lo v D) 1 f2

oll maintenant v est une application quelconque de F x F x F dans M telle

que ex W(fnfif ) =p"fouwf-1'fs on peut appliquer de nouveau la
Remarque 3’ qui montre cette fois I’existence d’une application p de
F x F x Fdans M telle que ex - p soit une permutation de K et que

im|p”f-pf-p' fz — ex p(F £ DN =0
D’apres ’hypothese faite plus haut,

Rhwfo=0 et Wfiuwfi=if;
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On en conclut que p"f,-uf- ' f. est elle-méme, pour tout (f,f,f;) € Fx F
x Fy, une matrice ayant son support contenu dans K x K et représentant
une permutation de cet ensemble.

Puisque les matrices p'f;, uf; et u'f, ont des entrées nonnégatives, ceci
entraine p"f,-uf p'f, = p"f, wf-u'f, quelque soit 'application 7: F > M
telle que Buf = Bnf. Par conséquent, sous cette hypothése af, uf-af, =
if. nf-if, ce qui achéve la vérification de (W,) puisque le monoide
{Buf: f € F} est fini.

Supposons maintenant que toutes les chaines {uf":n €N} soient
apériodiques, c’est-a-dire que if = jif? pour tout f € F,, c’est-a-dire encore
(dans les notations de la Remarque 2') que I;*(f) < I/*(f) pour tout
Jj €[1,r]. La Remarque 1’ montre que I’on peut choisir 'indexage des classes
ergodiques des différentes chaines {uf": n € N} (f € F,) de telle sorte que
*(f)< I'*(f) pour tout f,f'eF, et je[l,r]. Ceci entraine que
1 f, 1'f, = ex identiquement quand f,,f, € F,. La propriété est entiére-
ment vérifiée.

Note: Cet exposé est un développement de I’article * Sur certaines chaines de Markov
non-homogénes” par J. Larisse et M. P. Schiitzenberger, Publications de I’Institut de
Statistique de I’Université de Paris, Vol. XIII, fasc. 1, 1964.
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