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Sur certains semi-groupes de matrices non negatives
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Introduction

On se propose de vérifier I’énoncé suivant qui constitue I'une des généralisations
possibles d’un théoréme de Worrowrrz ([1], cf. [2]).

Propriété. Soit A un semigroupe finiment engendré de matrices de dimension
finte & éléments non négatifs satisfaisant les deux conditions susvantes:

(1) Il wexiste aucune paire d’indices telle que U'élément correspondant de toutes
les matrices de A soit nul;

(IT) Toutes les matrices a € A ont le méme nombre positif q de racines caractéristi-
ques de module unité et satisfont limsup [|an| < co.

On a alors 0 = lim sup {“ a—limalt*?]: ge 4™ .
m—roo n—roco
En raison de (II), 'existence des matrices limite lim a'+"% résulte immédiate-
n—co

ment du théoréme de PERRON et FROBENIUS qui établit que pour chaque a e 4
les g racines caractéristiques qui ne sont pas de module strictement inférieur & 1
sont de fait des racines ¢!-iémes de I'unité.

Comme d’usage, on appelera «monoide» tout semi groupe possédant un
élément neutre (noté e) et, & ceci prés, la terminologie sera celle de [3]. On utilisera
le cas particulier suivant de théorémes bien connus (cf. [3]).

Soit A* un monoide possédant des idéaux & droite minimaux Ry (i € I) et des
idéaux & gauche minimauxr Ly (jeJ). On a \J{Ri: ieI} =\ J{Ls: jeJ}.
Les quast idéaux minimavx By N Ly = R;A*L; = RiL; (ve 1, jeJ) sont deux d
deux disjoints et sont tous isomorphes & un méme group abstrait. Pour chaque a € A*,
la translation (R; N Ly) a (resp. a(R; N Ly)) est une bijection de B; N Ly sur un
quasi-idéal minimal R; N Ly (resp. Ry N Ly).

Il est commode de noter qu’un élément b d’un monoide B* appartient & des
idéaux minimaux & gauche et 4 droite de ce dernier si et seulement si

bebb' B¥ N B*b'd

pour tout b’ € B*. Cette condition est satisfaite si pour chaque b’ € B* il existe
un entier naturel p tel que b = (bd'b)?.

Vérification de 1a Propriété
Elle se réduit & celle des cing remarques suivantes.
Remarque 1. Soit A = {lim altnd: g eA}. Le monoide A* engendré par

n—r-oo

4 U A admet des idéaux minimauzx d droite et & gauche dont Uunion contient A.
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Preuve. Par définition tout élément de 4 * est égal & un produit ¢ =a ay ++- a;
(0 £ k < o0) dont chacun des facteurs appartient & 4 ou & 4. Comme
lim sup ” altral _ glin'g! ” =0
7,0 — 00
pour tout a € A, on peut écrire ¢ = limc™ oi1 ¢ est le produit de facteurs a;
(1 =£17 = k) de la forme a; ou a?q'“ avec a; € A. Pour chaque valeur finie de
n, ¢ appartient & A et posséde donc ¢ racines caractéristiques de module unité.
On peut choisir les vecteurs propres associés & ces racines de telle facon qu’ils
convergent quand #» tend vers l'infini et par conséquent ¢ posséde au moins ¢
racines caractéristiques de module unité.
Supposons maintenant que ¢ € A* A A*, ¢’est & dire qu’au moins un des facteurs

’ .
a; a la forme a??'*1. L’espace nul du facteur correspondant a; = lima?¢'+1 de
n—>oo0

¢ a codimension ¢ et par conséquent I’espace nul de ¢ a codimension = ¢. Compte
tenu de ce que ¢ a au moins q racines caractéristiques de module unité, ceci établit
que ¢ a exactement g semblables racines et que g est aussi la codimension de son
espace nul. Utilisant le théoréme de Perron et Frobenius, on en conclut que
¢ = c't et ¢! = c® pour tout c € A* A A*. Maintenant, quelque soit ¢’ € A*
le produit cc’c appartient & A* A A* et satisfait donc (cc’c)?! = (cc'c)X. Les
espaces nuls & droite et & gauche de (¢c’c)?' contiennent les espaces nuls cor-
respondant de ¢?' et plus précisément leur sont égaux puisqu’ils ont la méme
codimension g. Comme c?' et (c¢’ ¢)?! sont idempotents, il en résulte que ¢?' = (cc’c)?,
done comme on I'a rappelé dans I'Introduction que c? appartient 4 des idéaux
minimaux & droite et & gauche. Il en est de méme pour ¢ puisque ¢ € ' A* N 4 * 2
en vertu de ¢ = ¢?**1 et la vérification de la Remarque est achevée. On montrerait
sans peine que 4 est exactement I'union de tous les idéaux minimaux de A4*.

Remarque 2. 11 existe un homomorphisme y de A* dans un monoide fini qui est
tel que sa restriction & chacun des quasiidéaux minimaux de A* est injective et que
tous les idemptotents de pA*, sauf ue, sont contenu dans Vunion de ses idéaux

Preuve. Utilisant les notations rappelées dans I'Introduction, on choisit un
quasi-idéal minimal Ry N L et des bases fixes R, c Ry et L; c L; des modules sur
R engendrés respectivement par les matrices de Ry et de L.

Pour a,a’ € A* on pose

[a,a'] = [@’,a] = Sup{|bac —ba'c|:be Ry, ce L}.

La relation [, ] = 0 sur A*X A* est une équivalence n’ayant qu'un nombre-
fini de classes. En effet, d’une part les ensembles R; et L; sont finis puisque la
dimension commune des matrices de A4 * est finie; d’autre part ’ensemble R; A* L,
est fini puisqu’il est contenu dans Ry A*L; = (B14*%) (A*L;) = B1 Ly = Rini,
et que ce dernier ensemble lui méme est fini en tant que groupe de matrices de
dimension finie dont ’ordre des éléments est borné (par q!).

Cette méme relation est une congruence car [a, a’] = 0 entraine

Sup{|bac —ba'c||: be Ry, ceL1} =0

puisque R; et L; sont des bases de R; et de L; respectivement, done, pour tout
d,d € A*, Sup{|bdad’c —bda'd’c|: be Ri,ceL1} =0 puisque R; et IL;
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satisfont identiquement R;jd c Ry et d’'L; c Ly en tant qu’idéaux a droite et a
gauche respectivment, donc enfin [dad’, da’d’] = 0.

Soit  ’homomorphisme naturel de 4* sur son monoide quotient défini par la
congruence [, ] = 0. L’ensemble u(R; N L;) est contenu dans un quasi-idéal
ninimal de y A* puisque R; N L; est un quasi idéal minimal de 4* et la restriction
de u & R; N Ly est injective puisque par construction la restriction de [,] =0
3 cet ensemble se réduit 3 la relation d’identité. Maintenant, pour n’importe quel
élément d e Ry N Ly et chaque quasi-idéal R; N L; (i€ I, jeJ) lapplication
R; n Ly — d(R; N Lj)d est une bijection sur B; N Ly et comme cette application
commute avec u on a vérifié que la restriction de y & chacun des quasi-idéaux
minimaux de A* est injective.

Finalement si @ € A* est tel que pa = ga?, on a [a, a2] = 0, donc [a, 3] = 0
et yua = ud ou @ = lima'*"?, Par conséquent si a + e I'élément ya appartient &

Nn—> 0o
Punion des ideaux minimaux de uA* puisqu’il est égal 4 4d olt, comme on I’a vu
dans la Remarque précedente, @ appartient 4 ’union des idéaux minimaux de 4¥.
Ceci conclut la vérification de la Remarque.

Remarque 3. Soit B* (respectivement D ) le monoide (resp. Uidéal bilatére de B*)
formé de toutes les matrices b & éléments non négatifs de la forme

b=riay -+ roag -+ Frrax (O<k<oo)
ou les ry sont des quantités réelles de somme 1 et les a; des matrices de A* (resp. de
A* A A*) ayant méme image par u. Le monoide B* admet des idéaux minimavx @
droite et & gauche dont Uunion est égale & D2. De plus

w==Sup{]b|:beB*} < oo.
def

Preuve. Comme la restriction de u & chacun des quasi-idéaux minimaux de 4*
est injective, tout b € D a la forme b = E ryay; ol chaque ay appartient & R; N Ly

i
et ou ¢j parcourt ’ensemble d’indices I X J. On pose

Pi =Zm; q1 =Zm
7 1

et on note D’ ’ensemble des b € D tels que ry = pyg; pour tout ¢j € IXJ.
Soient
b= anau et b = Zr,f]-a;j
% i
deux élements de D. Pour chaque paire ij' € IXJ tous les produits ayay;
(j € J, i’ € I) sont contenus dans R; N L;- et ont la méme image par x. En raison
du caractére injectif de y, ils sont done tous égaux & un méme élément a;; € RyN Ly
et on a bb’ = b"” = > p;q;.a;; ce qui montre d’abord que D2 c I, ensuite que si

g’
be D' (resp. b’ € D') les coefficients p; (resp. q,'-') de b” sont les méme que les
coefficients correspondant de b (resp. de b’) et qu’ils sont donc indépendants de
I'autre facteur du produit.
Xtendant de facon naturelle & un homomorphisme de B* dans u4*, on en
conclut immédiatement que pour b, b’ € D’, I’ensemble b.D’d’ est isomorphe au

19*
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groupe R; N L; et qu’en particulier bbb = (b5 5)?'*1 quelques soient b e D’
et b’ € D, done, quelque soit "’ € B*, puisque 'on peut écrire bb”’b = bb?'b" b¢'b
ot b1'6”b% € D et b = bb?. Ceci achéve d’établir D2 = D’ et le fait que D? est
contenu dans 'union des idéaux minimaux de B*.

Pour vérifier w << oo, notons d’abord que la condition (I) sur 4 équivaut a
Pexistence d’'une quantité positive telle que pour chaque paire d’indices une au
moins des matrices de 4 ait son élément correspondant supérieur & cette quantité.
Comme A est un idéal & droite et & gauche et que toutes les matrices de la forme
a? (@ € A) ont trace g et une dimension finie, la méme condition est satisfaite par 4.
Comme pour chaque b € B* et a € A la matrice aba € D? est d’ordre fini et que
par conséquent aucun de ses éléments diagonaux ne peut étre supérieur 3 1, on en
conclut que ’ensemble de tous les éléments des matrices b € B* est borné supérieure-
ment et la Remarque est entiérement vérifiée puisque les matrices de B* sont de
dimension finie.

Remarque 4. L’application = de B* dans Uintervalle [0, 1] définie pour tout
b e B* par

b =1Inf{se[0,1]: b= (1 —s)b1+ sba; b1eD; boc B*; uby = ubs}
est submultiplicative et pour tout b, b' € B* on a

by —Um (bl <50 (nb 4+ b —wb-abd’).

n—>00

Preuve. Soient b = (1 — 8)by -+ sba; b = (1 — 8 )b{ + s'by ot s = mb;
8 = mb’; bl, b1 eD; bz, bz € B*; ub = ,ubz, pbl —-,ubz On peut écrire bb’
= (1 — s8')b;’ + s8'bgb, ou la matrice b, est égale & (I —ss")-1((1 ——s)blb1
+ (1 — 8)8'biby + s(1 — s')baby) et appartient & D puisque ses coefficients ont
somme 1 et que les matrices b1b;, b1b, et bab; appartiennent 3 D et ont la méme
image par u. Ceci établit z(bd') < =b - nd'.

D’autre part on peut écrire b’ = (1 — ¢)d + td’ out = =b + ab’ — =b - nb;
d =b1b; e D? et d' € B*. Si ¢ = lim(bb")*?'~1 on a pded = ud car d’une part

n—>00

pnd = p(bb') par construction, et, d’autre part ud = ud"?'*+1 pour tous les entiers
n puisque d € D2. Comme dcd et d appartiennent au méme quasi-idéal minimal de
B* ainsi qu’on 13 vu dans la Remarque 3, on en conclut que de fait ded = d.
Tenant compte de cette égalité et substituant (1 — #)d + td’ 4 bb’ dans’expression
bb' — bb’'chd’ de bb’ — lim (b6')*?'+1, on trouve que cette différence est égale &

n—> 0

td — (I —t) (ded 4 ded’ + d’cd) — td'cd’) ce qui livre 'inégalité cherchée.

Remarque 5. A chaque & positif il correspond un entier naturel m; tel des matrices
de Am e A* soit égale & un produit a'a’’ o a’, o' € A* satisfont ma’', mwa'' < e.

Preuve. L’hypothése que A est finiment engendré implique que
Udr:0<yp <p}

soit un ensemble fini pour tout entier naturel p et, en raison du caractére sub-
multiplicatif de s, il suffit de vérifier 'existence d’un p << co tel que ma << 1
pour tout a € AP,
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Soit f 'homomorphisme de B* dans le monoide de relations binaires qui
envoye chaque b € B* sur ’ensemble des paires d’indices pour lesquelles I’élément
correspondant de b est positif ([1]). § B* est un monoide fini. Il en est de méme
du produit direct x B* X § B* et on peut donc trouver un entier naturel p tel que
chacune des matrices de AP soit égale & un produit ajaas ol a1, az € A¥ et ot
ac AA* satisfait pa = pa? et fa = Ba2 (cf.[1]). Posant & = lima"?'*!, ces

n—-co
équations impliquent ud = pua et fac fa. Cette derniére relation entraine
Pexistence d’une quantité non négative r << 1 pour laquelle r-1(a — (1 — r)@)=a’

sz

est une matrice & éléments non négatifs. On a a’ € B* puisque d’une part r—1
—r-1(1 — r) = 1 et, d’autre part, ud = pa. Par conséquent za <r <1 et la
vérification de la Propriété est achevée.
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