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ALGEBRE. —- Sur un théoréme de G. de B. Robinson. Note (*) de

M. MarceL Pauvr Scutrzensercer, présentée par M. André Lichnerowicz.

On énonce deux propriétés nouvelles permettant de simplifier la correspondance
établie par G. de B. Robinson entre permutations et tableaux de Young (').

Un théoréme de G. de B. Robinson (*) établit 'existence d’une bijec-
tion entre permutations 5 €5, et paires de tableaux (standards de Young)

(6P, 5P) de méme forme sur ’ensemble totalement ordonné[n] = 1,2, ..., n].
On se propose ici de signaler deux propriétés nouvelles de cette corres-
pondance qui permettraient d’en donner unc définition plus géométrique.

Dans ce qui suit, on considére un ensemble ordonné fixe (X, ") et
pour chaque intervalle fini I de Z, on désigne par ®©(1) la famille des
injections o : I — X telles qu’il existe un morphisme (d’ensemble ordonné)

-1

0: X - Z pour lequel 9=:¢ 1. Ceci implique que Pimage 19 soit un
intervalle de X(z,2'€ly, a = a"="2'->2"€1y) et on dira que o est
principale (vesp. coprincipale), si ct sculement si, i1 en est de méme
de lg, c’est-a-dire, si et seulement si, I¢ a un élément minimal (resp. maxi-
mal) (unique).

Notant ® P'union des ®(I) sur tous les intervalles finis de Z on définit
aussi une relation ¢, C® X ® par la condition que (g, 4)€ X, si et seule-
ment si,

(1) @ et U ont méme domaine;
(2) o =7 (c'est-d-dire fel=>iy =7 i) ;
(3) 2= Card ((Lould)\ (IonlL)).

On désigne par < la relation d’ordre fermeture de transitivité de <,
et on vérifie que tout coidéal o' (=: {b€d: (L,0)EX}) contient au
moins un élément principal, si et seulement si,

(4) Toute partie finie de X est contenue dans un intervalle principal
fini.

Supposons maintenant que (X, =) est le groupe Z* ordonné de fagon
naturelle, ce qui implique (4). On considére le quotient ® de ® par I’équi-
valence de translation ~ (¢~ ¢’ ssi il existe t€2Z" tel que ¢'=:t - ¢)
et on note < le préordre sur ® induit par €. Les énoncés substantiels de
la théorie ne sont vrais que dans le cas classique de k =: 2 auquel nous
nous limitons désormais. Les tableaux de Young sont alors les éléments

principaux de ®([n])([n] = {1,2,...,n}, n€EN) et la propriété que
nous avons en vue est la suivante :

Propriri 1. — Toute classe SC ® de Déquivalence fermeture de U T

contient exactement un élément principal (noté S°) et lo TN T'-classe de

celut-ct est Uélément minimal de S pour .
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Pour rattacher ceci au théoréme de G. de B. Robinson, considérons
les deux projections Tt 2> Z(1==142) et notons qu’é chaque
o€®([n])eti==1 ou 2 correspond une et une seule surjection g;:[n] —[m;]
(ou m;=- Card ([n] 9= telle qu’il existe un morphlsme sur]ectlf Gt Z—[my]
satisfaisant 2;=: o= ,ZL(L ==1,2). On écrira 9€®; ssi &; est une permu-
tation (c’est-a-dire, si et seulement si, m;== n).

Propri&rE 1bis. — Soit S comme ci-dessus. L’ensemble des permutations
admettant S* comme tableaw de Robinson est précisément { &, :0€SND, |.

Le corollaire suivant correspond au cas ou S consiste en une seule
TN o '-classe et ou les permutations telles que oP =: S” admettent
une description particuliérement transparente [cf. (*), p. 120].

CoroLrLAIRE 2. — Sotent n= pq et 9€®([n]) tels que[n]o==[p]X[q].
Pour chaque s €%, tel que 5P == ¢ la permutation 5 définte par

JEMN] = Jjo=(n41)—(n+1—))7
satisfait 5P =: 2 o €DV ([n]) est définte par
JE[n] = Jg=(p+v, g+ 1)— (n+1-))9.

(*) Séance du 1er février 1971.

(1) Je profite de cette occasion pour m’excuser d’avoir commis dans une publication
antérieure une attribution incorrecte de ce résultat par ignorance du Mémoire (2) de G.
de B. Robinson.

(?») G. pE B. RoBiNsoN, Amer. J. Math., 60, 1938, p. 745-760.

(* D. E. KnvutH, Pacific J. Math., 34, 1970, p. 709-727.

(9, villa Poirier, 75-Paris, 15¢.)



