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ALGEBRE. — Une propriété des monoides libres.
Note (*) de M. Marcel Paul Schiitzenberger, présentée par M. André Lichnerowicz.

On énonce sans démonstration une propriété de monoide libre A* engendré par un ensemble A
et deux applications de celle<i au monoide syntactique d’un sous-monoide finiment engendré et a
la théorie de A. Lentin (') des équations dans X*.

A chaque mot a € A* correspond au plus grand entier p, sa périodicité a =, tel que I’on
ait b” A* < a A* < b**! A* pour au moins un mot b € A*; le mot b de longueur | b |
minimale satisfaisant ces relations est la période \/ a du mot a [ef O) A1

Soit maintenant a un morphisme fixe d’un monoide libre X* dans A*. Une a-factorisation
de multiplicité d d’un mot fe A* est un systéeme de d triples (f}, i, f;) € A* x X* x A*
tels que I’on ait identiquement f = f;.y; a.f;. Elle est maximale ssi pour chaque indice i,
il existe des lettres x, x" € X pour lesquelles x a € f; AA* et x' a € AA* f}; disjointe ssi,
pour chaque paire d’indices distinctes i # j et de facteurs droits y; et y; de y; et de y;,
on a

yvia. fi # yia. f;
Soit | X | = Card (X), fini.

PROPRIETE. — Tout mot fe A* de longueur au moins égale @ Max {|xa| : xeX}
admettant une a-factorisation maximale disjointe de multiplicité d 2 2|X|+1 a une
périoadicité au moins égale a 2.

La preuve est trop longue pour étre donnée ici. On commence par montrer que
Phypothése sur d entraine qu’a chaque factorisation f=f"af" (f",f €A* aecA)
correspondre au moins une lettre x € X et trois indices distincts j,, j,, j3 tels que les mots y;
aient des factorisations y; = y} xy; pour lesquelles

Die Gl < |xyiefil (=11 izJa)

Ceci implique que la périodicité de mot x a soit au moins 2 et que f ait un facteur de

période \/x a de périodicité au moins 3. Choisissant la lettre a de telle sorte que cette
période soit la plus longue possible, on peut montrer que cette période se « propage »
a tout le mot f.

APPLICATIONS. — L’hypothése que X est fini entraine I’existence d’un morphisme o de A*
dans un monoide fini S tel que (X* @) oo~ ! = X* a. S est le monoide syntactique du
sous-monoide X* « = (X a)* de A*. A chaque groupe maximal G < S de degré d corres-
pond un ensemble infini de mots f admettant des o-factorisations maximales disjointes
de multiplicit¢ d. La propriété précédente montre que G est un groupe cyclique
quand d 2 2| X |+1, c’est-a-dire que, inversement, quand G n’est pas cyclique, il est
image homomorphe d’un sous-groupe du groupe symétrique S, . Une autre application
est que le nombre des D-classes idempotentes de S est borné en fonction de |X|
(indépendamment de «), ce qui n’est vrai, ni du nombre total des D-classes, ni de celui
des groupes maximaux dans S. La preuve se fait en passant par la théorie de Lentin *.
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Rappelons qu’une équation dans X* est une paire e = (y, y') de mots et que
[supposant Card (A) = | X |] sa solution est I’ensemble ®, des morphismes ¢ : X' — A*
tels que y o =y’ 0.

Nous dirons qu’elle est décomposable ssi a chaque ¢ € ®,, correspond une factorisation

Y =Y1Yo¥2 # Y1 V2V = ¥1Yo¥; # ¥1 3 telle que on ait encore (v, y,) ¢ = (¥} ¥3) ¢-
La propriété énoncée plus haut donne divers cas de décomposabilité dont le plus simple

est Iexistence d’un nombre de N fonction de | X| tel que soit décomposable toute

équation (y, y’) pour laquelle chaque lettre x € X apparait au moins d fois dans le mot yy’.
Ceci livre le résultat relatif aux 2-classes en imposant des conditions assez strictes sur le
mot le plus court de I'image inverse o™ ' a™! de chaque idempotent ue X* a N S.

Je mentionne enfin que la valeur d > 2|X|+1 de la propriété principale est
probablement trop grande et qu’il est possible que I’énoncé subsiste pour d = | X |+1,
ce que je ne suis pas parvenu a établir.

(*) Séance du 28 janvier 1974.
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