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1. Pour décrire ceux ci nous notons chaque application f de [n]
comme le mot 1f. 2f.... nf et nous appelons forme de f la suite des
relations = ou < satisfaites par les valeurs successives. Par exemple
la forme de f = 4122652 est (= < > < =>>). Les pics de f sontles positions
j= 2 telles que (j-1) f< jf = (j#1)f pour j=< n-1 etla position j=n si
(n-1)f < nf. Dans l'exemple ci-dessus les pics sont 3 et 5. Enfin chaque forme
définit une partition ordonnée unique I = {Ii, . ees Ih} de [n_‘ en intervalles
consécutifs par la condition que les pics soient les premiers éléments de chaque
composant Ii (i= 2). Pour la forme de f ci-dessus cette partition est {1,2},
{3,4} {5,6,7} ; pour la forme (sur [9] ) définie par (K 22>2z2<=2<) la
partition serait (113},{2,3,4,5,6}, {7,8},1{9}]) tout comme pour la forme

définie par (K 2 << < < =2<).

D'autre part nous appelons avance d'une permutation toute position
i telleque i< (is +1) s-l, c'est-a-dire toute position telle que le successeur
(immédiat ) de la valeur qu'elle porte soit & sa droite. Par exemple les
avances des permutations s =593214768 et s'=78431925 sontles
positions soulignées, c'est-a-dire respectivement Av (s) = {1,3,5]} et

Av (s') = {1,2,3,5}.

Nous noterons Av-I(X) l'ensemble des permutations dont

l'ensemble des avances est une partie donnée X de Ln]

Enfin, étant donné l'ensemble F des permutations ayant une forme
donnée et I = I(F) = lIi, ceos Ih },la partition associée de [n_l définie par les pics,

ym_,...,m )

nous noterons |I N X_, pour chaque partie X de [n] le vecteur (m1 5 h

ot m, = lenXl (=Card(IjﬂX)) pour j=1,2,... h.

THEOREME 1 : Soit F l'ensemble des permutations de S ayant une forme
donnée. Si deux parties X et Y de [n] sont telles que [1nXEIN Y|
ona Card {F N Av‘lx} = Card |[F NAv !y},

Autrement dit, le nombre des permutations (de la forme donnée)

dont l'ensemble des avances est une partie quelconque X de l_n] ne dépend que

du vecteur II nx , . Pour prendre un exemple simple, considérons la forme

sur [5] définie par (< =< 2). La partition correspondante est ({1}, {2,3}{4,5).
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Il existe 2 permutations pour lesquelles Avs se réduita {1}, 6 pour lesquelles
Avs = {1,2}, 6 aussi pour lesquelles Av (x) = {1,3} et enfin 2 pour lesquelles
A (x)=1{1,2,3}. Ce qui correspond aux trois vecteurs |IN X| =(1,0,0),

(1,1,0), et (1,2,0) qui sont les seuls ici dont l'ensemble de permutations

correspondant ne soit pas vide.

Notre preuve est passablement compli quée. Pour en donner une

idée, appelons codage de Lehmer l'application L associant a chaque permuta-

tion s l'applications t = sL de Ln] dans IN telle que pour chaque j=1,2,...,n
on ait jt=Card {i< ji:is< js|. Par construction t= sL estnon

décroissante et a la méme forme que s.

Soit I M A (s) l'ensemble des valeurs positives distinctes de sL.
D. Dumont auquel revient le mérite d'avoir songé a considérer ce parametre, a
montré que |IM A (s)] est distribué (sur S) comme le nombre des descentes.
Indépendament de ce résultat, on peut vérifier de fagon assez simple que pour
une forme donnée les ensembles I M A (s) suivent les mé&mes loi déquipartition
que celle formulée dans le Théoreme 1 pour les ensembles Av (s). Ceci dit
il ne reste plus qu'a trouver une bijection V de F sur lui mé&me telle que

IMA (sV) = Av (s) identiquement. Ce qui est faisable mais plutdt long.

De fait le Théoreme 1 ne semble dire toute la vérité., A chaque

ermutation s =s. s_... s on peut associer sondual s=s s s
P 1 °2 n P n n-l1 2 1

ol s, =n+l - 5 (i=1,2, ... n) dont la forme est la forme duale de celle de
1

wl

s. On voit aisément que si j est une avance de s, c'est-a-dire si

i< (j s+1) s—I = j', la positions j'= n+l - j' estune avance de s.
Par exemple prenant s =59 321 le 8 on obtient

s =243698715 dontles avances sont (1,2,4)=(10-9, 10 -8, 10 - 6).

On a donc une dualité complete entre s et s par rapport a la
forme et aux avances. Nous avons observé sans avoir pu jusqu'ici le prouver
que si I estla partition de [n] définie par la forme duale de F on a la

propriété suivante

Conjecture 2 : Soit F l'ensemble des permutations ayant une forme données,
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Si les parties X, X', Y, Y' de [n] sont telles que |[IN X|=[INY]|
et TN X'|=|T NY'| ona

Card { s € F:Avs

X,Av;

X'} =

Card { s€ F:Avs=Y, Av s

Y'}.

Si ceci est vrai, comme nous en sommes persuadés, on aurait
ce résultat remarquables que les avances de s etde s sonten un certain

sens distribués de fagcon indépendantes. Nous comptons revenir ultérieurement
sur cette conjecture.



