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Combinatoire et représentation
du groupe symétrique, Strasbourg, 1976

LA CORRESPONDANCE DE ROBINSON,

M. -P. Schfitzenberger

1. Introduction,

1. 1. La correspondance R entre permutations et tableaux standards de

Young introduite en 1938 par G. de B. Robinson [127 dans la théorie des re-
présentations du groupe symétrique a été depuis étudiée en elle-m@me par divers
auteurs qui lui ont découvert une série de propriétés combinatoires curieuses, ou
utiles pour 1'étude des fonctions symétriques. Dans le présent travail nous nous
proposons de donner un exposé systématique des principaux résultats basé sur la
théorie de C. Green ([5], [6], [7]) grace i laquelle il devient possible de mon-
trer que la correspondance R est naturelle sur l'ensemble de tous les tableaux

gauches ("'skew' de Young, appelés ici tableaux) muni d'une structure convenable.

J'ai utilisé de nombreuses idées de G. Thomas et de A, Lascoux pour sim-
plifier ces preuves et organiser les énoncés de fagon 3 réduire autant que j'ai pu

la partie combinatoire.
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La technique est la suivante, On considére le plan entier 1:= Z x Z muni
de son ordre naturel <((x,y) <(x',y') ssi x <x' et y <y') eton identifie chaque
tableau (gauche, ''skew') de Young & un morphisme (de structure d'ordre) bijec-
tif d'un intervalle du plan sur une chaftne standard [n]= {l<2<... <n}. On
associe une certaine relation d'ordre Ccp sur [n] a chaque tableau ¢ d'image
[n] et pour j >0, k >1 on définit Lj(cp; k) comme le maximum du nombre des

éléments parmi les parties de [n-j] qui sont unions de k C(p-chai'nes.

La fonction L induit une équivalence = sur l'ensemble des tableaux
(p =¢ ssi Lfp) = L(y)) dont chaque classe contient un et un seul élément qui soit
un tableau standard c'est-a-dire dont la forme soit celle d'un diagramme de
Ferrers : c'est la correspondance de Robinson et on peut caractériser les trans-

formations entre tableaux (les ''glissements') qui commutent avec =.

La famille des tableaux peut &tre munie d'un produit associatif pour lequel
= est une congruence. De ce point de vue les permutations peuvent &tre considérées
comme des produits ¢ dont chaque terme a pour domaine un point, Il se trouve que

les ordres C° et C sont isomorphes et on en déduit aisément le théoréme fon-

-1
(4
damental de G. de B. Robinson que la correspondance ¢ ., (6R, O'IR) est une bi-

jection des permutations sur les paires de tableaux standards de m&me forme.

Cet énoncé fournit le substrat combinatoire aux résultats classiques connus
sous le nom de ''régle de Littlewood-Richardson'' et ''théor&me d'Aitken'. Le lien
avec la théorie des fonctions de Schur s'effectue en vérifiant que les manipulations
précédentes équivalent au calcul dans le quotient de 1'anneau des polyndmes en n

variables X, (non commutatives) par la congruence xi2 =0 (i=1,2,e0e,n).

Nous ferons référence aux travaux de G. Thomas ([187, [19]7) qui mon-
trent de fagon plus précise, que le relévement de la structure multilinéaire seule
considérée ici peut &tre réalisé au moyen des opérateurs de Baxter introduits en

algébre par G. -C. Rota.
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Une partie importante des propriétés que nous venons de résumer résulte
de ce que la congrence = commute avec les involutions naturelles induite par la
structure d'ordre sur le plan E’ . Pour profiter au maximum des simplifications
que procurent ces opérations nous avons rassemblé dans la seconde partie de cette
introduction 1'ensemble des définitions et des notions géométriques, au demeurant
parfaitement triviales, qui seront utilisées par la suite. Le chapitre 2 contient
la définition des glissements. Le chapitre 3 montre d'aprés C. Green que ces
opérations entre tableaux préservent la fonction L et qu'elles peuvent &tre obtenues
en composant des transformations encore plus simples dues a D. E. Knuth [87.
La correspondance de Robinson est définie dans le m@me chapitre et le théoréme
fondamental sur les permutations est établi dans le chapitre 4 . Le dernier cha-

pitre établit la connexion avec les fonctions de Schur.

Les lecteurs de ce mémoire devront remercier le Professeur D. Foata

qui a consacré beaucoup d'efforts i son amélioration et sans lequel je n'aurais pu

le terminer,

1. 2. NOTATIQNS,

Intervalles. Dans tout ce travail nous désignerons par J la famille des parties
finies F du plan entier P= Z yx Z qui sont des intervalles par rapport a l'ordre

naturel < c'est-i-dire qui satisfont la condition
(1) p,p'€F, p'eP, p<p"<p'=p"cF .

Un interval F sera dit principal (F ¢ 7) ssiil posséde un point minimum
(par rapport i 1'ordre naturel) unique c'est-id-dire ssi il a la forme d'un diagram-
me de Ferrers., Chaque intervalle F est contenu dans un plus petit intervalle prin-
cipal i‘ que 1'on peut définir comme la plus petite partie F' du plan qui contienne

F et qui soit telle que

(2) pP>p' € F' > Min {p, p'} ¢ F' .
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Il sera commode de désigner par J 1 la sous-famille des intervalles F
dont (1, 1) est le point minimum de F, c'est-a-dire de disposer d'une

section de J par rapport aux translations.

Ordre croisé, Concurremment avec l'ordre naturel <, nous utiliserons un second

ordre sur le plan P , dit ordre croisé dont le graphe C c P x P sera défini par

1'identité :
(3) ((x, y), (x', y')) €eC ssi x<x' et y>y'.

Autrement dit, 1'involution (x, y) - (x, -y) sur le plan établit un isomor-
phisme entre les ordres naturels et croisés. La transposition p = (x, y) - pT = (y, x)
est un anti-isomorphisme entre C et l'ordre opposé C . Il en est de me&me de la
symétrie par rapport i 1'origine p = (%, y) - -p = (-x, -y) c'est-i-dire que pour

toute paire (p, p') de points les relations :

= T T T
(4) (p, P') eC; (p' p) e C; (p'T, plecC; (-p' -pleC; (-p7, -p' ) eC;
sont équivalentes.

Nous dirons qu'une partition ordonnée (Fl’ FZ’ ceey Fn) d'une partie F
du plan est une C-partition ssi, d'une part deux points de F sont incomparables
pour l'ordre naturel quand ils appartiennent 3 deux composantes distinctes et,
d'autre part, (p, q) ¢ C pour tout p ¢ Fi’ qc€ Fj quand i< j. Par exemple la
suite ordonnée des points {(n, 1)}, {(n-1, 2)}, «c. {(n-i, i+1)}, «.. {(1, n)} for-

me une C-partition de leur union F .

On voit facilement qu'une condition nécessaire et suffisante pour que
(Fl’ coes Fr) soit une C-partition est qu'il existe des points (xi, Yi) (i=2,00e,1)

tels que pour chaque j = l,eee, T et (x, y) € Fj on ait :
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XxX<x., yzv; si j<i et X <Y ¥; >V si j>1i .

Manifestement chaque composante F. d'une C-partition d'un intervalle F est

elle-m&me un intervalle,

Morphisme. Dans tout ce travail un morphisme sera une application partielle ¢
du plan P dans une chafne dont la restriction 3 son domaine est un morphisme de
structure d'ordre, c'est-id-dire qui est telle que poy < p'¢ pour toute paire ordon-
née p < p' de points de son domaine, Pour l'essentiel nous n'aurons a faire qu'a
une famille plus restreinte, i savoir la famille /) des morphismes qui satisfont

les deux conditions supplémentaires suivantes :

(1) leur domaine F est un intervalle fini du plan ;

(2) leur restriction i celui-ci est une bijection sur leur image A.

Si besoin est, on précisera le domaine ou 1'image par des écritures telles

que My, M (F) ou m,(F).

Comme les morphismes de 4 sont des bijections, il n'y aura pas d'incon-
vénient 4 désigner par la m&me notation ¢|F' ou ¢|A' leur restriction i une par-

tie F' de leur domaine ou A' de leur image.

Nous ferons un usage constant de la remarque triviale que si le domaine F
d'un morphisme ¢ (non nécessairement bijectif) est un intervalle (resp. un in-
tervalle principal) et si B est un intervalle (resp. un intervalle initial) de son
image, le domaine de la restriction ¢ | B est encore un intervalle (resp. un in-

tervalle principal).

Nous supposerons en général que la chathe A = {al <3y eee < an} est fi-
xée. Ses éléments seront appelés piéces. Enfin on notera a - -a l'anti-isomor-

phisme de A sur la chafne opposée -A = {-an <ese < -2y < -a.l} .
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La transposition et la symétrie par rapport i 1'origine permettent d'asso-

cier a chaque application ¢: F 4 A trois autres applications cpT : FT - A,

5: sF o -A et cpT=cp-T:-FT_.-A en posant

T T - T, -T
(5) P ¢ =pg; (-Plo=-(pp) et (-pTlo = = -(py
pour chaque point p de F .

Il est clair que ces opérations sont des involutions sur % et que si ¢ est
principal (c'est-a-dire si son domaine est principal) il en est de m&me de son

, T
transposé ¢ .

DEFINITION. Etant donnée une bijection ¢ : F - A, la relation d'ordre Ccp sur

A est définie par la condition que pour toute paire de piéces a, bde A on ait:

(6) (a, b) € C‘P ssi a<b et (a.qp-l, bcp'l) cC.

On définit de m&me E‘P en remplagant C par l'ordre opposé C .

En raison de son importance pour la suite nous isolons la remarque suivan-

te :

1.1. On a E(p= C‘PT et la bijection a » -a de A sur -A établit un anti-iso-

morphisme entre les ordres C, sur A et C_ sur -A.

? o —

Preuve., L'isomorphisme entre EQP et C T résulte de ce que (p, q) € C équivaut
T

b

a (q7, pT) ¢ C. L'anti-isomorphisme entre Ccp et -écf: , de ce que si aq;'l = p et,

bcp'1 = q,la double condition a<b, (p, q) ¢ C équivauta -b< -a, (-q, -p) € C.

Q. E. D.
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L'exemple suivant peut aider le lecteur i visualiser ces notations. (Con-
formément a 1'usage courant dans le reste des mathématiques les coordonnées X
(resp. Y) vont en croissant de gauche a droite (resp. de bas en haut)). La bijec-
tion ¢ n'est pas un morphisme (3 cause de la paire (3, 2)) et son domaine n'est

pas un intervalle.

'S L ® 2.

.5..0 p4..

= 1 13. 2 cpT=.. .

0040 L015
.’4..
=-2.-3-1}
...-5-

On a:
Ccp= {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (3, 4)};
ECP= C ,I,= {(1, 5), (2, 3)’ (2’ 5): (39 5): (4’ 5)};
- (2, <10, (3, -1), (<4, -1), (-4, -3)} ;

C-.T= {(‘5’ ‘1)’ ('3’ -2): (-59 -3)’ ('5’ -4)} .
®

Par contre la bijection

o o
o U
e e
we o

est un morphisme dont le domaine est un intervalle qui, d'ailleurs, admet la

C-partition (Fl’ FZ) ou F1 a la forme ¥ % _'x_ et ou FZ est réduit au point

portant la piéce 3., On a

C, = {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (2, 5} .
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Produit, Deux applications §: F o A et y':F' . A ne différent que par une

translation ssi leurs domaines F et F' ont le m&me nombre de points et s' il
existe (u, v) € Z x Z tel que (xtu, y+v){' = (x, y)y pour chaque point (x, y) de

F .

Considérons maintenant une suite (cpl, coe ,cpr) de morphismes
®; € mAi (Fi) . Nous écrirons PPy eee 9. = 0 quand les A; ne forment pas une
partition de leur union B, Dans le cas contraire nous dirons qu'une application
o : ¥ - B est un produit des P; (et nous écrirons © E(plgpz eee cpr) ssi F admet
une C-partition (F'l, cees F'r) telle que chaque restriction cp'i =@ IF'i ne différe

de ¢; que par une translation (i=1, 2, eee, T) .

Pour illustrer ceci considérons par exemple les trois morphismes princi-

paux (pl = f Py T 5; @3 = 34 . Un produit ¢¢€ 99,93 serait par exemple :

3 ¢ o e 3 ¢ o o o
1 « « & 1 « o o
o=, 5. . ou aussi bien e'= 4+ 5 . . .
e« o 3 4 « o o« 3 4

Soit F le domaine d'un produit ¢ ¢ Q) coe P, ou chaque 9; appartient
a 7. Par hypothése F est un intervalle, ¢ est bijectif et enfin ¢ est un mor-
phisme puisque deux points de F sont incomparables pour l'ordre naturel quand

ils appartiennent & deux composantes distinctes. Donc o € 7.

Posant 0y= 40 =00=0, (y €% il en résulte immédiatement que la no-
tion de produit que nous venons de définir munit (U {0} d'une structure de semi-
groupe. De fait, c'est m&me une structure de monofde puisque % contient le mor-
phisme de domaine vide (2 ne pas confondre avec le zéro 0) qui est élément

neutre du produit,
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Il est clair que les relations ¢ €99, cpT EcpZTcplT ; ‘—965251 ;

-T =T
® €

vante :

EZT sont identiquement équivalentes. Nous soulignons la remarque sui-

1. 2. Soit ¢ € ©) cee @, un produit. L'ordre Ccp ne dépend que de la suite

(C_, eee s C_) des ordres associés i ses facteurs.
ksl Pr
Preuve, Comme chaque point du domaine de p; esten relation C avec tous les
points de celui de cpj pour i< j, le graphe Ccp est 1'union des graphes Ccp et
i
. N . s 113
des paires (a;, aj) ol a, (resp. aj) appartient 3 1'image de ¢, (resp. de cpj)

et i.<j (i,j:‘.l’ 2’ o0 0y r).

Qo Eo Do

Permutations, Une bijection ¢ d'image A sera dite une permutation de A

(o € S}q) ssi son domaine est constitué des points (nt1-i,i) (1 <i <n = Card A),
ce qui entrafhe qu'il soit un intervalle et que ¢ ¢ 7; nous la représenterons le plus
souvent par la suite (10) (20) ... (no) des piéces de A lues dans l'ordre C.,

L'énoncé suivant sera utilisé plusieurs fois par la suite,

1. 3. A chaque morphisme bijectif ¢ d'image A correspond une et une seule

permutation ¢ = o(y) telle que C‘7 = Ccp . Une condition suffisante pour qu'un au-

tre morphisme bijectif § de m&8me image A satisfasse Ccp = Cd; est que chaque

piéce de A se trouve dans la m&8me ligne dans ¢ etdans y.

Preuve. Nous définissons un ordre total CL contenant 1'ordre croisé C par

1'identité :

((x, y), (x*, y')) € clt ssi (x<x' et y=y') ou (y>y")
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et 3 chaque morphisme bijectif ¢ d'image A nous associons l'ordre C;‘ con-

tenant Ccp par la condition que (a, b) ¢ C;" ssi a<b et (acp'l, bcp'l) € CL .

Puisque CL est un ordre total il correspond 3 ¢ une et une seule per-

mutation ¢ = o(¢) de Sllq pour laquelle C{; = C]; , & savoir celle représentée par

la suite S1 511 *** 5 ou chaque s; est la suite des pieéces (lues dans l'ordre
naturel) sur la ligne Y de ¢ etou Y > Vi_p oo >V . Par conséquent
o(¢p) = o(y) dans les conditions de 1'énoncé. De plus Cg" = C, puisque les deux

ordres CL et C cofncident sur le domaine de toute permutation,

Supposons (a, b) ¢ CE\Ccp . Ona as<b etles points p=(x, y) = acp_1
et p'=(x', y') = bcp'1 sont tels que d'une part x<x' et y=y' ou y>y! et
d'autre part on ntaitpas x<y' et y>y' . Onadonc x>x' et y>y', c'est-adire
be= (x', y') < ap = (x, y) ce qui montre que ¢ n'est pas un morphisme.

Par conséquent sous 1'hypothése contraire, on a Ccp = Ccp (puisque

C c CL par construction) ce qui achéve la preuve,

Q.E.D.

Pour des raisons évidentes on peut appeler connexe toute partie du plan
qui n'admet pas de C-partition non triviale. Nous laissons au lecteur de vérifier
1'observation (que nous n'utiliserons pas) qu'a chaque morphisme @ €M corres-
pond un morphisme { de %, unique a une translation prés dans le plan, dont le

domaine est connexe et pour lequel C =C et C T C T*
@
¢ ¥
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2. Les Glissements,

Disons qu'une partie F et un point p du plan sont un quasi-intervalle et un

complément de celui-ci si F (Jp est un intervalle et p ¢ F, ce qui n'exclut pas

la possibilité que F soit déja lui-m@&me un intervalle.

Soient maintenant ¢ ¢ 7 un morphisme bijectif sur A dont le domaine est
1'intervalle F et p = (x, y) un complément de F tel que F contienne au moins
un des deux points pX = (x+1, vy), pY = (x, y+1) . Nous construisons une suite
(cpo, po) = (e Plsoees (cpk, pk) de paires dans lesquelles chaque ¢, est une bijec-
tion sur A dont le domaine Fi est un quasi-intervalle de complément p; par les

trois conditions suivantes :

(1) k est le premier indice pour lequel F, {pi(, p}.} =¢ ;

(2) Pour chaque i=0, 1, ¢es , k-1 ona: Fi+1 = (Fi\pi-l'l) Up; ol

X Y PP . - N X Y
Pi4] € {pi » p; } est défini par la condition que p;;;¢; = Min {pi ®;s P; ;)

(3) Pi®i+1 = Pi1%; et p'cpi_l_1 = p'qpi pour tous les autres points p'.

Autrement dit, P47 S© déduit de @; en amenant au point P; la plus pe-
tite des piéces X et Y si F. contient les d oints X t Y et sino

P P; &; P; @ i euxp p; €t P; sinon
la seule de ces piéces qui existe, Comme les points p; forment une suite stricte-
ment croissante, le processus s'arr@te puisqu'il finit par donner un point Py qui

se trouve &tre un point maximal du domaine Fk .

_ . . ' -
Nous poserons o, (ou pour préciser s'il le faut (g, p) coI"p) et

nous appelerons P le glissement de ¢ de sommet p.

L'exemple suivantod k=3, q = Py illustre cette construction :
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158 . 158. 158 . 158 .
9=+ 34 7 g =. 3475 ¢,= . 3p,7 i 93= . 3 Tpy=9
. p26 . 2 p 6 .24 6 .24 6

Nous rassemblons en un seul énoncé les propriétés des glissements qui
nous serviront par la suite en posant { = P 9= Py e Les opérations ¢ - ¢
ou @ sont celles définies dans la section précédente et pour chaque point q = (x, y)

on note q'X = (x-1, y); q-Y = (x, y-1) .

2. 1. On a les propriétés suivantes :
(1) Chaque ¢, est un morphisme bijectif et aq;i'l < a.cp'1 pour chaque a de
A
(2) Le domaine G de ¢ est un intervalle telque GUq=F yp et
-X -
Gnia* a Y} #0;
T_ T ,
(3) Iy = r T’
P
(4) ¥ I_, estdéfiniet est égald (o -p) ;
(5) Si B est un intervalle de A et ¢ | B#eo | B il existe un point p' pour

lequel ¢ | B = (o | B)Tp, .

Preuve., Par hypothése Py = @ est un morphisme et on peut donc procéder par
induction sur i. Par construction Pit1 satisfait identiquement acpi+1-1 < acpi'1
(a € A) avec égalité pour toutes les pidces sauf une, qui passe du point P;y) 23U
point p. < P;y; ©t qui, d'aprés 1'hypothése que ¢; est un morphisme peut 8tre
définie par la condition d'&tre la piéce minimum de l'ensemble {p'cpi :p; <p'}.
Ceci suffit pour vérifier que Pi+1 est un morphisme,

(2) En effet, par construction tous les F, Up; sont égaux a l'intervalle initial

F yp etle point q = p, estun point maximal propre de celui-ci,

(3) Immédiat,

(4) On a Fn {plzx, pl;Y} #@ , ce qui équivaut 3 -G {(-q)x, (-q)Y} #@ ou
-G U -q est un intervalle. L'énoncé équivaut donc i 1'assertion que pour chaque

i=k, k-l,40.,0 ladonnée de ¢; etdupoint p, =(x, y) détermine le point
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epe =X =Y . .
p; _, Ppar la condition duale que p; ,¢; = Max {pi 9; » P; ;} « Or ceci est clair

. _ =X _
car si p; ;= P; =

=Y
(x-1, y) (resp. = P; ) ona P;_ 1% = Py%; 3 > (x, y'-l)cpi_1
-X . .
(resp. =p; cpi_l) puisque ¢; ; estun morphisme.
(5) Comme ¢ | B ¢ | ceci résulte immédiatement du caractére local de la cons-
truction,

Q.E.D.

D'aprés (4), la paire finale (y, q) (= ((pk, p,)) détermine de fagon unique

la paire initiale ((p, P) que nous appelerons le glissement inverse Q=4 1"q de som-
met q de § . Les glissements et les glissements inverses constituent donc une
famille de bijections sur 1'ensemble M, contenant I'inverse de chacun de ses

membres [157 .

%
La semi-orbite @I’ d'un morphisme ¢ sera définie comme le plus petit
ensemble fermé par glissement qui le contienne ; son orbite sera la plus petite

union de semi-orbites fermée par glissements inverses qui contienne o' .

Disons pour abréger que ¢ est un morphisme principal de point minimum

(x, y) ssi son domaine est un intervalle principal ayant cette propriété (cf.

Introduction).

2.2, Chaque semi-orbite cpl"* contient un morphisme principal de point mini-

mum (x, y) pour tous x, y € Z assez petits,

Preuve. Soient F le domaine de ¢ et i“ le plus petit intervalle principal conte-
nant F, Si F lui-m@&me n'est pas principal, %‘\F contient au moins un point
maximal, On vérifie facilement que p J F est un intervalle et que si G est le
domaine du glissement gpl"P, , 1'lensemble EE\G est contenu dans 1?‘\(17‘ up) . Donc,
par induction sur Card E‘\F » la semi-orbite de ¢ contient un morphisme princi-

pal {§ dont le point minimum (x, y) est contenu dans F,

Pour achever la preuve il suffit de montrer que la semi-orbite de
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contient des morphismes principaux de point minimum (x-1, y) et (x, y-1). En
raison de la symétrie par rapport a la transposition, il suffit de vérifier ceci pour
(x-1, y) . Soit H le domaine de ¢ . Il contient un point maximum de la forme
(x, y*) avec y' >y . L'unionde H et du point p' = (x-1, y') est un intervalle.
Appliquant la construction précédente au glissement | = ¢1"p, , on obtient un mor-
phisme principal de point minimum (x-1, y) appartenant i la semi-orbite de ',

donc de ¢ .
Q.E.D.

bc .
Soient a <b < c trois pidceset @) = _ . Le glissement de sommet (1, 1)

et du morphisme 9, = a g

fait passer du morphisme @; au morphisme CPIK = :

au morphisme ¢ZK=§ L . Nous appellerons 9 et o, tableaux élémentaires

et 1'opération @; » ¢;K transformation (élémentaire) de Knuth, Cet auteur a mon-

tré que ces transformations et leurs inverses engendrent pour l'essentiel toutes
les opérations entre tableaux qui nous intéressent. Nous nous proposons de donner
une forme un peu plus stricte de ce résultat (en évitant les inverses). Plus préci-

sément, nous appellerons semi-orbite de Knuth XK* d'un morphisme X le plus

petit ensemble de morphismes X contenant X qui satisfasse les deux conditions

suivantes :

(1) eX, C =C = X ;
¢ o ¥ ¥ €
(2) Si ¢ € X est un produit de la forme Qp'q)i(p” ou @; estun des deux morphis-

mes @, ou g, ci-dessus on a (p'((piK)(p” cX.

Rappelons la notation o(¢) pour désigner la permutation associée 3 un
morphisme ¢ ainsi qu'il a été expliqué dans 1'énoncé 1.3 . La permutation c(cpl)

(resp. o((pz)) est bca (resp. acb) et G(cle) = bac (resp. c(;sz) = cab) .

. P . . . 3* 2, . 2’ o, o
I1 est immédiat que la semi-orbite XK  est caractérisée par la condition

que o € xK* implique ¢ ¢ XK* quand il existe deux permutations ¢' et o' et
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trois piéces a <b < c telles que

(3) Soit @(¢q) = O'bcac" et o(y) = I'bace" ;

Soit ¢(¢) = c'acbe'" et o(y) =c'cabo"

D'aprés la définition de xK* chaque morphisme de cette semi-orbite peut
&tre obtenu par une suite de glissements a partir de X . Il est un peu plus difficile
de vérifier le théoréme de Knuth qui affirme la réciproque de cette propriété.
Nous commencgons par examiner en détail le cas o X est un produit (A)(b) ou
A est un morphisme dont le domaine est une ligne, A = ble coe bm

(bl, cee s bm € A) et ol b est une pidce unique.

Si bm < b le morphisme ¢ formé de la ligne b1 cee bmb peut &tre obte-
nu par glissement a partir de X et il appartient a XK puisque ¢ et X corres-
pondent & la m&@me permutation b1 .. b _b.

Supposons donc bm >b . Soit br la plus petite des piéces de 1'image de

A qui soit plus grande que b .

2. 3. Le produit ¢ = (br)()") ol 1A' est le morphisme obtenu en remplacant b_

par b dans A appartient i xK* et peut &tre obtenu par glissements d partir de

X .

Preuve. On peut supposer que dans X chaque bi se trouve au point (i, 1)

(1 <i<m) et b au point (m+l, 0) . On passe par glissement au morphisme O
qui ne différe de X que par le fait que b se trouve au point (m, 0) . Définissons
®; = i) I‘(i’ 1) (i=m-1, «o. , 1) . Chaque glissement ®;4; - 9; consiste quand
i>r (resp. i<r) adéplacer b (resp. br) d'un pas vers la gauche et 3 abais-
ser la piéce bi+1 (resp. bi) . Chacun d'eux est une opération K ce qui établit
le résultat puisque P =9 a bien la forme indiquée.

Q.E.D.
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EXEMPLE, Soient A=12356 ; b=4 ., Ona br=5 et

12 356 12 35, _125..
P57 . .. 4 ° %P2° ., . . 46 ° P37, ., 346 °
=15... =5....
2712346 ° ®17 12346 °

Nous considérons maintenant un cas plus compliqué. Soient ®; et P4
deux des morphismes consécutifs construits dans un glissement et supposons que
1'on se trouve dans le cas ou Pi+1 différe de g; parle déplacement de la piéce
¢ du point (x, y) au point adjacent en dessous (x, y-1) . On peut représenter la
ligne y de @; par un produit $3CS, ou s, et s, sont des suites croissantes
de piéces ; de la m&me maniére la ligne y-1 de ¢;4; Ppeut 8tre notée s

lCSZ .

Par hypoth&se, les longueurs de ces suites satisfont lsll < ls3| i Is,] = Isy

De plus si 55 = ala.2 see @ et S4 =b bp ou les aj, bj sont des pieces,

l...

on a par hypothése c < a; et a; < bi pour i=1, 2, «ee , p < m ; des relations

similaires valent pour s, et S3 e Un exemple avec ¢ = 6 est fournipar s, =1 3 ;

1 1
s, = 78; s3 = 245; s, =9 ce qui correspond aux lignes y et y-1 de v, et de

Pi+1 représentées par

245609. et

. 3% < . .
2.3. bis Ona ¢ € oK ou ¢ est le produit des deux lignes §3CS, et $)8, » et

¥ celui des deux lignes 535, et §,€8, .
Preuve. Par induction sur le nombre des piéces, le cas initial étant trivial. Si

|s3] > |s on peut écrire S5 = 533'3' ou ]s'3'| = |sll et 1'on voit que ¢ et § sont

1|
les produisde sa par ¢' et par {' obtenus en remplagant s; par s'é . Le résul-
tat découle alors de I'hypothése d'induction sauf si [s}| =0, c'est-i-dire sauf si

lsll = |s3| comme nous le supposons désormais., On distingue deux cas :
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(1) |sll=|s3|=0

Soient Sy T @) ees @, et S4 = b1 cee bp comme ci-dessus. On peut con-

sidérer ¢ comme le produit de Cs, par les singolets ajs 8y e 5 @, , Ceque

nous écrirons

D'aprés c<a, <b, et 2.3, on voit que la semi-orbite de Knuth du produit

1 1

b L] L] L] L] L] L]
(c 84)(31) contient le morphisme ¢, = 1

* N
ca bZ eesse b - Donc CPl € CPK ou

1 p

(pl = (bl)(calbz ee e bp)(az) e e e (am) .

(74

On obtient de méme P, € cle* c <pKv' o
CPZ = (bl)(bZ)(calaZb3 co e bp)(a3) cee (am)

et ol on peut aussi bien écrire (ble) que (bl)(bz) . Répétant la mé&@me opération

on obtient enfin ?, € (pK* ou :

Cpm=(blooo bm)(clalooo ambm+1... ap)=¢ .

Ce qui achéve la vérification dans ce cas.

(2) |sll=|s3|2l

On peut poser s~ aS'1 et s, = b sg ol a <b sont deux piéces. Considé-
rant ¢ comme le produit (b sh ¢ s4)(a)(s'lsz) et appliquant 2.3 aux deux premiers
facteurs, on trouve que cpK* contient le produit (b)(a s'3.c s4)(s'1 SZ) . Donc, appli-
quant I'hypothése d'induction aux deux derniers facteurs de ce produit, on obtient
que cpK* contient le produit (b)(a s} s4)(s'1 cs,) = ¢' . Maintenant comme a est

la plus petite de toutes les piéces, le morphisme formé par les deux derniéres

lignes de ¢' a la forme (2;3).5-2 avec c = a -5':3 = sh s, et ;Z = sjcs, . On
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peut donc lui appliquer la m&@me opération que dans le cas 1 ci-dessus. On trou-

ve que le produitde b, S5 et cs, est dans cp'K* , donc dans cpK"vr , clest-

d-dire que l'on a :
" = (b)(s} sy)(a sy c s,) ¢ oK~ .

Ceci conclut la preuve car comme b est plus petit que toutes les piéces
de s':,’ Sy la permutation de ¢'' est la m&me que celle du produit des deux lignes

(b s% s4)(a s'1 csz) = (s3 54)(31 csz) =4 .
Q.E.D.

7
THEOREME 2.4 (D. E. Knuth [87) . Chaque semi-orbite de glissement est une

semi-orbite de Knuth,

Preuve. D'aprés nos définitions, il suffit de montrer que X' ¢ xK* quand X' est

obtenu par un seul glissement i partir du morphisme ¥ .

Considérons la suite Xl = X, XZ’ ces Xh = X' des morphismes construits
pour définir ce glissement, Il suffit d'établir Xi+] € XiK* pour tout i, La per-
mutation o(xi) est la m&@me que la permutation associée au produit des lignes de
X; e Donc si Xj41 Re différe de X; que par le déplacement de la pieéce c du
point (x, y) au point (x-1, y), ona G(xi) = G(xi_H) et le résultat est établi pour
cette paire. Si au contraire xi+1 est obtenu en faisant passer c¢ de (x, y) en
(x, y-1) , on peut se borner i considérer le produit des lignes y et y-1 de X;
et le résultat découle de 1'énoncé 2.3 bis.

et Xin

Q.E.D.
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3. Le théoréme de C. Green.

Etant donnés k >1 et ¢ ¢ mA’ soit g(p; k) l'ensemble des parties de A

qui sont unions de k Cw-chaihes et, comme indiqué dans l'introduction :
Lj(co, k) = Max {Card E : E ¢ 5(<P|Aj ; k) }

ou Aj est 1'intervalle initial de A obtenu en lui enlevant ses j plus grandes pié-

ces (j >0) (et ol, par conséquent, Ay =A; A = ¢ pour m > Card A) . Par
2 5

exemple, si 9= 1 4 . . , le graphede C est représenté par
. 361 ©
S
4 6 7
-~ /

=33

et la partie significative de la fonction L(¢p) est fournie par la Table :

j= 0 1 2 3 4 5 6 7 . . .
k=1 4 3 2 2 2 1 1 0 .« . .
k=2 6 5 4 4 3 2 1 0 . . .
k=3 7 6 5 4 3 2 1 0 . . .
k=4 7 6 5 4 3 2 1 0 . . .

4 N
THEOREME 3,1 (C. Green [57]). Ona L(o) = L(y) pour chaque ¢ de l'orbite

de o.

Preuve. Puisque les orbites sont définies par itération de glissements et de glis-
sements inverses il suffit de considérer le cas ol | est un glissementde ¢.

D'aprés 2.1 (5) on a alors que chaque d;lA.J est égal 3 un glissement de n;LA.J

ou i (plAJ. lui-m@me. Par conséquent, il suffit d'établir LO(;P) = Lo(q;) ce qui a



80

été démontré par C. Green dont nous reproduisons le raisonnement pour la com-

modité du lecteur.

D'aprés le théoréme 2.4 de D. E. Knuth et le fait que g(o; k) ne dépend
que de 1'ordre C_, on peut se limiter au cas ol ¢ et {§ sont respectivement des

produits de la forme P2 P3 et cpl((pz K);p3 ainsi qu'on 1'a dit pour définir K.

Supposons d'abord 9, = fl ; et o, K = ; i) ou, on le rappelle, a<b
<c.Ona C\V c Ccp et Ccp\cw = {(a, c)} . Par conséquent, pour chaque k >1,

l'ensemble g(y, k) est contenu dans g&lgp, k) (d'od Lo(w ; k) < LO((p ; k)) et la par-
tie E ne peut appartenir au second mais non au premier de ces ensembles que si elle
contient une chafne de la forme sacs'. S b n'appartient pas a une chafne de E, lk fait
que a <b < c entrafne que sabs' soit une Cw-charne, donc que E'= (E\sacs') U
sabs' soit une union de k Cw-chaﬁles disjointes., Si au contraire E contient une
chafne tbt', on voit de m@me que sabt' et tcs' sont deux Cw-chai‘ne. Donc

E' = (E\{sacs', tbt'}) |y {sabt', tcs'} appartient a3 g(y ; k) . Dans les deux hypoth&-
ses Card E = Card E' et l'on a donc vérifié L0(11;) = Lo(cp), dans le premier cas

de Knuth,

c b .

Le second cas ou @, = et ¢, K= est traité de fagon symétrique

puisque l'on a alors C cC C’#\Ccp =fla, c)}. Le résultat est donc prouvé dans tous

les cas.

Q.E.D.

Par exemple, faisant subir au morphisme ¢ ci-dessus le glissement de

sommet (1, 1) on obtient

- N U
w
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pour lequel

Le lecteur pourra vérifier 1'invariance de la fonction L associée.

On observera qu'un résultat 1égérement plus fort a été établi, a savoir que
si | appartient i la semi-orbite de ¢ , il correspond 3 chaque E ¢ g(p, k) un
E' ¢ ¢(y, k) ayant la propriété qu'il existe une bijection a - a' de E sur E'
telle que a' < a, identiquement, J'ignore si cette propriété suffit pour caractéri-
ser les morphismes de 1'orbite de ¢ qui appartiennent a sa semi-orbite. Elle

montre en tout cas que a ; n'appartient pas a la semi-orbite de : b (a<bc<c),

ce qui présente un certain intér@t en raison du fait (établi plus bas) que ceci reste

vrai pour tout morphisme contenant ces configurations.,

Dans la suite de ce travail nous désignerons par £ = | L, la famille des
O<n
fonctions L(g) (¢ € 7 » £~ étant la sous-famille de celles qui, de fagon équivalen-
te, satisfont Lo(k) =n pour tout k >n ou Lj(k) =0 pour tout j=2n, keIN ,

c'est-a-dire qui correspondent & des morphismes dont le domaine a n points.

Introduisons la notation PA pour désigner les morphismes de % d'image
A dont le domaine est un intervalle principal de point minimum (1, 1) . Soit

n=CardA.

3.2. A chaque L ¢ £ correspond un et un seul morphisme principal { de PA

pour lequel L = L(y) . Son domaine est déterminé par L, et la position de la pi&-

ce Max A est déterminée par Lo et L1 seulement.

Preuve. Par hypothése L = L(p) ol ¢ € My o D'aprés 2.2 , la semi-orbite de ¢

. . 3 o pd pd
contient au moins un morphisme principal y§ et d'aprés le théoréme précédent on
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a L(v) = L(o)

Nous pouvons supposer que § € P, et il ne reste plus qu'a montrer que
est déterminé de fagcon unique par sa fonction L . Tout d'abord, puisque § est un
morphisme, toutes les piéces d'une Cﬂg-chai‘ne doivent se trouver dans des colon-
nes différentes, Donc LO(‘b ; k) est au moins égal 4 la somme des longueurs de k
lignes de § (k > 1) . De fait Lo(qg ; k) est exactement égal & la somme des
longueurs des k plus longues lignes de { puisque chaque ligne est une C‘y-chai‘ne.
Comme par hypothése le domaine F de { a la forme d'un diagramme de Ferrers
ceci montre qu'il est entiérement déterminé par la fonction Lo -

Soit maintenant A, = A\a ou a = Max A . Le point p = a\];'l est un point

1
maximal de F . Donc le domaine F'= F\p de ¢]A1 est aussi principal. D'aprés
la premiére partie de la preuve, il est déterminé par Ll(w) = LO(MAI) et 1'on a

donc aq;-l = F\F', le résultat s'en déduit par induction sur Card A.
Q. E. D.

Par exemple tous les morphismes ¢ dont le domaine est l'intervalle prin-
X

cipal x x satisfont
X X X X

Loles 1) =4 5 Lyp;2)=4+2=6; Llp;k=23=4+2+1=7.

Selon que la piéce Max A se trouve dans la premiére, deuxi®me ou troisiéme

ligne, on a :

Ll(cp, 1) =30ou4d4oud ; Ll(cp, 2) =50u50u 6 et L(cpl, k > 3) = 6 dans

les trois cas.

Notons = M3quivalence sur 77 telle que ¢ =y ssi Lig = LAy et sices

. /7 Pl
deux morphismes ont m&@me image. Le corollaire suivant résume les propriétés
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dont nous aurons besoin. Nous faisons référence a l'introduction pour la définition

des involutions ¢ - cpT et - -c; .

3. 3. Les classes de 1'équivalence = sont les orbites. Supposant ¢ =y on a:
(1) ¢ et ¢ ne différent que par une translation si leurs domaines sont princi-
aux ;
T T

et cpl B = q;]B pour tout intervalle B de leur image ;

(2) o =¥ i o=§

®

S

-6~
I

= §y' quels que soient ' et ' tels que ¢' = {'.

Preuve. Le théoréme de C. Green montre que ¢ = § quand ces deux morphismes

appartiennent 3 la m&me orbite et 3.2 montre que cette équivalence satisfait (1).

Réciproquement, d'aprés 2,2 on peut trouver dans les semi-orbites de
deux morphismes quelconques ¢ et { des morphismes principaux ayant m&me
point minimum de leur domaine. Si de plus L(¢q) = L(y), ces morphismes princi-

paux sont égaux d'aprés (1) et par conséquent ¢ et {§ sont dans une m@me orbite.

Les relations (2) découlent directement des assertions (3), (4) et (5)

de 2.1. puisque les classes de = sont les orbites.

Pour vérifier (3) nous pouvons supposer que les domaines F et F' de
@ etde ¢' forment une C-partition de leur union, Il existe alors des morphismes
principaux p =¢ et p' =¢' dont un produit pp' est contenu dans la semi-orbite
de o' et satisfait pp' = gpy' . Ceci permet de supposer désormais que ¢ = p,
@' = p' et que § et {' eux aussi sont principaux. D'aprés (1), ¢ et { sont
égaux a des translations prés et il en est de m&@8me de ¢' et {'. On a donc
d'aprés 1.2. ce qui implique 1'équi-

v’

valence cherchée.

C =C C,=C, douenfin C_,=C
@ P ¥ Qo

vy

Q. E. D.
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Rappelons la notation £ pour désigner la sous-famille des morphismes
principaux de % dont (1, 1) est le point minimum de domaine. L'énoncé précé-

dent justifie la

DéFINITION. La correspondance de Robinson est la projection R de % sur R

envoyant chaque morphisme sur 1'unique morphisme de son orbite qui appartienne

a P.
3.4. On a les formules :
(1) cpTR = (ch)T ; R = (pRIR ;
(2) (p| AR = (pR| AY)R pour chaque intervalle A' de l'image de ¢ ol
(pR| AR = @R |A' gquand A' est un intervalle initial ;
(3) (py)R = (pR. yR)R ol le domaine de (py)R contient celui de ¢R et de yR.

Preuve, Par définition les relations o = ¢ et R = yR sont équivalentes, Donc (1)

et (2) sont seulement une reformulation de 1'énoncé précédent, puisque @R|A' est
principal avance A' est un intervalle initial de 1'image de ¢ . La seconde assertion
de (3) résulte de 3.2 et du fait évident que quelques soient les les morphismes

@ et y§ (d'images disjointes) on a Loloy) = Lolo) Lo(y) «

Q. E. D.

On observera que le théoréme de Green montre directement a travers son
corollaire 3.4 que le sous-ensemble P de 7 peut &tre muni d'une structure de
monoide en définissant le produit m de deux morphismes ¢, § de # par
m = (py)R (avec la convention OR = O) . Il serait convenable de nommer ce résul-

tat théoréme de Schensted puisque 1l'associativité de ce produit peut &tre facilement

établie en établissant le cas particulier ((ag)Rb)R = (a((¢b)R))R (a, bec A, 9 € P)

ce qui a été effectué directement par cet auteur [137.

Nous complétons cette section par quelques remarques.
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3.5. Soient o, Yy € My Une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ = ¢

est que LO(@]BJ) = LO(WBJ-) pour tous les termes B, d'une suite strictement dé-

croissante maximale BO = ADB, Deee D Bn = ¢ d'intervalles de A.

1

Preuve, D'aprés (2) de 3.3 cette condition est nécessaire. Réciproquement,
chaque Bi est par hypothése un intervalle de Bj pour j <i. On peut donc pro-
céder par induction sur n = Card A et supposer que qplBl = q;[Bl . Si A\B1 = a
est la plus grande piéce de A, 1'énoncé résulte directement de 3,2. Sinon, com-
me B1 est un intervalle de A, la piéce a doit 8tre la plus petite de celui-ci.
Toujours d'aprés 3.2, on peut supposer que o, {, cp|B1 et MBI ont des domai-
nes principaux de point minimum (1, 1) . Donc o] B, = MBI ont m&@me domaine F!
et comme ¢ = (p]BO, ¥ = ¢|B0, on déduit de Lo(cp[BO) = L0(¢|BO) et de 3.2

que ¢ et { ont le m&me domaine principal F . On a évidemment Lo(cpIB ) =
Lo(cp) et par conséquent F\F' est un point maximal p de F . Par définition,

cpl Bl est déduit de ¢ en enlevant la piéte a = Min A du point (1, 1) et en effec-

tuant le glissement de sommet (1, 1) . Comme cette opération est invertible on

retrouve ¢ = ¢ en appliquant a gp]Bl = g!;IBl le glissement inverse de sommet p.
Q.E.D.

Une partie substantielle des preuves des résultats des chapitres suivants
utilise la transformation envoyant chaque morphisme ¢ de P (c'est-a-dire tel que
@=9¢R, ¢¢c surle morphisme _cER qui appartient évidemment aussia P,
Cette opération change en -A l'image A de ¢ ce qui peut @tre incommode et
pour y remédier nous définirons cpJ comme l'image de ER par l'isomorphisme
Q de la chafhe -A sur la chafne A . Autrement dit a — (-a) Q (= a) est 1'anti-

isomorphisme a ., a de la chafhe A sur elle-mame.

24'on -_‘="3‘1
1 35 a9 -5 -4 .2

puisqu'ici -iQ=6-1i (1 <i<5).

Par exemple si ¢ = et par conséquent

J_35
7124
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(

Dans 1'énoncé suivant on note A m) (resp. Am) 1'intervalle final (resp.

initial)de A formé des n-m plus grandes (resp. plus petites) pieéces de A eton
(m)

emploie le m&me symbole 1 pour désigner l'isomorphisme entre A et A

(m=0, 1, eee, n=Card A) . En application des formules de 3.4 ona:

3. 6. L'opération ¢ - cpJ est une involution sur chaque PA(F) qui commute avec

la transposition et qui satisfait identiquement les relations

quIAm =((<;>\A(m))RQ)J équivalentes a ERI-A(m) = (cplA(m))R (0 <m <n).

Preuve., Soient ¢ un morphisme de PA(F) et § = ER « On sait (l.1.) que 1'in-
volution a -, -a établit un anti-isomorphisme entre 1'ordre Ccp (sur A) etl'ordre
C.q_) (sur -A) . Donc Lo(q)) = Lo(cp) = LO(¢) et comme le domaine F de ¢ est

principal par hypothése on conclut en vertude 3,2 que F est aussile domaine

de ¢ . Donc cp‘I appartient 3 PA(F) .

Comme 1'application X o X (x € 77) est une involution sur la famille des

orbites et qu'elle commute avec la transposition, on a immédiatement que
- - J T
¢ = yR d'ou cpJJ = ¢ et que ¢ TR = ¢T d'ou ¢ T= o) J .

(m)

est un intervalle initial de 1'image -A de

(m)

Maintenant comme -A

)

et que § = {R, ona | _alm €P , clest-a-dire que y|-A est I'image par R

_alm)

de la restriction a d'un morphisme quelconque de 1l'orbite de (en raison

1o
v

de 3.3(2))donc en particulier de -(E .

——e

(m)

est trivialement égal 3 o¢|A , on a par conséquent

)

Comme ;]-A(m
q;l-A(m) = (El-A(m))R = ((plA(m))R ce qui est la seconde des identités énoncées.
La premiére s'en déduit facilement en observant que cpJIAm ne différe de

(m)

$R| -A que par un isomorphisme entre les images et qu'il en est de m&me des

membres de droites des deux relations de par la définition m&@me de 1'isomorphis-
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me Q.
Q.E. D.

Cet énoncé fournit une justification directe de 1'algorithme suivant de calcul
J ; = =
de o (cf. [14]p. 57-59) . Soient A = {al <ayees <a } et ¢, =¢. Pour cha-
que m=1, ..e, n , on calcule 9, en enlevant la piéce a_ du point minimum
(1, 1) du domaine de Pm-1 et en effectuant ensuite le glissem.ent de Pm-1 de

sommet (1, 1), ce qui libére un point maximum ., du domaine de ¢ 1° On

pose alors q cpJ = Zm = a 41-m*

Par exemple si ¢ = a la suite des

Lo VA

4 , _ . J_ 4 5
2 5° % on obtient ¢ = 1 2 3

opérations suivantes :

*

> X 5 = a4 5 % ;
245 ° %" 3455 937 ¥ 95=5 % .

¢ =

Le lecteur pourra vérifier que le morphisme c_p§ est (3 une translation
prés) 1l'unique morphisme de 1'orbite de ¢ dont le domaine est co principal
(c'est-a-dire posséde un point maximum unique) ce qui est une autre maniére de

formuler la dualité ¢ - ¢ .

La structure de celle-ci est loin d'&tre entiérement éclaircie. Ainsi j'ai
observé (sans pouvoir le démontrer) que si deux morphismes ¢ et § de P ne
différent que par la transposition de deux pidces consécutives (dans leur image)

les morphismes (pJ et ¢J ne différent que par une permutation de leurs piéces

consistant en un cycle de longueur paire et des points fixes, Par exemple :

6. [ ] [ ] 6. L] L ]
=4 5 7, et = 4 5 8 ,
¢ ¥

1 2 3 8 1 2 3 7

différent par la transposition (7, 8) cependant que
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et ¢ =

6

]
— O
[\ N I
w 0o
e
- N O~
W e
N
e ¢

se déduisent 1'un de 1'autre par la permutation circulaire (2, 3, 5, 8, 7, 4) .

L'algorithme précédent peut &tre formulé dans un cadre moins spécial (qui
contient aussi celui décrit au début de la section suivante). La technique est discutée
dans un travail (& paraftre) présenté au Colloque d'analyse combinatoire de 1'Accade-

mia dei Lincei en 1974,

Le dernier énoncé de cette section utilise la dualité ¢ - cpJ pour établir un
résultat combinatoire servant de base au théoréme d'Aitken. Nous rappelons que
Jl désigne la famille des domaines principaux de point minimum (1, 1) . Une

écriture telle que A ¢ Pm(F) signifiera que le domaine de A est l'intervalle

principal F de la famille Jl et que m = Card F .

3.7 Soient F, G et H trois intervallesde J, 1, EPm(F) et o, EPP(G) .

On suppose que H contient FF et G . Il existe une bijection entre les ensembles

V(r; 5 G; H) = N rR-! N7, (H\G) et V(p, ; F; H) = Py r™! 7/zp(H\F) .

Preuve., Par définitionona m = Card F, p = Card G et les ensembles considé-
rés sont vides sauf si Card H= m+p (= n) ainsi que nous le supposerons désormais.
Soit A =[n]. Soit U (}\1, pl) l'ensemble des morphismes ¢ ¢ PA(H) tels que

cplG = p‘II et (cle\G)RQ =N oiu ( estl'isomorphisme de l'intervalle

A(m) = A\[p] sur A= [m7] dans les notations de 3.6 . L'ensemble U(pl’ }\1)
est défini de fagon symétrique.

Il y a bijection entre V()‘I; G;H) =V et U(A ) puisque nous pouvons

1’ Pl
associer a chaque A ¢ V l'unique ¢¢ U()‘l’ pl) tel que. |G = pf et

H\G = A0"! et réciproquement. Il en est de m&8me pour V(p,, F, H) et
® a 1

U(pl, 7\1) et il suffit de montrer cpJ € U(pl, )\1) pour chaque ¢ € U(x ) pour

1’ P

obtenir la bijection cherchée puisque J est une involution et que les ensembles sont
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définis de fagon symétrique.

Soit donc ¢ comme ci-dessus. D'aprés 3.6 , la restriction de (pJ a A

est égale a ((cp]A(m))RQ)J donc a KI‘I puisque par construction

)

cplA(m = o|H\G = 207! od AR =12

1 L]

On en déduit que ¢J|Am = (plF donc que quA(p) = (le\F puisque
A(p) =[nJ\Im] = A\A_ . Appliquons le m&8me énoncé a cpJ et p aulieude ¢ et
m ,

Comme quJ = ¢ on obtient que cpJJ‘A(p) = ((cleA(p))R oM (avec ici

q: alP

- Ap = [p]) . Dans cette relation on a ;pJJ = ¢ et, par construction,
_J . . Jyup) . T

q;lAp =Py En outre, comme on vient de le voir, [0 IA =0 |H\F . Comme J

est une involution on a la conclusion désirée p, = (quIH\F)RQ .

Qo Eo Do

Comme les deux ensembles V ont le m&@me nombre d'éléments et que le
premier (resp. le second) ne dépend pas du choix du morphisme N (resp. )\1) ,
ce nombre,que nous désignerons par g(F, G ; H), ne dépend que des intervalles
F, G et H et cecide fagcon symétrique en F et G. Comme de plus R commute
avec la transposition on peut résumer 1'énoncé précédent par 1l'identité suivante,
dans laquelle on suppose g(F, G; H) = 0 si les conditions de 3.7 ne sont pas

satisfaites,

3.7. bis g(F, G; H) =g(G, F; H = g(F*, GT ; HT

; HY) .

Nous verrons plus loin que les g sont les paramétres de structure de la

multiplication des fonctions de Schur.

Je mentionne enfin une construction dont le seul intérét est de manifester

une propriété de continuité curieuse de l'opération R .

Considérons un intervalle F du plan, un morphisme bijectif ¢ : F [n] R

deux entiers positifs p et q et un systéme (p) de n morphismes bijectifs
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i, ; ((i, j) ¢ F) dont les domaines sont l'intervalle rectangulaire du plan
H

[p] x [q] etles images, la chathe [pq].

Soit G 1l'intervalle du plan formé des points de la forme (iptk, jqtk') ou

(i, j) ¢ F et (k, k') ¢ [p] x [q] - On définit le produit en couronne de (p) dans

¢ comme le morphisme bijectif y de domaine G tel que l'on ait identiquement :

(iptk, jqtk')y = (i, jg.n + (k, Ko,

Ceci fait on a la remarque suivante dontl preuve ne fait pas intervenir d'idées

nouvelles et est omise :

3.8, Si § estle produit en couronne de (p) dans ¢, alors yR est le produit

en couronne de (p) dans ¢R.

4, Le théoréme de Robinson,

Nous commengons par un calcul dQ initialement a G. de B. Robinson qui
1'a présenté dans [127] au moyen du formalisme des ''lattice permutations" (dont
la possibilité de la traduction immédiate en termes de tableaux ne semble pas
toujours avoir été percue). La formulation ci-dessous est celle de Schensted [ 4 ]
avec une simplification due 2 Knuth [9] . Nous rappelons que P est l'ensemble
des morphismes ¢ de 7 tels que ¢ = @R , c'est-a-dire dont le domaine est un
intervalle principal de point minimum (1, 1).

4.1. (1)Si be A et geP le domaine de (@pb)R est l'union de celui de ¢

A\D’

et d'un point ;

(2) Réciproquement, si § ¢ PA(F) il correspond 3 chaque point maximal

p de son domaine une et une seule paire b¢ A, ¢ ¢ P(F\p) telle que § = (pb)R.

Preuve. Supposons que b et ¢ satisfont les conditions de (1) .
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Si b est plus grande que toutes les piéces de la premiére ligne 9 de o

ona C = C_ ou ¢ =R est obtenu en mettant b a la fin de ¢, » Donc
@b 1

¥

t = (gb)R et le résultat est établi dans ce cas.

Dans le cas contraire on construit une suite bo = b, bl’ cee bk par la

condition que chaque b, soit la plus petite piéce > b, de la ligne i de ¢ et

1
que bk soit le premier terme pour lequel la piéce obtenue soit plus grande que
toutes les piéces de la ligne supérieure ou soit située sur la plus haute ligne de ¢,
Ceci fait, on définit § en remplagant dans ¢ chaque bi+1 par bi et en placgant
b, 2 lafin de la ligne k+l . On vérifie que § = yR ¢ ;. Le fait que § = (¢b)R est
établi par induction en observant que ¢ = (p'qpl ou ¢' est la restriction de ¢ aux

lignes 2, 3, ... et en faisant appel a 2.3 qui montre que cplb =b d'ou

1%
= |}
¢b = ¢ bl ¥y e
(2) Réciproquement si le point p se trouve i l'extrémité de la ligne k+l

. . -l
de ¢ on construit la suite b, = py

s bk-l""’ b0=b ou chaque b, estla
plus grande piéce < bi+1 de la ligne i de ¢ . Effectuant la substitution inverse
de celle faite dans (1) on trouve un morphisme ¢ = gR et on vérifie que 1'on a

bien ¢ = (cpbO)R par le m&8me argument que ci-dessus.

Q. E. D.
EXEMPILE,
7 . ° . e 7 8 . . .
w - 3 8 Y ° Y (QS)R = 3 6 ° . .
12 4 69 12 459

Nous avons défini dans le chapitre des notations a la fin de l'introduction le

sous-ensemble S}X cm des permutations d'image A comme l'ensemble des
o € ;m dont le domaine est formé des points p, = (n+1-i, i) (1 <i <n=Card A).
Chaque permutation est donc un produit (plo) (pzc) cee (pnc) . Nous définissons

1

son inverse ¢ = comme le produit 1 = C Cpeee C € Srl1 ou pour chaque

r=1, 2, eeey n, oOna c. =j ssi pj o est la r-idme piéce de A (par ordre
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croissant) , C'est donc 1'inverse habituel quand A est la chafne standard [n7].

On a la formule importante :

sur [n] sont isomorphes.

4.2. Les ordres Co sur A et C
Preuve, Soit b = p.c et b! = pjc respectivement la r-iéme et la s-iéme piéce de
A . Par définition on a (b, b?) ¢ Co ssi d'une part b <b', cl'est-a-dire r <s,
et d'autre part (pi, pj) € C, clest-a-dire i <j et ces deux conditions équivalent
donc a (cr, cs) € C a1

c

Q- E. D.

L'énoncé 4.2 est donc une simple reformulation du fait connu que

c - o1 induit une bijection sur l'ensemble des paires en inversion,

Nous établissons maintenant le résultat le plus important de la théorie.

(2)

., désigne l'ensemble des paires de fonctions (L, LY es x££

Dans son énoncé §

telles que L, = Lb . Comme d'habitude Card A=n.,

THJE,IORJEZME 4,3 (G. de B. Robinson). L'application ¢ . (L(e), L(o-l)) est une

e 1 (2)
bijection de SA sur ‘cn .

Preuve. On vient de voir que les ordres Cc et C } sont isomorphes ce qui
c

entrafhe immédiatement Lo(o) = Lo(a'l) et 1'application est donc une application

1 (2)

de SA n °

dans §

(2)

, €t montrons qu'il

Réciproquement, considérons une paire (M, N) ¢ ¢
lui correspond une et une seule permutation ¢ ¢ Si telle que M = L(o) ,

N = L(c'l) .

Ceci est trivial pour n =1 et nous procédons par induction sur n >2 .
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D'aprés 3.3 il existe une et une seule paire ¢ = gR, § = yR d'image [n] telle
que M= L(p) , N=L(y) . Puisque M0 = LO » les morphismes ¢ et | ont m&me

domaine F ., De plus, d'aprés 3.2 , la fonction M, détermine le point maximum

1

p de F ou se trouve la piéce n dans § . D'aprés 4,1 , il existe une et une seu-

le paire (o', b) ol ¢' = ¢'R a pour domaine F et b ¢ [n] telle que (¢'b)R = (.
P P =9 \p ] q P P

(2)
n-1 °

D'aprés la définition des fonctions L, la fonction L(y | [n-l]) est déterminée par

Par construction la paire de fonctions (L(¢'), L(y|[n-1])) appartientd ¢

M puisque c'est simplement la fonction M+ telle que M? =M (=0, 1, ase)e

jtl
D'apreés 1'hypothése d'induction il existe une et une seule permutation

=b!... b;l- de Srll-l qui soit telle que

1 1

L(s) = L(g" et LY =mt.

1

Nous définissons maintenant la permutation 7=b, ... bn de S en posant

1
b =b (ot b est la pidce obtenue plus haut) et pour chaque i <n-1, bi = bi ol
1+bi selon que b.<b ou b, >b. Comme b; - b; est un isomorphisme on a bien
¢= TR, donc N = L(;) et comme bn = b estle dernier élément du produit + on

a M=L(r").

L'unicité de cette permutation T est une conséquence immédiate du carac-
tére biunivoque de chacune des étapes de sa construction, On o btient enfin ¢ ¢ Sk
en posant ¢ = vrQ"1 oi ( estll'isomorphisme de [n] sur A.

Q. E. D.

Une formulation équivalente de ce théoréme est 1'assertion que 1'applcation
RR : 0 - (oR, o"IR) est une bijection de Sll1 sur l'ensemble des paires de morphis-
mes de P, ayant m&me domaine, Je fais référence au remarquable travail de

G. Viennot [20] pour une interprétation géométrique de ces résultats.
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Nous signalons maintenant quelques propriétés de cette correspondance en
employant les notations J et () définies a la fin de la section 3. On pose
b=(-b)a (be[n]) ol Q esticil'isomorphisme de -[n] sur [n]. Par consé-
quent b . b est simplement 1'anti-isomorphisme de la chafne [n] sur elle-m&me.
Les relations de (1) ci-dessous dans lesquelles J n'intervient pas sont dues a

Schensted [147 .

4, 3. Soient ¢ = b

1b2 e bn € Si une permutation et (¢, ) = 6RR. On a :

= = - 4, J J

(1) (bnbn—l ee e bl)RR - ((p 9 \!}J)'I‘
_, T

(bnbn_l bl)RR =(p v )

- - - _ JT T

(b;by «ee B )RR =(p , ¥ ).
(2) SiB~= b1 ees bp et y= bp+1 eoe bn sont une factorisationde 0, on a
8"'R = y|[p] et Y"'R = (4|[n]\PPRA ¥ Q: [n]\[P] - [n-p].

T -
Preuve. Comme bn coe b1 =0~ et comme la transposition commute avec R on a

(bn e bl)R = cpT . D'autre part, d'aprés les définitions de 1'involution x o -)Z

(x € M etdel'isomorphisme Q: -[n] - [n] ona oQ = Bn coe Ezb , donc

(En cee EZEI)R = ng en raison de la définition de J et de 1'identité XR = (XR)R .

La troisidme formule (b, ... En)R = cp‘TT résulte des deux précédentes puisque J

1

et T commutent,

Pour établir les formules concernant {§ il suffit de vérifier 1'une d'elles et

1

d'utiliser la dualité ¢ ¢ = . Le plus simple est de noter que si o' = b ... BZB

n 1
T
) .

on a de fagon équivalente, or-l = (c'l)T d'ou (gn cos EZEI)RR = ((pJT, ¥

La deuxiéme partie de 1'énoncé résulte de ce que ﬁ'l est la restriction de
o'l a l'intervalle initial [p] de son image et que, de m2me, y'l est la restric-

tion de c-l au complément de [p].

Q.E.D.
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4. 4. La correspondance ¢ -, cR établit une bijection entre les involutions sur

[n] et la famille P telle que le nombre des points fixes de ¢ est égal au nombre

des colonnes de longueur impaire de oR.

- 3 - . -1 by e N
Preuve. La permutation ¢ est une involution ssi ¢ = ¢ , donc d'aprés le théore-

me de Robinson, ssi gR = c-lR ce qui établit la premiére partie de 1'énoncé,

En ce qui concerne la seconde nous procédons par induction sur [n] et
nous considérons une involution ¢ = ble ces bn o Si bn =n, ¢ aun pointfixe de
plus que 1l'involution ¢! = b1 eoe bn-l et le morphisme ogR a une colonne impaire
de plus que o'R puisque d'aprés 4.1 , oR = (0'n)R est obtenu en ajoutant la pié-

ce n a lafin de la premiére ligne de ¢'R, ce qui crée une nouvelle colonne de

longueur 1.

Soit maintenant bn =m #n. Nous considérons ¢! comme ci-dessus et
' i = i = =
l'involution ; sur A [n]\{n, m} obtenue en supprimant bm n et bn m
dans le produit ¢ . Comme n est une piéce maximale, TR est la restriction de
c'R & A ; c'est-d-dire que TR se déduit de ¢'R en retranchant la piéce n = b

qui se trouve au point q du domaine F de ¢'.

D'autre part, toujours d'aprés 4.1 , on voit que 6R = (¢'m)R a pour do-

1

maine 1'union de F et d'un point p. Comme oR =0~ R ce point p porte la piée-

1 . Autrement dit, 1'opération ¢'R - (¢'m)R

ce maximale n de l'image [n] de o~
déplace la piéece n du point q au point p qui se trouve donc dans la ligne immé-
diatement supérieure a cellede q. Si p et q sont dans la m@me colonne, les
domaines F yp de ¢ et F\q de ¢ ontle m&8me nombre de colonnes impaires,

d'ol le résultat par induction puisque T a, par construction, le m&@me nombre de

points fixes que ¢ .,

Si au contraire p = (i, j) et q = (i', j') sont dans deux colonnes distinctes,

c'est-a-dire si i #1i', ces deux points sont des points maximauxde F p etles
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longueurs de ces colonnes sont j et j'=j-1, donc de parités différentes. Par
conséquent le domaine F\g de T a encore le m&8me nombre de colonnes impaires

que celuide o .
Q. E. DO

En particulier R établit une bijection entre les involutions sans points fi-
xes et les morphismes ¢ de P dont toutes les colonnes du domaine ont une longu-
eur paire. Une autre bijection a été découverte par W. H. Burge ([3]) entre ces
involutions et les morphismes ¢ de P dont le domaine a la forme {e} de
Littlewood (cf. [37). Je n'ai pas réussi i trouver le cadre dans lequel la construc-

tion de Burge est naturelle.
L'énoncé suivant est associé a 3.7.

4,5, Soient F, G deux domaines principaux de Jl de cardinaux respectifs m

et p, xeP (H et A er (F). Llensemble W(F,G;x) = {(p, N € P(G) x P(F) :

(pA)R = x} est non vide ssi n=m+p et F, Gc H. S'il en est ainsi, il est en bi-

jection avec l'ensemble XIR-I n mm(H\G) .

Preuve. Supposons (p, A) ¢ W. La condition (pA)R =X ¢ Pn(H) implique évidem-
ment que les images B et C de o etde )\ forment une partitionde A= [n],

donc que n = m+p . Le fait que H contient F et G résulte de 3.4 (2).

Choisissons arbitrairement un morphisme p; € Pp(G). D'aprés le théoréme
de Robinson il existe une et une seule permutation B d'image B telle que

BRR = (p, pl) (resp. Y d%image C telle que YRR = (A, xl)) . Soit ¢ un produit

1

By . Par construction on a ¢R = (BR.YR)R = (pA)R = X . Considérons §=¢ R.

D'aprés 4.3 (y|[p]R = B'IR =p; et (¢|(nJ\[P]RQ = Y-IR =\, . Par consé-
quent pour chaque Py arbitrairement choisi la correspondance

(ps A) = (\[;I[n]\[p])ﬂ est une application de W dans )\IR"1 N WZIAH\G) .
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Réciproquement, supposant donné )\ dans ce dernier ensemble,on définit

1

v € Pn(H) par ses restrictions WH:P] = pps M[n]\[p] = AQ" " et on obtient e

comme l'unique permutation telle que eRR = (Qp, q;) « La factorisation ¢ = BY est
déterminée sans ambiguité par les longueurs p et n-p=m de B etde Yy eton

obtient la paire (BR , yR) de W(F, G; x).
Q.E.D.

I1 résulte de l'existence de cette bijection que W est indépendant du choix
de X dans H et on écrira plutdt W(F, G ; H) . Il existe une bijection évidente

T

avec W(FT, G~ ; HT) . L'énoncé 3.7 permet d'en établir une autre avec

W(G, F ; H) . Enfin 4,5 lui-m@&me signifie que g(F, G; H) = Card W(F, G ; H).

On indiquera dans la section suivante comment ces relations se traduisent en
termes d'identités dans 1'algébre des fonctions de Schur. Ceci motive la recherche
d'un algorithme facilitant le calcul des nombres g(F, G; H) c'est-a-dire, essentiel-
lement, du nombre des tableaux { de domaine H\G tels que {R ait pour domaine
1'intervalle principal F . Cet algorithme est connu sous le nom de '"'régle de Little-
wood-Richardson', Nous en exposons maintenant la base combinatoire en utilisant

une idée de A. Lascoux et une technique de preuve suggérée par D. Foata.

Nous considérons désormais une partition non croissante fixe

= ] 3 = 200 .-
v {nl 20, 2.00 21 > 0} de 1l'entier n nl+n2+ eee T n, . Elle définit une parti
tion de la chaftne [n] en intervalles successifs Il’ cee Ik de longueurs respecti-
Ves Ny,eee,ny et un intervalle principal F = Fv dont les longueurs des colonnes

sont les n.. Le morphisme y = Xy de domaine F tel que les piéces de l'intervalle

Ii soient dans la i-&@me colonne de F (1 <1i <k) sera appelé le morphisme naturel

de Ve

Par exemple le morphisme naturel de v =(3,2,2,1) est
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o
®e
L]

Soit maintenant A une chafnhe ayant n éléments.

4. 6. Si ¢: F 5 A est un morphisme bijectif, la permutation = T(p telle que

(<R, T'IR) = (¢, x) est celle obtenue en lisant ¢ par colonnes (de haut en bas et de

gauche i droite).

Preuve. La piéce n se trouve au point (k, nk) du tableau naturel y . Donc, d'aprés
1'algorithme de Robinson, le dernier élément de la permutation 1 est la piéce

a' = (k, 1)¢ . Soient V' = (nl,nz,... ,nk-l) et ¢' le morphisme de domaine Fv' et
d'image A\a' obtenu en enlevant a' et en abaissant d'un pas toutes les autres pié-

!

ces situées dans la k-iéme colonnede ¢. Ona = g'a! ou ' estla permutation

de A\a' telle que ('R, T"'l

R) = (¢', xv') (ot Xyt dénote évidemment le morphis-
me naturel de '), Par induction sur n, ¢' a la forme voulue, ce qui établit le

r ésultat,

Q. E. D.

Par exemple si ¢ =

— W~

5 8 . ontrouve que t=¢ =(73152846).
2 4 6 ®

Le lecteur observera que la permutation = Tcp qui vient d'@tre construite
en lisant ¢ ''par colonnes' n'est pas la permutation ¢ = o(¢) définie dans l'intro-
duction par la lecture successives des lignes de ¢ (de gauche i droite et de bas en
haut), Dans l'exemple précédent on aurait o(¢p) = (7358124 6). C'est o(¢g) qui
sera utiisée dans 1'énoncé suivant, Auparavant nous associons a la m@me partition
v le morphisme g = w,, de [n] sur [k] envoyant chaque intervalle Ii c [n] sur
i ¢ [k]. Par conséquent si 0 = $18, eee 5 estune permutation de [n] son image
Ow = S,WeS,weee S, apour multidegré v (en ce sens que le nombre 'c‘”li d'oc-

currences de chaque i¢ [k] dans 0y est exactement ni). De plus nous désignons
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par Y l'ensemble des mots x = X X5 eee X = SUr 1'alphabet [k] qui satisfont la
condition que pour chaque m <n et i <k-1 le nombre des occurrences de i dans

le facteur gauche x, ... x = soit au moins égal i celui des occurrences de itl .

1

Ces mots sont les ''lattice permutations' de MacMahon et G, de B. Robinson. Sui-

vant 1'usage des physiciens nous les appellerons mots de Yamanouchi,

Par exemple si k = 2, le sous-ensemble des mots de Y de multidegré

(3,2) est formé des 5 mots :
{11122,11212,11221,12112, 12121}.

La condition Y implique que le multidegré soit une partition ordonnée et
signifie que, pour chaque lettre i, la j-&me occurrence de celle-ci dans le mot

précéde la j-&€me occurrence de la lettre i+l pour tout j < nj_*,1 .

Ceci permet de définir la famille Y'v des permutations o = §18pe0e 8 de
[n] telles que, d'une part, oy soit un mot de Yamanouchi de multidegré v et que,

d'autre part, on ait s; > sj quand i< j et s;w = sjw e On a alors :

4.7. L'ensemble -,(.R-1 est formé des morphismes bijectifs ¢ d'image [n] etde

domaine quelconque tels que leur permuation (par ligne) o = o(y) appartienne 3 Y' .
v

Preuve, Comme (o(§))R est égal a R il suffit d'établir que la condition ¢ ¢ Y
caractérise les permutations ¢ pour lesquelles ¢R est le morphisme naturel y .
D'aprés 1'énoncé précédent on sait d'autre part que OR = ¢ ssi son inverse ol est

la permutation Tcp obtenue en lisant "par colonne' un tableau ¢ de domaine F et

d'image [n].

Considérons d'abord une telle permutation ¢ = Tcp et vérifions que son in-
verse O = -;-'1 appartient bien a Yv . Par définffion 1 envoie chaque intervalle Ii

de [n] sur l'ensemble C; des piéces figurant dans la i-éme colonne de ¢ . Donc
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Ci° =1 et Cicw =i (i e [k]) ce qui montre que ¢ a le multidegré v. De plus
pour chaque i<k-l et j< Nl la piéce x située dans ¢ dans la colonne j et
la ligne i est plus petite que la piéce y située juste en dessus, Comme x (resp. y)
est la j-idme lettre de ¢ dont l'image par ¢ soit i(resp. itl), la condition Y est

vérifiée par oy.

Réciproquement, soient ¢ ¢ Y'v et ¢ son inverse. La derniére condition
caractérisant Y'V montre que la restriction de T i chaque Ci = {j:jop=1i} estun
mot dont les lettres vont en décroissant de gauche a droite et que C. a n, éléments

puisque oy est de multidegré v.

La condition que Oy est un mot de Yamanouchi implique que pour chaque
i<k-l et j< Dbl la j-iéme lettre x de ¢ dont l'image par @ est i soit plus
petite que la j-iéme lettre y dont l'image est itl ., Il en résulte que la bijection
¢ : Fu [n] dont les colonnes sont les Ci est un morphisme et le résultat est établi

puisque T = 1 par construction.
¢

Q. E. D.

Reprenant le m&me exemple que plus haut od t=(73152846), ona

+l=0=(35274816) dontl'image par o est (12132413)¢Y).

5. Connexion avec les fonctions de Schur.

Nous commengons par compléter l'outillage combinatoire. Si ¢ est un
morphisme de 7, une file de ¢ est un intervalle maximal B de son image qui

est une C -chafne. Par exemple les files de

10 . - . .
(P = 5 9 12 . . sont
. 1 4 7 8

B1 = (1, 4), B, = (5, 7, 8), B3 =(9), B4 = (10, 12).
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Il est clair que les files de ¢ constituent une partition ordonnée (de fagon

naturelle) de son image A et qu'elles sont déterminées sans ambiguité par la

donnée de A et de la suite (dite suite de files) N(q) = (nl, Nyy eee s nk) du

nombre de leurs éléments (N(¢p) = (2, 3, 1, 2) dans l'exemple ci-dessus).

5.1.  Soit N(g) = (n;, .., n)) la suite de files d'un morphisme ¢ de 7 . Alors:

(1) N(¢) = N(gR) ;

(2) N(;;) = (nk, cee ,nl) et N(qu) sont déterminées par N(o) ;
(3) Quand ¢ est une permutation ¢, les longueurs des facteurs croissants

maximaux de c'l sont Ny eee s Oy

Preuve. (1) Soit B un intervalle de 1'image [n] de ¢ . Il est contenu dans
une file de ¢ ssi il est contenu dans une C_ -chafne, c'est-a-dire, de fagon équi-
valente ssi (¢|B)R se réduit 3 une seule ligne d'ol le résultat d'aprés la formule

(¢R|B)R = (| BIR de 3.4.2 .

(2) La premiére assertion résulte immédiatement de 1'anti-isomor-
phisme entre les ordres Ccp et C— . La seconde utilise une observation qui pré-
¢

sente un intér&t plus général.

Soient a <b deux piéces de A qui n'appartiennent ni i une file de ¢ ni
i une file du morphisme transposé cpT . Posant p = acp-1 =(x, y) et

q= bqp"1 = (x', y'), ceci équivaut 3 (p, q) ¢ C et (pT, qT) ¢ C, clest-a-dire a :

NON (x <x' et y>y') et NON (y <y' et x > x')
c'est-a-dire encore a :

(x>x!' ou y<y') et (x<x' ou y>y')
soit enfin 3 :

(x>x' et y>y') ou (x<x' et y<y").
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La premiére alternative est exclue puisque ¢ est un morphisme et puisque
a(=(x, yY)o) <b (= (x', y')¢p). Onadonc x<x' et y <y' et comme le domaine de
¢ estun intervalle ce dernier contient deux points r = (x, y') et s = (x', y)
satisfaisant p<r, s < q. Utilisant de nouveau le fait que ¢ est un morphisme,
on en déduit enfin qu'il existe deux piéces c =r¢p et d = sp telles que a<c,

d<«b,

Par conséquent deux piéces consécutives de la chathe A appartiennent a

une file de ¢ ou a une file de ng + Comme de plus les ordres C et C . ont
¢

une intersection triviale on obtient le résultat que les files de cpT sont les inter-

valles maximaux de A pour lesquels toutes les piéces appartiennent 3 des files

de o diff érentes, et vice versa,

(3) Ceci résulte immédiatement de 1'isomorphisme entre C, et

C 1 et du fait que les intervalles initiaux de longueur m (m <n) de l'image de
c
o correspondent aux facteurs gauches de m@me longueur de la permutation inverse

-1
o .

Q. E.D.

Soit par exemple ¢ = 6 . Sesfiles sont (1 2), (345 6), (78),

(9) et N(op) =(2, 4, 2, 1) . La permutation associée ¢ =0(p) est 793481256

1

dont 1'inverse 0~ est 673489 152. Les facteurs croissants maximaux de

c-l ont bien pour longueur 2, 4, 2 et 1. Le morphisme transposé q)T a pour
files (1) (2 3) (4) (5) (6 7) (8 9) (N(cpT) =(1, 2, 1, 1, 2, 2)) . La permutation asso-
ciéeest 652184397 dont1l'inverseest 437621958 dont les longueurs

des facteurs croissants maximaux sont bien 1, 2, 1, 1, 2, 2. (cf. les relations

discutées dans 4.3) .

En raison de son importance pour la suite nous isolons le fait suivant,
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5.2. Tous les morphismes (bijectifs) de chaque orbite de glissement ont la m&me

suite de files.,

Preuve. Ceci résulte immédiatement de (1) ci-dessus,

Q’ E. D.

La réciproque est évidemment fausse comme le montre 1'exemple (minimal)

4 L L 4 6 L L4
des deux-morphismes principaux 2 6 . et 2 4 . qui ontla m&8me suite de fi-
1 35 1 35

les (1, 2, 2, 1) .

Ces notions permettent d'appliquer une partie de considérations développées
dans les sections précédentes i une famille % généralisant celle des morphismes

bijectifs. Nous appellerons les éléments de % les morphismes verticalement injec-

tifs, Comme on le verra ils correspondent aux mon8mes intervenant dans les fonc-

tions de Schur.,

4
DEFINITION. A étant une chafne et F un intervalle du plan, ﬁ(A(F) est la famil-
le des morphismes o de domaine F dont l'image est une partie de A et dont la

restriction a chaque colonne de F est injective.

Autrement dit o appartient a ﬁz ssi aucune piéce ne figure plus d'une fois
6 . .
2 2 6 .
« o 2 5

dans une mé&me colonne. Par exemple le morphisme o = appartient a

;7( A pour toute chafne A contenant 2, 5 et 6.

Le multidegré ]a[ d'un morphisme o« de la famille 77(A des morphismes
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de % dontl'image est contenue dans A est la fonction donnant le nombre d'occur-

rences !or]a de chaque a ¢ A dans o« .

I1 est clair que la notion de produit définie dans 1'introduction s'étend de fa-

con naturelle 3 % et que le multidegré d'un produit est la somme des multidegrés

de ses facteurs. Les morphismes de 4 peuvent donc &tre caractérisés comme les
éléments multilinéaires de 7.

Nous établissons maintenant une correspondance trés simple entre les deux
familles,

Soit o ¢ ;)( A(F) . L'ensemble A x IN est une chaihe pour l'ordre lexicogra-
phique :

ses éléments sont simplement les piéces de A indexées. On associe & «
un morphisme bijectif o' de domaine F dont l'image est une partie A' de A x IN

en indexant pour chaque piéce chacune de ses occurrences dans l'ordre croissant

en lisant o de gauche a droite. Par exemple si

C [ ] L ] L]
A= {a, b, c, d, e, f} et o= b e f {
. b b c
cl .
on obtient

o' = bl el f1 .,
« b2 b3 c2

Ceci fait, si Q est le morphisme bijectif de A' sur [n] (n = Card F),
I'application ¢ = @'Q est un morphisme bijectif de F sur [n] que l'on notera

aP . De plus si y' est le morphisme naturel de A' dans A consistant a oublier

les indices et y = Q'ly' , on a la relation

aPQ’ly'=a'y'=a .

4 .

Dans 1'exemple précédent on trouve gP = 1 6

-1 ..1 _1 _1 . 2
= dY =¢ ’ bY = {19 2, 3} Cy = {4, 5}, ey

Par construction chaque a-y-l

. et y estdéfini par
5
-1
ay = {6}, £ ={7}.

(a ¢ A) est un intervalle de [n] et le multidegré

- e



105

de o est ddéinipar v .

Par construction aussi chaque ay'_l (a € A) est contenu dans une file de
o' et comme celles-ci sont en bijection par (Q avec celles de oP on a la remar-

que importante que chaque file de oP est une union de parties de la forme a-y'l (acA).

I1 en résulte que 1'on peut retrouver pour chaque morphisme bijectif
¢: F - [n] l'ensemble cpP'l des morphismes o ¢ 9 A(]E‘) tels que ¢ = «P . Pour
ceci il suffit de considérer la suite (Bl’ coes Bk) des files de ¢ et la famille F‘P
des morphismes y de [n] dans A tels que a-y-l soit contenu dans une file, B, ,
pour chaque a € A. Comme les piéces d'une m&8me file sont dans des colonnes dis-

tinctes par définition, le morphisme ¢y = o (y ¢ Fcp) est verticalement injectif

et en construisant @' on vérifie directement que oP est bien égala ¢.

Nous étendons aussi aux morphismes verticalement injectifs les opérations
de glissement. Etant donné un tel morphisme , soit @' le morphisme bijectif
obtenu en indexant les occurrences d'une mé&me piéce comme expliqué plus haut.

Si B' appartient a 1'orbite de «', 1'énoncé 5.2 montre que ses files sont les
mé&mes que celles de &' . Par conséquent le morphisme B'y' = B obtenu en oubliant
les indices dans B' est verticalement injectif et a mé&me multidegré que o . Nous
dirons que B appartient a 1'orbite de « . De fait on voit sans peine que chaque opé-
ration de glissement peut &tre réalisée directement sur @ & condition d'appliquer
la convention que si a' et a'" sont deux occurrences d'une méme piéce a de A,
I'on considére que a' < a'" chaque fois que a' se trouve a gauche de a'' ., Ainsi,
par exemple, avec A = {a, b} les deux transformations élémentaires de Knuth

(cf. section 2, énoncé 2.3) deviennent

et

p o
o e
.

p o
o .
L]

Nous résumons cette discussion par l'énoncé suivant :
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5. 3. P est une projection de f}'g sur % qui commute avec la correspondance R

de Robinson et qui satisfait la condition que si cle = aZP ona a, =&, ssi @, et

@, ont méme multidegré.

Preuve., Le fait que P commute avec R résulte immédiatement de ce que P

commute avec les glissements qui ont été définis ci-dessus pour les morphismes de

;{ L]

Supposons que @&, @, € M soient tels que @, P=0,P=g. Ainsiqu'onl'a
vu, @, =q@y; (i=1, 2) ol y; estun morphisme de la chaine [n] (n = Card Dom ¢)
dans A . Comme Iaila = Card (ayi'l) pour chaque a ¢ A, la donnée de ces nom-
bres détermine entiérement Y; puisque cette application est un morphisme. Donc

|a1| = |a2| implique @, =@, .
Q.E.D.

Une formulation plus intéressante consiste a considérer ‘i]'(A comme un
monofde par rapport au produit défini dans 1'introduction et généralisé de la fagon
indiquée plus haut. Comme P commute avec R, on peut prendre le quotient de ce
monofde par la congruence dont les classes sont les orbites et puisque l'ensemble
;”A R={aR:a¢ i}}A} est une section de cette congruence d'aprés 1'énoncé précé-
dent, il est tolérable de désigner ce quotient par ﬁzAﬁ' . Autrement dit, %Aﬁ dé-
signe si 1'on veut l'ensemble ﬁzAR muni d'un produit défini par 1'identité

@, .= (alaz) R.

Dans ce qui suit on utilisera largement P et p-1 pour passer du cas gé-
néral au cas multilinéaire (bijectif) qui est souvent plus commode a trafter. Une
technique plus profonde (mais basée aussi implicitement sur h notion de file) est

due 3 G. Thomas. L'outil essentiel est alors constitué par les opérateurs de

Baxter ([18], [197).
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Soit d'autre part A¥ le monofde libre engendré par les éléments de la

chafne A (considérée comme un alphabet totalement ordonné).

’ \
THEOREME 5.4 (D. E. Knuth, A, Lascoux). Il existe un isomorphisme naturel

(préservant les multidegrés) entre les monoides ﬁAﬁ et le quotient de A¥ par_la

congruence = telle que :

a'b|a" = b'ala" ; blb"a| = b'a'b"
pour tout a', a'", b', b'" ¢ A satisfaisant a' <a'" <b'<Db".

Preuve., Soit o ¢ ﬁ(A «Si aP=¢ et a=¢y, on associe a o le mot

o(o) = a(pley € A¥ (od o(¢p) est la permutation associée & @) qui est obtenu en
lisant ces lignes successives de haut en bas. Quand al, o, € 7"7';A , le mot
c(alaz) associé i leur produit est le produit des mots c‘(al) et c(az) associés
a chacun d'eux, Ceci établit un morphisme © préservant les multidegrés de ﬁZA
dans A* . De fait ce morphisme est surjectif puisque 1l'on peut associer a chaque
mot a = a;a; eeee ay (aLj € A). Le morphisme de ;;(A qui est le produit des mor-
phismes otj dont 1'image est aj et le domaine un point unique, pj , (ces points
pj étant disposés sur une chafne pour l'ordre croisé). Comme R commute avec
les glissements, le théoréme 2.4 équivaut alors a l'assertion que 0 est un iso-
morphisme de ﬁAR sur A*/E puisque les trandormations élémentaires de Knuth

sont celles définissant la congrence =,

Q. E. D.

Nous désignerons désormais par Z(X), pour tout ensemble X, le Z-mo-
dule de base X . Si X est un monofde Z(X) est une algébre. Dans tous les cas
on f era la convention habituelle de noter par la m@me écriture Y une partie de
X et 1'élément de Z(X) qui est la somme des membres de Y . Par exemple

%A (H\G) désignera la somme dans z(é};A des morphismes verticalement injectifs
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dont 1'image est contenue dans A et dont le domaine est H\G . Dans 1'énoncé sui-
vant, F, F!', G, H, H' sont trois intervalles de la famille .f l(des intervalles
principaux de point minimum (1, 1)) ; les nombres g(F, G ; H) sont ceux définis
dans 3.7 et 1l'on rappelle que g(F, G; H) =0 sauf si G, FcH et Card H=

Card F + Card G .

5. 5. Soient F, G et H trois intervalles de la famille 3’1 . On a les identités

suivantes dans Z(ﬁzA ) .

(1) (7 ,(H\GNR = £ {g(F', G; H) . 7,(F) : F' ¢ 7'}
(2) (7 A(F) m,(GNR = £ {g(F, G; H). 77, (H) : 1" ¢ T13 .
Preuve. On peut supposer F, GcH et Card (H\G) = Card F =m .

Le module Z(mA) (des morphismes bijectifs d'image A) est un module
quotient de Z(%A) obtenu en envoyant sur zéro tous les éléments dont le multide-
gré n'estpas (1, 1, «ee 1, 0, eee 0) « Comme P commute avec R, il en est de

mé&me de P'1 et il suffit donc pour établir (1) de vérifier 1'identité
(1 bis) (m(H\GR = 5 {g(F', G; H)py_(F" : F* ¢ T1

et d'appliquer Pl aux deux membres. L'identité (1 bis) est elle-m&me une sim-

ple traduction de 3.7 ainsi que nous le montrons maintenant,

Soit A 1l'ensemble des morphismes de la forme AR ol )\ ¢ mm(H\G) et
F')\ le domaine de chaque )‘1 € A - Rappelant la notation
1
V()‘l ; G; H) = KIR-I n ?Rm(H\G) ’ (7\1 € A) , le membre de gauche de (1 bis) est égal a

= {V(A; s G; HIR: 1 €pl.

D'aprés 3.7 on sait que chaque ensemble V(A 13 G ; H) contient un nom-
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bre d'éléments g(F’X » G; H) quine dépend que du domaine de )\1 . Puisque par
1

définition 1'image par R de chacun de ses éléments est )\1 , on voit que la somme

précédente est égale a
~1
lelFy , Gyma A €A}=T {e(F, G; Hlop (F): F cT™)

1

puisque, de plus g(F, G; H) est nul quand F n'est pas le domaine de Ay

L'identité (2) se vérifie de facon analogue au moyen de Pénoncé 4.5. Soient
m=Card F, p=Card G et n= m+p . Puisque R et P'1 commutent, le membre
de gauche de (2) est égal & ¥ {(py)R P"1 : (g, 9) € W} o W désigne l'ensemble des
paires de morphismes bijectifs (¢, y) domaines respectifs F et G dont 1'union des
images est l'intervalle [n] . Pour chaque paire (¢, §) de W il existe un intervalle
principal H! ¢ 71 etun morphisme bijectif X = (py)R de domaine H', D'aprés 1'énon-
cé 4.5 on sait que pour un tel x l'ensemble W(F, G;x) des paires (o, §) ¢ W telles
que (py)R = x a un nombre d'éléments noté g(F, G;H') qui ne dépend que de son do-
maine H', Donc le membre de gauche de (2) est égal i 1'expression obtenue en appli-
quant P'1 3 la somme g(F, G;H’)mn(H') étendue a tous les intervalles H! ¢ 31 ayant

n éléments, ce qui est précisément le membre de droite de cette identité,

Q. E. D.

Soit maintenant Sa 1'ensemble des termes de 1'algébre quotient
Z(;;}Aﬁ) qui ont la forme ﬁ(A(K) pour un intervalle principal K ¢ 7! quelconque.
I1 est d'usage de coder K par la suite c(K) = C1Cp eee Co des longueurs de ses
colonnes et d'écrire {Cl’ Cys eee s €.} au lieu de 7"7}A(K) quand il n'y a pas d'am-
biguité sur A . Utilisant 1'isomorphisme entre les algébres Z(%AR) et
Z(A*/=), on trouve, par exemple, pour A= {a, b}, K= ; % aue

{2, 1}=baatbab puisque aba=baa e bba=bab.

™ . .
Quand les éléments de A~ sont des variables commutatives, les termes
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de la forme % ,(K') ol K! est un intervalle quelconque sont les fonctions de Schur
A q q

classiques définies par K! en prenant comme définition celle fournie par le Théoreé-

me IX du chapitre X de Littlewood ([117).

Il résulte immédiatement de la définition des morphismes verticalement
injectifs que les termes ;ZA(K) de G, pour lesquels le nombre des lignes de K
excéde Card A sont identiquement nuls (et que tous les autres sont positifs).

~p e

Par exemple si A= {a, b} les éléments de degré au plus trois de G4

sont :
{13=a+b ; {2}=ba ; {l1}=aatab+bb ; {2l1}=baatbab
(= abatabb) et {1, 1, 1}=aaataabt+abb+bbb .
Pour A = {a, b, c} on trouve, par exemple :
{2, 1}=baat+babtcaatcactcbbtcbectcabtbac ;
et {3}=cba .

Les énoncés qui suivent constituent 1'extension banale aux variables non
q

commutatives de résultats de A, Lascoux.

THEOREME 5.6 . Le sous-monoide Z(gA) de Z(f)}AR) est une algébre commu-

tative contenant tous les termes de la forme 7“7'_7A(K) ou K est un intervalle quel-

conque du plan,et la transposition K o KT induit un automorphisme de Z(GA) .

Preuve. Tous les morphismes apparaissant dans les membres de droite des iden-
tités (1) et (2) ci-dessus ont des domaines principaux et sont donc invariants
pour R ., Ceci signifie que (1) et (2) sont de fait des identités dans 1'algébre

quotient Z(;gAﬁ) et non pas seulement dans Z(f}'zA) .
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La premiére exprime que tout ﬁA(K) oi K est un intervalle quelconque
appartient au module Z(eA) . La seconde que ce m&me module contient le produit
de deux termes de S Par conséquent Z(@A) est une sous-algébre de

Z(?ﬁy‘gAﬁ) . La premidre égalité de 1'identité (3.7 bis) signifie qu'elle est commuta-

tive puisque ses coefficients de structure satisfont 1'identité g(F, G ; H) =
g(G, F ; H) . La deuxiéme égalité de (3.7 bis) montre que la transposition

H HT induit un automorphisme.

Q. E. D'

5.7. Pour chaque chaine A, les termes non nuls de 6A forment une base

(indépendante) du quotient commutatif du module (6A) , donc du module Z(GA)

lui-méme,

Preuve. Pour chaque n on ordonne les intervalles principaux ayant n points par
ordre lexicographique inverse de la suite (décroissante) (1&1, coey zq) des longueurs
de leurs lignes., Si K est l'intervalle décrit par cette suite on a

e = ;(A(K) #0 ssi Card A >q et, dans ce cas, la somme e contient un mondme
dont le multidegré est (1,1. coe f’q) . Ce mondme ne peut pas apparaitre dans une
somme de la forme mA(K') quand K!' est un intervalle précédant strictement K.
Par conséquent 1'image de e dans le quotient commutatif de Z(@A) est linéaire-
ment indépendante des images des termes qui la précédent, ce qui établit le

résultat.
Q. E. D.

5.8. En tant qu'algébre Z(sA) est engendrée par les termes correspondant

aux intervalles du plan formés d'une seule colonne.

Preuve. A chaque intervalle principal H on associe la suite décroissante
c(H) = Cy Cpeee € des longueurs de ses colonnes et, pour chaque n >0 on or-
donne les intervalles ayant ce nombre de points par ordre lexicographique opposé

sur cette suite. Par conséquent, avec les notations déja utilisées,on aura
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fn} ¢ {n-1, 1} Ceee ({1, 1, e0e , 1} ,

en employant le m&me ordre pour les termes & et les intervalles qui leur

correspondent,

Procédant par induction sur n puis sur l'ordre (, on vérifie d'abord le

résultat quand Card A est au moins égal a n.

Considérons un intervalle H tel que c(H) = €] Cpeee C (c1 te,t...
tec. = n) . D'aprés la formule (2) du théoréme 5.5 il suffit de trouver deux inter-
valles F et G tel que d'une part g(F, G; H') #0 seulement si H' ( H et que
d'autre part g(F, G; H) = 1. Pour cela définissons F et G par la condition que

c(F) =c Cyeee €y et que G soit constitué par une seule colonne de longueur

1

Cro

Soient ¢: F B et §: G . C deux morphismes bijectifs tels que {B, C}
soit une partition de la chafne [n]. Appliquant successivement a chacune des pié-
ces de § la construction de Robinson décrite au début de la section 4, on vérifie
facilement que (py)R est un morphisme dont le domaine H' est tel que si
c(H') = c:'1 c'2 e c'r on a c'i > ¢, pour i<r-1 et c'r <c.. En effet le domaine
H' doit contenir G et le nombre de ses colonnes est au plus (r-1)+1 = r car,
une fois introduite la premiére piéce de ¢§ (c'est-a-dire Max C) toutes les autres
piéces de C sont plus petites qu'au moins une piéce figurant dans la premiére ligne
du morphisme considéré., Donc g(F, G ; H') est non nul seulement si H!' (H. De
plus, d'aprés la me&me constructionona H'=H ssi C est l'ensemble des pi&ces
figurant dans sa derniére colonne., D'aprés 3.7 ceci établit que g(F, G; H) =1

est par conséquent le résultat sous 1'hypothése que m = Card A >n .

Si celle-ci n'est pas satisfaite, les seuls termes non nuls de &, sont ceux

pour lesquels la longueur des colonnes n'excéde pas m . Si H est un tel intervalle
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1'expression de ;pA(H) obtenue dans le cas général reste vraie et le résultat est

donc établi dans tous les cas.
Qo Eo D-

L'existence d'un automorphisme induit par la transposition implique que les

"lignes' constituent aussi une base multiplicative de 1'algébre Z(@A .

COROLLAIRE 5,9 . Le quotient commutatif de Z(GA) est une algébre de fonc-

tions symétriques des variables de A.

Preuve, Ceci résulte immédiatement de I'"énoncé précédent puisque quand les éléments
de A commutent entre eux, chaque terme de la forme 77gA(G) ot G n'a qu'une

seule colonne est manifestement une fonction symétrique des éléments de A .

Q. E.D.
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