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SUR LES SOUS GROUPES DE RANG FINI D'UN GROUPE LIBRE

Résumé: On associe d chaque sous-groupe H de rang r d'un groupe libre F
des sous—groupes de F, dits annexes de H, qui sont de groupes de permu-
tations sur les classes latérales de F. On montre que le degré d'un
groupe annexe (i.e. le nombre de points sur lequels <l opére) est borné
en fontion du rang r de H (par le nombre 3r-1) excepté quand le groupe
annexe est cyclique (et le nombre de classes de conjugaison de groupes

annexes cycliques est borné par r).

Abstract: We prove that certain permutation groups, associated with a
subgroup of finite rank r of a free group, have rank one (i.e. are cyclic)

when their degree exceds 3r-1.

Riassunto: Sia H un sottogruppo a r generatori di un gruppo Libero. Notz
proviamo che alcuni gruppi di permutazioni associati ad H sono ciclici

quando ©1 numero di punti sui quali essi operano supera 3r-1.



SUR LES SOUS GROUPES DE RANG FINI D'UN GROUPE LIBRE

Le résultat principal est la Proposition 1; il est la seule motiva-
tion des énoncés précédant sa preuve donnée dans la section 3, sauf les
remarques de l'Introduction O qui n'ont d'autre prétention que d'éclairer
la définition 1. La section 1 est surtout un exposé des notations nécéssai-
res pour passer du Théoréme de Nielsen sous sa forme classique empruntée au

traité [5] de Lyndon et Schupp aux monoides libres.

Celles-ci sont encore plus détaillées dans la section 3. La section
4 est un exercice de traduction de la méthode des transversales de Schreier
en termes de représentations de semi-groupes finis et donne un algorithme
de construction des classes de groupes annexes. Il aurait d@ venir avant la
section 2, si nous n'avions voulu manifester des prévenances pour un even-
tuel lecteur plus familier, o combien!, avec les groupes libres qu'avec les
concepts et les techniques exposées dans les ouvrages de S. Eilenberg [3]

ou de G. Lallement [4].

Ce travail a été écrit au Centre d'Analyse Globale & Florence dont
le Directeur, le Professeur Gherardelli nous a fait 1'honneur de nous invi-
ter sous les auspices du C.N.R. Que lui méme et le Professeur Pucci veuil-

lent accepter cet essai en hommage d'amicale reconnaissance.



0. Introduction

Dans tout ce qui suit F est un groupe libre et H un sous groupe
de rang ( = nombre de générateurs) fini r de F. On s'intéresse a l'ac-
tion de F et de certains de ses sous groupes G sur les classes latérales

Hf (£ &F). Un sous ensemble de ces derniéres sera désigné par une notation

telle que HF1 en convenant que F1c:F est une transversale c'est-a-dire

que Hf # Hf' pour deux quelconques de ses éléments f et f' # f.

Définition 1. Un sous groupe G de F est un groupe annexe (de la

paire (H,F)) ssi il est le stabilisateur, G = {fe¢F : HF, £ = HF1} d'une

union finie HF1 de classes latérales telles que HfG contienne une infini-

t2 de classes pour chaque f ¢ HF1. Son degré est le nombre des classes
latérales dans HF, ; son degré d'intransitivité est le nombre maximum

d'éléments dans une tranversale F%C:F1 telle que f" §¢ Hf'G pour toute

paire d'éléments f' et f" # f' de Fi.
Par conséquent F lui-méme est le seul groupe annexe quand il n'y a
qu'un nombre fini de classes latérales et pourvu que le rang r de H soit

>2, son degré est fourni par la formule de Schreier ([5]) d= (r=-1)/(x'-1)

I

~

oi r' reste le rang de F. Quand H est engendré par un seul élément h,
tous les groupes annexes sont conjugués du groupe G , engendré par 1l'élément

g =vh tel que h = gp (p>1) avec p maximum et le degré de G est p.

Dans le cas général, le théoréme de Nielsen [5] montre facilement
(section 1) que le degré des groupes annexes est au plus é&gal au double de
la somme k des longueurs des mots d'une base de H et que le nombre de

leurs classes (sous entendu, de conjugaison) n'excéde pas 4k



Proposition 1. Tous les groupes annexes ont un degré d'intransitivité
3r-1

<3 r-1 et le nombre de leurs classes est inférieur a 1/2 (3 1); ceux
dont le degré est 2>23r-1 sont de rang un et le nombre de leurs classes est

< 3r-2.

Pour discuter commodément ces notions,on dira que deux transversales

F1 et Fi sont équivalentes ssi HF1 = HFi et que F

sale du groupe annexe G ssi c'est une transversale finie maximale dont G

1 est une transver-

est le stabilisateur. Toutes les transversales de G sont donc équivalentes
et les transversales des groupes f_1 G f (f er) de la classe de G sont

leurs translatés F1 f .

Comme d'usage,l1 est 1'élément neutre de tout monoide et on pose
VH={vh : heH} o, comme ci-dessus, Vh désigne le générateur du plus

grand semi-groupe de rang un contenant h.

0.1 Si Y/HC H chaque groupe annexe G est le fixateur (HfG = Hf) des
€léments de ses transversales. Réciproquement H est contenu dans 1l'union
des groupes annexes; tout élément de ces derniers est conjugué d'une puissan-
ce d'un élément de VH et si p est le plus petit entier tel que

pour un gpe H , tout groupe annexe contenant g a un degré > p .

Preuve. Supposons au contraire qu'un groupe annexe G contienne un g

tel que H f g # H £ pour un élément f d'une transversale F1 de G.
Quitte a remplacer F1 par F1f“1 et G et g par leurs conjugués

-1 -
f G f et f g f 1 on peut supposer f = 1. Donc Hg # H, c'est-a-dire

g £ H.

Comme d = Card (F1) est fini, par hypothése chaque d!-iéme puis-



sance d'un élément de G est dans le fixateur de F1, donc en particulier
dans H qui est le fixateur de 1. Par conséquent g a une plus petite
puissance p>2 telle que gp = h&eH et,comme il est lui-méme la g-iéme
puissance (q>»1) de x =+vh =144, on en conclut que H ne contient pas
VH. De plus {1, g,..., gp_1} forme une transversale é&quivalente & une par

tie de F1 et par conséquent d2>p.

Considérons maintenant x =vh =14 et le sous groupe X qu'il
engendre. Pour chaque £ 8F1, H £f X est l'union d'au plus g classes la-
térales. Donc X est dans le stabilisateur de l'union finie HF,X de clas
ses latérales. Anticipant sur la section suivante, nous faisons appel au
Théoréme de Nielsen qui donne une borne supérieur k< oo , ne dépendant
que de H, & toute transversale finie qui est stabilisée par un sous groupe
(# {1} ) de F. Ce fait implique que F,X soit contenu (mod H) dans une
plus petite transversale F2' stabilisée par X et telle que H f X contien
ne une infinité de classes latérales quand f ¢ H F, . Son stabilisateur
G' est un groupe annexe contenant X, donc g, donc h (mais non nécessaire-
ment G) ,ce qui achéve d'établir la remarque.

Q.E.D.

0.2 Si Hle—1 H f = {1} pour chaque f ¢ H, tous les groupes annexes
sont conjugués de H et ont degré 1. Réciproquement, chaque sous groupe
# {1} de la forme Hle—1 Hf (f ¢ H) est contenu dans un groupe annexe

# H.

Preuve. Soit F1 une trasversale d'un groupe annexe G; le degré local
de G en fe¢g F1 est le nombre des classes latérales dans H f G et on
peut supposer G choisi parmi ses conjugués de telle sorte que le degré

local soit maximal pour £ = 1. Supposons que H ait une intersection



triviale avec tous ces conjugués. Ceci implique que VHCH, puisque vh com-

mute avec h. Donc le degré local de G en 1 est un,ce qui signifie que

G. est un sous groupe de H. Par construction le degré local est aussi 1

en tout autre f e Fy \ {1} , s'il en existe. Supposons-le. On a Hfg = HEf,
-1 -

c'est-a-dire fgf €H oll g&¢GCH en contradiction avec l'hypothése ini-

tiale. Donc le degré de G est 1, <c'est-a-dire que G = H.

Réciproquement tout h#1 contenu dans 1l'intersection H' de H
avec f_1 H f satisfait f h = h'f pour un h'e H, donc Hfh = Hf. Suppo-
sant f § H, le méme argument que dans 0.1 montre que l'ensemble des f'éeF
tels que H' soit de degré local fini en Hf' est contenu dans une union
HF, d'au plus k <classes latérales dont le stabilisateur est un groupe an-

nexe contenant H'.

0.3 Le nombre des classes de H-conjugaison qui peuvent étre contenues
dans une classe de conjugaison de F est au plus &gal au maximum des de-
grés des groupes annexes de rang > 2 et des degrés d'intransitivité des

groupes annexes de rang 1.

-1 .
J€H,, £,=1 et {h, =f h£  : 1<i<d} un

systéme maximal d'éléments hi de H qui ne sont pas H-conjugués c'est -
-1

- s . i
da-dire qui sont tels que hi = h' hj h pour un h' & H seulement si

Preuve. Soient h = h

i=3j.

Comme précédement on voit que {fi : 1<igd} est une partie
d'une transversale F1 dont le stabilisateur G est un groupe annexe de
degré > d qui contient h. Supposons que G soit le groupe de rang 1

engendré par un élément g de F. On a g =vh et 1l'hypothése que les

hi ne sont pas H conjugués implique gu'aucun fj ne soit tel que



Hfj = Hfi gm pour un m 21 et fi # fj car sinon on aurait hj = fj h fj =

moe=1 oy

£. g% h g i i

i
Donc d est borné & la fois par le degré des groupes annexes et
par le degré d'intransitivité de ceux qui sont de rang un.

Q.E.D.

Le groupe de permutation fini Fﬂ guotient du groupe annexe G par
restriction 3 une de ses transversales de son action sur les classes latéra-
les peut étre arbitrairement compliqué: il suffit de prendre pour H le
groupe engendré par une partie de la base d'un sous groupe d'index fini, ain-
si que me 1l'a fait observer D. Perrin dont les avis et les suggestions sont

da l'origine de ces recherches.

Les valeurs numériques indiquées dans la Proposition sont manifeste-
ment ridicules. Non pas parce que divers calcus subsidiaires permettant de
les réduire de quelques unités ont été omis, mais parceque je n'ai pas trou-
vé le moyen d'utiliser les structure de E et du morphisme §: B¥ — A% de
la section 2, ni, vraisemblablement,de voir des propriétés moins superficiel-
les des groupes annexes que celles présentées dans 1l'Introduction. Certains
lecteurs informaticiens auront d'ailleurs reconnu dans la section 3 l'appli-
cation brutale d'une technique pour borner les groupes dans le monoide synta-
xique d'une partie rationnelle K = v“*w c A en fonction du rang d'une
partie locale E dont K est 1'image. Les seules propriétés spécifiques de
E qui soient mises en oeuvre sont celles qui découlent de l'existence d'in-
versions formelles c'est-d-dire de mots réduits; elles diminuent le rang par
un facteur deux. Le théoréme de Cesari et Duval donnant des bornes optimales
du point de vue des techniques employées,d'autres idées seraient donc néces-

saires. En effet on a toute raison de penser gqu'il existe r éléments de



' tels que, d'une part, chaque groupe annexe de degré > r + 1 (ou peut-
étre > r) est conjugué du sous groupe engendré par l'un d'eux et que,
d'autre part, une base de H est constituée d'un systéme de leurs puissan-
ces. Je n'ai pas pu dépasser le cas de r = 2 qui de toutes facons, comme
on le sait, présente pour ce type de problémes des particularités qui ne se

rencontrent pas pour les rangs plus élevés.

1. Premiére application du théoréme de Nielsen

Une ¥ pase d'un groupe est l'union d'une base (= ensemble générateur
minimal) et des inverses de ses &léments. On suppose qu'une + base A de F
a été choisie une fois pour toute ce qui fait qu'il existe un morphisme sur-
jectif a sur F du monoide libre A* engendré par A. On note AT le

semigroupe libre A+ = A*\{1} engendré par A. Pour chaque lettre a de A
-1

on écrit indifférement a ou a et l'inverse formel d'un mot w =
a; @, ... a, (n >0, a; ¢ A) est w = a ... ay ay donc w=w et
wa = wa)”'. Si X est une partie de A¥, on écrit X ={x : x ¢ X} et

on dit que X est symétrique ssi X = X .

L'ensemble des mots réduits est L' = {1} U L ot

L=a"\{a*aaa*:aen}.

On sait que c'est une section de F en ce sens qu'il existe une bi-

section @ de F sur L1 telle que w=wa® ssi w £L1. L'expérience

montre gu'il n'y a pas d'inconvénient 3 écrire w au lieu de wa pour dé-
signer un élément de F, donc a définir w¢@ pour chaque mot w comme
1'unique mot réduit représentant 1'élément w de F. Ce mot réduit est ob-

tenu en effacant dans w tous les facteurs de la forme aa et en continuant

l'opération tant que le mot résultant n'est pas réduit; le mot final w



I

ne dépend pas de la maniére dont les effacements (= cancellations) sont ef-
fectués, comme le savent tous les lecteurs du beau livre de J. Berstel sur

les langages algébriques.

Pour préciser les calculs on désigne par w A w' 1le plus long fac-
teur gauche commun de deux mots w, w'; leur plus long facteur droit com-

mun est donc l'inverse formel de w A w'.

Soient w, w'eL, uUu=wAW' w=vuau, w'=uv' (v, vie A ).
Ona ww' =v v' eL1 ce qui est la réalisation dans A* du produit dans
F. Considérons le cas particulier de w' = w . On montre facilement que

~

1'hypothése weglL implique 2|u|<|w|,c.—a-d. que w=uv"'u ol v'eg At 1e

mot v" est le facteur circulaire de w et (wp)q) = u(v"Pu: (<.

Le mot réduit w = a; ... a (n 21, a; e A) est circulairement ré-

n

duit ssi w = v", c'est-d-dire, de facon équivalente, ssi il est réduit et
a, # a ou si son carré w2 est réduit. On rappelle que les conjugués dans
1 n . Pl conjugues

le monoide libre 2A¥ de w sont les mots R = BEEERY

Un calcul bien connu montre que la classe de conjugaison
{f w £ s €¢F} de w dans le groupe F est formée des mots dont le fac-

teur circulaire est conjugué dans A¥ de celui de w.

Soient maintenant H le sous groupe donné de F et

Vv = {Vi , \“/i : 1igr} € L une t+ Dbase de H; il sera commode de dé-
signer Vi par v, (1 <igr). H est représenté par l'ensemble de mots
réduits \7*¢ (V = le sous monoide engendré par V). Comme H est (iso-

morphe a) un groupe libre, chacun de ses éléments est égal de facon unique
d un produit Ve Yy hqﬂe\” qui est V-réduit en ce sens que V_; v

n 3 j i+l
(1< 3j<n-1).

Le théoréme suivant est la base du reste du travail. Il est prouvé



dans [5] p- 7. L'enoncé est alourdi par les précisions de notations néces-

saires pour la suite.

Théoréme de Nielsen. Le groupe H a un + base V C L telle que chaque

v, & V ait une factorisation distinguée V=Y, X5 Yy ayant les trois

propriétés suivantes:

(1) x, e 8" et y . %

i est la factorisation distinguée de v_, = Vv,;

i Yy -i i

(2) Yy est le plus long facteur de vy de la forme vi/\vj (vj € V\\vi);
() vl < %y yoyf s
P . ) - ] ] "
Par conséquent si i#k on a (vi vk) @ Yy X5 Yiove X vy
ol yl1 (resp. yﬂ) est un facteur gauche de §—i (resp. droit de Yh ) .

Plus généralement, soit h & H \1; il est de facon unique un produit V-ré-

duit v, ... v, (Vi ¢ V) et le mot réduit h@ qui le représente a une
factorisation v; vé . e v; dont nous soulignons les propriétés:

vq (resp. v; ) est un facteur gauche (resp. droit) du Vv g V de méme
indice;

chaque Vi est un facteur du v, E V correspondant admettant lui-méme

comme facteur la partie ineffacable X5 .

Nous appellerons cette factorisation la factorisation de Nielsen de h

et n sera la V-longueur de h. On notera que la factorisation de Nielsen

9 e V est v,y ... Vv"' ot v admet v) comme facteur droit et que
n 2 n 2 2

si h est circulairement V-réduit en ce sens que vy # Vh o le facteur cir-

de v

culaire de h¢@ est v% .o Vﬁ avec vi , vg comme ci-dessus.

La base de Nielsen V sera désormais supposée étre choisie et on no-
tera P 1l'ensemble des mots # 1 qui sont des facteurs gauches de ses élé-

ments. Donc vVCPCL .

10



Remarque 1.1 Soient u # 1 «circulairement réduit et f tels que

Hf u=HTf.I1l y aun peP tel que H f =Hp=Hpu avec puel .

Preuve L'équation H f u = H f signifie que (f u f)® = h € H .
Si 1'on remplace f par (f un)w pour n assez grand on obtient un mot
f' de la méme classe latérale que f qui satisfait £f', f'u € L. On peut
donc supposer que f lui-méme a été choisi dans sa classe latérale de facon
3 satisfaire cette condition et & minimiser la longueur de (f u f)® . Ceci
entraine que le plus long facteur droit commun u' de f et de u soit de

longueur |u'| < |u|. Il existe donc vy ¢ A¥ et u" #1 tels que

u' et enfin (fuf)® =y u'u"y.

Soit V; . e V; la factorisation de Nielsen de ce mot. Il existe un
indice j, un mot t #1 et un mot t' tels que

E=vy ... v t, vi=1¢tt'.
Soient h' = (v, ... Vj_1)¢ ¢ H et VS ... v) la factorisation de

Nielsen de (h' h)gp = (vj .. v )P & H.

On a vu que vj est un facteur droit de vg et que ce dernier mot est

un facteur gauche de vj ¢ V. Ilyadonc un p'e A¥ tel que
g = p' vﬁ =p' tt', ce qui fait que p = p' t est un facteur gauche d'un

mot vy de V et qu'il appartient & P puisque [p|>|§7|>|0‘ par construc

v

tion. D'aprés le choix de l'indice j ona (h' f) @ =p' vy =p , e qui
montre que H p = H £ et la relation p u ¢ L découle de ce que y u" ¢ L
od u" # 1 est un facteur gauche de u.

Q.E.D.

Remarque 1.2 Soient G # {1} un sous groupe de F et F1 une transversa-

le telle que H f G soit une union finie de classes pour chaque f € F On

1
a Card (F1) £ Card (P) et le stabilisateur de H F1 est un groupe annexe

11



contenant G .

Preuve On prend un élément arbitraire x u X (x & A*, u circulairement

réduit) dans G \1.Quitte a remplacer G par X G x et F1 par F1 X

on peut supposer x = 1.

Pour chaque f ¢ F1 il existe un plus petit p positif fini tel que
Hfu =nFf. La méme relation vaut pour chaque f£ uj (ogjigp - 1.
D'aprés la remarque précédente cet ensemble d'éléments forme une transversale
équivalente & une partie P1i de P, et la conclusion en découle puisque
P est fini.

Q.E.D.

On rappelle qu'un mot s est dit primitif ssi s =1/s et que s+

désigne le semigroupe engendré par s.

Lemme 1.3 Il existe un ensemble S de mots primitifs circulairement
réduits en bijection avec les classes C de groupes annexes, et pour chaque
classe C un groupe G & C contenant s = s (C) € S, et une transversale

PS_ C P de G tels que Ps st C L et gqu'en outre :

(i) Si G n'est pas de rang un, la longueur de s excéde celle des mots
de V;
(ii) Si C'" # C est uneautre classe, s (C') n'est conjugué d'aucune puis-

sance de s ni de s .

Preuve Soit g = (Card P) ! On peut choisir G & C contenant au moins
un mot circulairement réduit u # 1. Comme l'ensemble des f €& F pour les -
quels H f u+ est une union finie de classes est le méme que pour 4/u, on
peut supposer u =vu, donc u primitif. Appliquant la construction de 1la
3 g

remarque 1.1 & u” , on obtient une transversale P, C P de G avec P,u ¢ L

1 1

12



et on peut trouver pour chaque p ¢ P1 un p satisfaisant la condition

indiquée pour s.

Nous montrons maintenant que l'on peut choisir u au départ de facon

d satisfaire (i) et (ii).

Si G a rang » 2 il existe un g &€ G qui n'est pas une puissance
de s. La méme chose vaut pour les mots (unglf” ® = g' et il suffit de
vérifier que pour tout n assez grand u” g'n est un mot primitif circulai-

rement réduit aussi long qu'on le veut.

En raison des rapports entre la conjugaison des groupes et la transla-
tion des transversales et du fait gue chaque groupe annexe est défini comme
le stabilisateur de sa transversale, il suffit pour établir (ii), de montrer
que l'on peut choisir u de telle sorte que H f uf # H £ pour tout
feH P1 . Supposons que cela ne soit pas le cas pour p §£ H P1. Il existe
un y € G tel que H p gm n H P1 # @ pour tout m assez grand; on peut

ng m ng . . . P
trouver un n tel que (u g u') soit circulairement réduit quelque

soit m. Remplacant u par ce nouvel élément,diminue d'au moins une unité

le nombre des classes Hp (p ¢ P1).

2. Un corollaire du théoréme de Nielsen

On se propose de construire un nouvel alphabet B = B1 U B2 U §2 et
un morphisme B: B¥ — aA* ge facon & satisfaire les conditions énoncées

dans le Lemme 2.1 ci-dessous.

Comme la Proposition 1 ne dépend pas du choix du groupe H dans sa
classe de conjugaison,on fera désormais 1l'hypothése que H est réduit en
ce sens que 1 est le plus long facteur gauche commun des mots de la base de

Nielsen V. On peut toujours se ramener 3 ce cas. En effet, soit

13



f = A{v : v ¢ V} . Comme V est symétrique (V =V = ({ v :veV})
chaque v, € V a la forme f v! f et d'aprés la définition méme, de sa
factorisation distinguée, y; X, y ., f (resp. f) est un facteur gauche

(resp. droit) de vy; (resp. §_i). Donc V' = (f V f)@ est une base de

Nielsen du sous groupe conjugué f Hf et 1 est le seul facteur gauche

commun de ses mots.

Pour obtenir B, on commence par définir la famille T des parties
V' # @3 de V telles que le mot w(V') = A{v'eV'} soit # 1 et ne soit

facteur gauche d'aucun mot de V \V'; le sous ensemble T1 des éléments mini-

maux de T est donc constitué par les 2r singolets {Vi} (vis V).

Pour chaque V' ¢ T le mot y' =w (V') a un plus long facteur gau-
che y" #y' qui est 1 ou de la forme y" =w (V') avec V" ¢ T ; dans le
premier cas on pose V'{ = V; dans le second V'g = V".

Si V' n'est pas un singolet on lui attache une lettre de B que
l'on note b (V'®, V') et dont l'image par B est le mot 2z tel que
y"z = y'; l'inverse formel de cette lettre sera la lettre b (V', V')
d'image z par B. L'ensemble de ces lettres forme le sous alphabet
B, U §2 de B; on a B, n §2 = ¢ puisque 1'indice gauche V'¥

contient strictement 1'indice droit V' pour les lettres de B2 alors que

c'est le contraire qui se produit pour 1l'ensemble B de leurs inverses for-

2
mels.

Dans le cas opposé ol V' est un singolet {vi} on définit une let-

tre b ¢ B, dont l'indice gauche est {v,;}d¢ , 1'indice droit V_i} ¢

et qui a un indice intermédiaire vy Son inverse formel est la lettre du
méme sous alphabet B, qui est définie par le singolet {v_i} et son image
par B est le facteur ineffacable X5 de vy, . Par conséguent

B = B1 U B2 U §2 est muni d'une inversion formelle et le morphisme
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K B¥ . p¥ qui prolonge B commute avec celle-ci. Le lecteur pourra noter
que la construction est invariante pour 1l'échange de la gauche et de la
droite. En effet,en raisonde V = V et de la symétrie des factorisations dis-
tinguées y; X 1% des mots de Nielsen, cet échange remplacerait 1'opé-

i 4-1

ration A par l'opération correspondante sur les facteurs communs droits.
On désignera par les mémes symboles a et @ gue pour A¥ 1le mor-

phisme naturel (ba= (ba)—1) envoyant B¥ sur le groupe libre de + base B

et l'opération de réduction envoyant chaque mot sur 1l'unique mot réduit qui

représente le méme élément de B¥*q .

Nous construisons maintenant un ensemble W C:B+ qui constitue une
base de Nielsen d'un sous groupe H' de B*¥a de rang 2 tel que B en-

wie w*@ sur v¥*g.

Reprenant la construction de B, on voit que W est l'ensemble des
mots w de BY qui satisfont 1les cing conditions suivantes dont les qua-

tre premiéres portent sur tous leurs facteurs de la forme b ou bb'

(b, b' &€ B) :

(1) w est réduit, c'est-ad-dire b' # b ;

(2) Si b e B, alors b' ¢ B2 ;

(3) L'indice droit de b est #gal 3 1l'indice gauche de b';

(4) L'indice gauche de la premiére lettre est V et il en est de méme

de 1'indice droit de la derniére;

(5) W aexactement une occurence d'une lettre de B1 ;

Il suffit d'examiner le réduction de w w' —(w w')Q® (w, w'eW)

+ -
pour constater que W @ est formé des mots qui satisfont les quatre premié-

res conditions.

Puisque les groupes H et H' sont isomorphes (en tant que groupes

libres de méme rang) la restriction de f§ a W *¢ est une bijection sur V¥
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De plus en raison du théoréme de Nielsen 1l'image de p¥ par
3 dans A¥* (qui peut d'ailleurs se trouver étre égale a A¥) est par cons-
truction le plus petit sous monolde de A* qui contienne le plus long fac-
teur gauche commun de deux mots de V*97= H ce qui a pour conséquence que
cette image ne dépend que de H et non de la base de Nielsen V qui a été

choisie.

Pour disposer plus tard de toutes les notations, nous supposons donné
un ordre total < sur B tel que chaque lettre b soit contigué de son
inverse formel et que l'on ait b'<b toutes les fois que b'fB < bf .

A chaque lettre b on associe l'ensemble S(b) des mots s & S pour les-
quels b (c'est-d-dire ba) est un facteur de s+ (c'est-3a-dire d'un mot de
s+) et pour lesquels ceci n'est vrai d'aucun b' >b, b. Si 1l'on avait un
s €¢S(b) \ S(b) et un s' & s(b) \ S(b) on pourrait remplacer s' par s
dans la construction du Lemme 1.3. On peut donc supposer donnée une moitié
B, de B (c'est-a-dire B = l'union disjointe de B, et §+ ) telle que

les blocs S (b) (b ¢ B,) constituent une partition de l'ensemble S de

tous les mots s du lemme 1.3

Corollaire du Théoréme de Nielsen 2.1 Il existe un monoide libre (B+LJ§+)*

un morphisme ﬂ: B*¥ — A* commutant avec l'inversion formelle et une

partie E de B¥* contenant les facteurs gauches de ses mots tels que pour

tout s = s (C) on ait :
(i) Card (B+) < 3 r -2 ;
(ii) PS s+ est contenu dans l'ensemble des facteurs gauches des mots de

(iii) Ssi f' # 1 est un facteur gauche de s, m >0, et P4 # Py deux

éléments de Ps' il n'existe pas de lettre b &€ B telle que
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Py s™ £ et P, s™ f' soient contenus dans (ENB*b)
Preuve (i). Le sous alphabet B1 = §1 a 2r lettres, et les lettres de B2
sont en bisection avec les membres de T qui ne sont pas des singolets. Com-
me T U {V} est engendré i partir de ces derniers par itération de
1'application strictement croissante ¢ , le nombre des membres de T U {V}
est au plus égal au nombre des singolets moins un.
Donc Card (B2) < 2r -2 et

Card (B) € 2 r +2 (2 -2) =2 (3 xr~-2);

+
(ii) est la conséquence immédiate de ce que les mots de PS s sont

des facteurs gauches de ceux de V*¢ et de ce que V'*(p CcWw *q> C E

(iii) Le caractére local des conditions définissant vv*¢ implique
que si w € E 1l'ensemble des w" ¢ B* tels que w w" g w*q> ne dépend que
de la dernidre lettre de w. Par conséquent chaque (ENB b) B est contenu
dans une classe latérale de H ne dépendant que de b (b & B) et le résul-
tat en découle puisque Ps est une transversale, c'est-a-dire puisque par
hypothése Py et p, appartiennent 3 des classes latérales distinctes.

Q.E.D.

Question. Existe-t'il des propriétés de la paire de groupes (H , F) que

l'on puisse attacher & la structure (T, ¢) ?

3. Preuve de la Proposition

On aura besoin de distinguer les diverses occurrences d'un méme mot
comme facteur d'un mot donné w = a; ...oay (ai ¢ A) de longueur positi-
ve n. Pour cela on considérera w comme une application dans A de 1l'inter-

valle de base [1, n|] , et on dira gu'un sous intervalle I = (i, j] est

17



un support du mot £ ssi f = ai .. aj que l1l'on notera f = I w. Ceci
justifie que l'on dise que I (ou le mot Iw) a la périodicité p ssi
1gp<<i+t1-1 et a = ak+p pour i < kg k +p Jj; p sera une
période (de I ou de 1Iw) ssi de plus I n'a pas une périodicité p'

ol p' # p est un diviseur de p.

Il est clair qu'un mot f a une période egale & sa longueur ssi il
est primitif (f =Vf). On dit qu'il est périodique ssi il a une période
p telle que 2 p g lf] et on sait gu'il a au plus une telle période. Une
racine de f est un facteur gauche de longueur &gale & une période. Donc
les conjugués des racines de f sont tous les mots primitifs g tels que

|g| < lf, et que f soient un facteur d'une de leurs puissances.

L'énoncé qui suit (connu de tous,sous une forme ou une autre) résume

les propriétés élémentaires de ces notions.

Lemme de conjugaison. Les propriétés suivantes d'un mot w de longueur

positive n sont équivalentes;

(1) W a une périodicité m' < n;

(2) Il existe un mot g de longueur n - m' qui est 3 la fois facteur
gauche et facteur droit de w (w ¢ g 2* n A?g);

(3) w a une racine dont la longueur m divise m';

(4) w= (uv)Pu on p =21, uce A+,v e n* uv est primitif de longueur

m et pm=m'.

Preuve. (1) implique que a; = a;, .. pour 1<1<i+m"<g n, donc (2)
avec g = [1, n—mﬂ w = [1+m', d] w. Réciproquement si w =g f' = f g

* _ . , - _ _ _
(£, £' ¢ A") on a a; = a;,, pour 1<igi+ggn o g-= 'f[ = [f'l =

2

n - |q| donc (1).

Soit maintenant m le plus petit diviseur de m' tel que w ait
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périodicité m; on pose n =mp + g ou 1 g p et on considére le

mot D, nﬂ w = uvVv ol u = B, q] w est le facteur gauche de f de lon-
cueur . L'hypothése que w a périodicité m équivaut a w = (u v)P .
Si uv n'était pas primitif, c'est-a-dire si on avait wu v = st avec

+ L}
s € A+, r > 2 on aurait w = sTPTP s, avec s, un facteur gauche de s

et par conséquent w aurait une périodicité ]s|< m divisant m' en contra

diction avec le caractére minimal de m. Donc f = u v est primitif et,
p+1 ' . ;

comme w v = f , c'est une racine de w. Par construction tous les mots

L}
''= (u V)p u (0gp' < p) sont & la fois des facteurs gauches et des fac-

g

teurs droits de w, ce qui conclut la preuve.

Une notion moins immédiate est la suivante. La période locale de w

en j (1 € J n) est le minimum p de la longueur des mots 2z tels que

l'on puisse trouver g', g" & A* pour lesquels z est facteur gauche de

glay ... aj et facteur droit de a

"
J41 e a g".

On vérifie sans difficulté qu'il existe un 2z de longueur minimale

p et que p  n, et, plus précisément pg & (w) , en notant T (w) la pé-

riode minima de w. L'indice J est dit critique ssi p = @ (w). La
réciprogque est 1'objet d'un théoréme découvert par Césari ([1]) dont la

version optimale a été obtenue par Duval ([2]) auquel nous faisons réfé-
rence pour la preuve et que nous utiliserons sous la forme suivante dans
laguelle on suppose évidemment que la période p est > 2 c'est-a-dire

que w n'est pas une puissance d'une lettre.

Théoréme de Cesari et Duval. Tout mot w a un indice critique k < p ou

p= mw(w) est la période minima de w.
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On procéde maintenant & une série de calculs qui sont loin d'étre
nouveaux mais auxqguels l'emploi de 1l'indice critique apporte une clarté
qu'apprécieront les rares amateurs. On note h 1la racine minima g e ap
de w, et k  p un indice critique de w.

3.1 Si w admet des périodes # n autres que p, ona k >n- p' ol

' est la plus petite de ces derniéres.
p p

Preuve. Soit p < p'< n. Comme w est facteur gauche de puissances de
ses racines,on a w = h h1 ot g >1 et h1 un facteur gauche propre(c'est-

d-dire # h) de h. De méme w = h'ar h%. Si w n'est pas périodique,

= v -3 di = . = 2 = ] ] ] s
qg=1 c'est-a-dire h h1 h2, w h h1, et aussi w h1 h2 h1 . Si w

est périodique, g >2 et g' =1 puisqu'un mot n'a qu'une seule racine

de longueur inférieure ou égale & la moitié de sa longueur. Donc w =

(h1 hz)q h, = h% hé hi avec dans tous les cas h1 et h% des facteurs

gauches de h et le plus court de ces deux mots, disons g, un facteur droit
de l'autre. Cette relation, comme on sait, implique l'existence d'un m > 0o

et de mots x & A+, y & a¥* tels que g = (X y)mX, g' = gy x.

o

Soit d = |x yl. Si 3 <|g¢, le mot a est facteur droit

3417 3544
de ay --.a. ou il a ce mot comme facteur droit. Donc la période en j de w
est < d ol d < p ce qui achéve la preuve puisque dans les deux cas

lg] < n - p'.

Q.E.D.
3.2 Supposant n > k + p, p est la période minima de tout facteur g de
w dont le support contient les indices k et k + p.
Preuve. Supposons au contraire que ¢ a une période p'g<p . La méme chose
est vraie de son facteur g' dont le support est [k, p+k] . On peut donc
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'. En raison de la périodicité p ona x = a, = a

k ¢ A.

supposer g = g ptk

Le calcul précédent montre que g = X z X y X 2 X . De nouveau a cause de la

*

périodicité p de w, z x est facteur droit d'un mot de A ay ... a La

x -
période locale de w en k est donc < |z x| ol |z x|<p. Contradiction.

Q.E.D.

3.3 Soient h' et h" deux facteurs gauches de h tels que

k < |h| < bt . Alors h' n'est pas facteur droit de h".

+

Preuve. Sinon on aurait h' = (x y)q x , h" = (x y)r X avec X &€ A , r>q

et w aurait donc période locale < |x y|<p en tout j < |h1| .

Q.E.D.

Afin d'appliquer le Théoréme de Césari et Duval, on dira qu'un mot f

rencontre w selon l'intervalle I = [i, ﬂ de [1, n (n = |w|) ssi

k €¢I et si posant f' = I w 1l'une des trois &éventualités mutuellement ex-

clusives suivantes se produit:

1M f=f';
(2) j=n et f = f'g' avec vy'e A+ :
(3) i=1 et £ =g f' avec g ¢ at ;

Pour alléger le discours on parlera de rencontre interne, droite ou

gauche selon ces trois cas et une rencontre sera propre si c'est une ren-
contre interne ou droite ou si c'est une rencontre gauche telle que h f'

n'est pas un facteur droit de f.

On conviendra que si f rencontre w selon les intervalles 11 =
[Hr j1] ’ 12 = [iz, j2] ... etc., l'indexage de ceux-ci est tel que

g i, ... et j1 < j2 < e
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3.4 Soit f de longueur ¢ n rencontrant w en I, et I, # I,- Alors:

(1) La rencontre 11 est une rencontre gauche;

(2) Si I, est une rencontre droite, on a 2]f|:>n ;

Dans le cas contraire:

(3) La différence d= j2 - j1 est un multiple de p;

(4) La rencontre I1 est impropre quand 12 est une rencontre gauche ou
quand d>p

(5) Quand I, est une rencontre interne , p est la période minima de f£

2
et sinon c'est celle de son facteur droit f2 = 12 w.
Preuve. Par hypothése on a i1 < i2 < h g j1 < j2 avec i1 = 12 ssi la
valeur commune des deux indices est 1 et symétriquement pour j1 = j2.

Montrons d'abord que 1l'hypothése que I, n'est pas une rencontre gau-

che contredit 1'hypothése que k < P est un indice critique. En effet elle

implique que f1 = I1 w et f2 = I2 w soient deux facteurs gauches de f et
par conséquent que d's i2 - i1 > 0 soit une périodicité de 1l'intervalle
ﬁ1 , j2] . Comme dans les calculs précédents, on vérifie que ceci entraine

que la période locale en k soit £ d', ce qui est impossible puisque

i1 < i2 = i1 +d' <k p et par conséquent d'  p.

On suppose donc désormais que I1 est une rencontre gauche. Quand I

2

est une rencontre droite on a 2 |[f| > ]f1| + lle = Jj; +ntl - 3, > n.
Donc (1) et (2) sont &tablis. Désormais I, n'est pas une rencontre droite.
Donc f;, et £, sont deux facteurs droits de f et on a une équation f, =
g f1 ol lgl > d = j2 - j1. On note fg le mot de support B, jz] .

Comme w est facteur gauche d'une puissance de sa racine h, ce der-
nier mot a des facteurs gauches h1 ’ h2 # h tels que f1 = h' h ’ f2 =
hr' h2 . Puisque f1 est facteur droit de f2 qui est lui-méme facteur droit
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f! , ona h, =h d'aprés 3.3 ce qui établit (3).

2 1 2

Quand I2 est une rencontre gauche on a f2 = fé donc f2 = n4 f1
avec q >1. Il en est de méme quand d > p puisque d'aprés (3) on a alors
d=mp avec m 2 2. Quand tel n'est pas le cas, on a f = f2 et (5) ré-

sulte de 3.2 puisque 12 < k par hypothése et que
k <3<k +pg<i, =3, +4

en raison de d 2p .
Q.E.D.

On pourrait préciser un peu ce qui se produit dans le cas (2) mais je
n'ai pas vu comment utiliser cette information supplémentaire pour diminuer

substantiellement les valeurs numériques données dans la Proposition.

Nous supposons maintenant que w est un mot réduit.

3.5 Le mot w a au plus deux rencontres propres avec f et son inverse
formel f.
Preuve. Si f a plusieurs rencontres avec I les points (1) et (2) de la

remarque précédente montrent qu'au plus une d'entre elles peut &tre une ren-
contre droite et que toutes les autres sont des rencontres gauches. Donc

d'aprés le point (4) au plus une de ces derniéres est une rencontre propre.

Supposons maintemant que f rencontre w selon l'intervalle J et
f selon I et I'. Daprés (1) de 3.4 on peut supposer que I est une

rencontre gauche. Donc f = g £' o f' =1I'w, g ¢A .Ona F = £'g. Comme
les intervalles I et J contiennent tous les deux k et comme 1l'hypothé-
se que w est réduit fait qu'aucun de ses intervalles ne peut étre support

d'un mot et de son inverse formel, on voit que Jw doit étre un facteur

de g, ce qui implique que J soit aussi une rencontre gauche.
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Appliquant le méme raisonnement & I', a partir de J, montre que I'
est aussi une rencontre gauche, donc qu'au plus une des rencontres I et I'
peut étre propre.

Q.E.D.

Nous en venons maintenant & la preuve proprement dite de la Proposi-
tion et nous considérons un b ¢ B+ donné, les conventions étant celles in-

troduites 3 1la fin de la Section 2.

Soient w g A+ de longueur n > |bB| et s &€ S(b). On suppose

9 on g, g'e a* sont de longueur strictement inférieure a3 s.

gwg' =s
Comme dans les remarques précédentes k < p est un indice critique de w
et on suppose toujours que m est un entier assez grand pour que s™ soit

plus long que b (c'est-ad-dire que bf).

Si p ¢ PS le corollaire 2.1 du théoréme de Nielsen implique 1l'exi-

stence d'une lettre Db' = b'(p) et de mots e,e' tels que e b'e' ¢ E,

Mg+ k< el +[o'B| -

m+q

p s est facteur gauche de e b'e' et ]e'ﬁ, <¢p s

On a évidement b' b et ces relations définissent une rencontre
de b' (c'est-a-dire de £ = Db'f ) avec w selon un certain intervalle
I . L'ensemble des paires (b'(p), ID ) pour p parcourant PS a les

P 1<
deux propriétés essentielles suivantes:

(1) Au plus un membre de chaque paire {b',b') peut y figurer;
(2) Si p # p' et b'(p) = b'(p') on a Ip # Ip, .
Compte tenu de 1'identité b'f = BTga, la premiére est la conséquen-

P .m+ s . .
ce immédiate de ce que j 9 est un mot réduit puisque les intervalles de
rencontre ont une intersection non vide (contenant k) . La seconde résulte

tout aussi immédiatement du corollaire 2.1.

24



Ce sera d'ailleurs notre seule référence a celui-ci hormis 1'inéga-

lité Card (B+) =r' 3 r - 2.

4, Construction des groupes annexes

On revient aux notations de la section 1. En particulier V est une
base de Nielsen et P est l'ensemble des facteurs gauches # 1 des mots de
V. On suppose toujours H réduit c'est-a-dire que 1 est le seul facteur

gauche commun des mots V.

Soit Q 1l'ensemble des paires (H p, a) ol a est une lettreet H p
une classe latérale contenant au moins un p &€ P qui se termine par a. On

définit un morphisme u de A* dans le monoide des fonctions Q —- Q en

posant pour chague beB et g (H p, a)

g. b u (H p', b) ¢ Q si a # b et si la classe latérale Hp b

contient un p' & P N aA*

o

]

@ sinon.

Soit désormais, K = V*¢ l'ensemble des mots réduits représentant

les é&léments de H.

3.1 Le morphisme @ est un morphisme syntaxique de K.

Preuve. On considére l'ensemble Q' formé des paires (p, a) o4 a ¢ A
* ' [
et p ¢P NAY a et pour chaque q' = (p, a) Q' et beA

&

or pose

(p', b) si pb=p'e P;

a.bpu' (b, b) si a#b, p eV et b e P;

1}

@ sinon.
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L'hypothése que H est réduit implique que pour chaque b ¢ PN A
il existe une lettre a # b telle V N r¥a # @#. Il en résulte immédiate-
ment que K est l'image inverse par u' des mots f tels que
Qi fu'n Qi # ¢ ou Q{ =Q'N (V xA). 1I1 suffit maintenant de véri-
fier que 1'équivalence (p, a) ~ (p', b) ssi a = b et H p = H p' est com-
patible avec la multiplication pour voir que Q = Q'/~ et W= pu'/~

reconnaissent K.

Il n'existe pas de congruence =~ sur Q qui soit compatible avec
la reconnaissance de K et pour laquel on ait (p, a) ~ (p', a') avec
Hp# Hp'. Il faut encore vérifier que quand H p = H p' et a # a',il
existe au moins une lettre b telle que un et un seul de (p, a). bpu et
(p',a'), bu est # @. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi c'est-a-dire

que ces deux produits soient des états. Comme H p = H p', ils seraient le

méme état (H p", b) = g et 1l'on pourrait trouver un mot x tel que
g. x @ €& Q x (H x A). Considérant (p b x x b p')p , on voit que ce mot
a le facteur a a'. Comme il appartient & K, on en conclut que

(p. a) . a'uw #@ alors que (p', a') . a'uw = @.

Q.E.D.
On montre sans difficulté que l'action w: Q x a¥ o Q est tran-
sitive, quelle reconnait 1 et que O M_1 est le complément dans A%  des

facteurs des mots de K. Il est claire qu'elle est le produit en couronne
d'un monoide de constantes dans un groupe de permutations. Le cas ol H
n'a qu'un nombre fini de classes latérales correspond a celui ol ce produit
est un produit direct, le groupe étant alors le quotient [F] de l'action

de F sur les classes latérales et étant le seul groupe maximal # {0}

dans le semigroupe A+p .

Dans le cas général soit M = A*/L. Nous rappelons que chaque groupe
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maximal S' est défini par une partie monoide QS de Q telle que
QM= QS M = QS et qu'il est conjugué de S' ssi il existe m, m' ¢ M tels
que Qg.m = QS' ; QS' = Qs.m'. Il est clair qu'une partie QS est définie

par une transversale PSC: P, et une lettre a, c'est-a-dire que

QS = {(Hp, a) : p ¢ S}. On dira qu'un autre groupe S' est F-conjugué
de S ssi il existe un f g F tel que PS' = (PS f) . On peut montrer
que si S' n'était pas conjugué de S (au sens usuel), S et S' se -
raient cycliques (= § M_1 engendré par un seul mot et S transitif sur Q)

et qu'il existerait S" conjugué de S' tel que le générateur de S"y71
soit 1'inverse formel de celui de Sy71. Cette observation n'est pas néces-
saire pour la vérification de la propriété suivante qui est une simple refor

mulation des définitions.

Propriété 2. I1 existe une bijection naturelle entre les classes de
F-conjugaisons de groupes maximaux dans (Q, A+y ) et les classes de groupes
annexes. Si la classe de (QS, S) correspond & celle de G, le groupe
(QS, S) est isomorphe (en tant que groupe de permutations) au groupe quo-

tient [G] de G.

Naturellement cette bijection est celle qui est induite par yu . On
notera qu'elle inverse l'inclusion: si les groupes maximaux S et S' ne
sont pas conjugués et si S' est contenu dans 1'idéal (de A*y,) engendré
par S, il existe un groupe annexe G' correspondant & S' qui admet com-
me sous groupe un groupe annexe G correspondant & S et réciproqguement:

les groupes annexes de rang un correspondent donc 3 des idéaux maximaux .

Avec un peu plus de travail on pourrait montrer qu'il existe un al-
phabet C (de cardinalité finie bornée en fonction du seul rang r), un
morphisme y: C — a¥ et une partie locale E' € C™ telle que E'y soit

. . + . .
le plus petit sous monoide X de a* qui contienne VK . Il résulte de ce
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que l'on vient de voir que le sous groupe H' de F engendré par x* M_1

contient H et au moins un membre de chaque classe des groupes annexes.

Pour conclure, considérons maintenant les sous groupes G du groupe
libre F définis par la condition d'étre le stabilisateur d'une transver-
sale F1 telle gqu'au moins un y &¢ G a la propriété que pour tout £ ¢ F
ona Hfg=HITE ssi f ¢ H F1. Dans le cas ol [E] est infini, ces
groupes sont évidemment les groupes annexes. Il n'en est pas de méme quand
&j est fini. Leurs propriétés se rattachent de facon assez évidentes aux

T3ppOrLs entre la H-conjugaison et la conjugaison dans F.
Question. Est-il possible d'associer & (H, F) un monoide fini de facon

d ce gu'une Propriété analogue a 2 soit vraie pour cette famille de sous

groupes?
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