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POUR LES GRASSMANNIENNES

LRGSR\ <k < g 1 14

Alain Lascoux et Marcel-Paul Schutzenberger

LA g At < g A S <A <A < S AR <A <G < S 14

F. Introductiog;_

Kazhdan et Lusztig ont défini, pour tout groupe de Coxeter fini, des polyndmes
P:(q) indexés par les paires d'éléments (v,w) du groupe. Ces polyndmes, que nous
appelerons Polyndmes de K&L sont fondamentaux et trouvent maintes applications :

- leur terme dominant détermine un graphe qui fournit la représentation régu-
liére du groupe (cf. [K&L 1])

- les valeurs pour q = 1 de ces polyndmes sont les multiplicités des modules
de Verma (cf.[Brylinski])

- dans le cas du groupe symétrique, les coefficients des polyndmes de K&L sont
les dimensions des espaces de cohomologie singuliére des variétés de Schubert :
c'est la premiére description numérique des singularités de ces variétés (cf.[K&L2])

- plus généralement, on définit de méme des polyndmes de K&L pour les groupes
de Weyl affines (cf. [Lusztig]). Parmi ceux-ci, on trouve les polyndmes de Foulkes-
Green que nous avons étudiés par ailleurs (cf. [Macdonald],[ Schutzenberger]) ; ils
sont associés aux représentations complexes des groupes linéaires finis ; ce sont
aussi les multiplicités des représentations du groupe symétrique sur la cohomologie
de certaines sous-variétés de la variété drapeau (cf[De Concini&Procesi], résolvant
la conjecture de[ Kraft]), ainsi que les caractéristiques d'Euler-Poincaré des modules
inversibles sur les variétés drapeaux (cf [Lascoux 2]) .

Ayant prouvé l'existence des polyndmes dans [K&L1] , Kazhdan et Lusztig montrent
par une voie détournée la non-négativité de leurs coefficients pour le groupe symé-
trique dans [K&L2] . Ce n'est pas la seule propriété remarquable de ces polynomes qui
forment une famille trés spéciale. Par exemple, en degré O et 1, les seuls polyndmes
possibles sont O, 1, l+q, 1+2q , les seuls polyndmes de liaison (cf. plus bas ; ce
sont ceux de degré maximum, qui donnent les représentations du groupe symétrique)
sont en degré 2 , les polyndmes l+q2, ]+q+q2, l+2q+q2, 1+3q+q2, l+4q+q2 . Nous con-
jecturons d'ailleurs que, pour un degré d quelconque, ces polyndmes de liaison sont
bornés supérieurement par le polyndme eulérien de degré d , et qu'il n'y a qu'un

nombre fini de polyndmes de K&L de degré donné (pour le groupe symétrique).
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Le présent travail est consacré au cas grassmannien, pour lequel nous donnons
une formulation explicite des polyndmes de K&L reposant sur des objets combinatoires
qui livrent du méme coup les représentations associées. Le cas grassmannien présente
certaines particularités notables qui ne se retrouvent pas dans le cas général, sur
lequel nous reviendrons dans un autre article.

Au §2, a la suite de K&L, nous rappelons comment un graphe peut coder une re-
présentation du groupe symétrique.

Aux §3,4,5 , nous examinons un sous-graphe du graphe complet, et montrons dans
ce cas, indépendamment des polyndmes de K&L, que le monoide cycliste fournit 1'exis-
tence des représentations.

Au §6, nous définissons des polyndmes d'emboitement de maniére purement combi-
natoire.

Au §7, nous vérifions que les polyndmes d'emboltement sont bien les polyndmes
de K&L.

Aux §8,9,10 , nous donnons quelques propriétés de ces polyndmes qui ne décou-
lent de fagon immédiate ni de leur définition dans [K&Ll] , ni de leur interpréta-
tion cohomologique dans [K&L2] .

Le §11 précise les implications géométriques pour les grassmanniennes des ré-

sultats précédents.

2. Représentation associée i un graphe.

Chacune des représentations précédemment connues du groupe symétrique présente
des inconvénients : la représentation "régulidre" (i.e. l'algébre du groupe) contient
toutes les représentations complexes, mais avec multiplicité et les idempotents dans
cette algébre sont des sommes de permutations qu'il devient vite impossible de déve-
lopper, sans ou avec ordinateur. On peut facilement décomposer ou multiplier les
"modules de Specht", mais 1'action du groupe symétrique sur ces espaces n'a pas d'
expression matricielles simple : il faut faire appel 3 la "straightening formula"
de Garnir, qui malgré les développements du Professeur Rota, reste d'un maniement
malaisé. Dans la représentation semi-normale de Young, les matrices des générateurs
du groupe symétrique sont au contraire trés simples (la construction est de fait
réduite 2 s, ), s'étendent 3 1'algébre de Hecke ("g-analogue'"), mais ne sont pas
3 coefficients entiers, et le pourquoi du succd&s de cette construction n'est en rien
justifié par la théorie.

La représentation de Kazhdan et Lusztig offre (presque) tous les avantages,
une fois rendue explicite :

les matrices représentant les générateurs du groupe symétrique sont tré&s simples,
ne comportant que des O, 1 et =1, et codées simultanément par un seul graphe ; la
restriction aux sous-groupes de Schur est triviale, de méme que 1l'extension a 1'al-

gébre de Hecke.
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Décrivons rapidement la représentation de K&L, et montrons tout d'abord comment
un graphe peut coder des matrices.

Soit n un entier. Soit W wune famille de permutations appartenant a Sn
et M une application symétrique : M: WXW—>Z . On étiquette chaque Ww€W par
1'ensemble des lettres i telles que (i+l1 i) soit un sous-mot de w , c'est-3-
dire telles que i+l soit 3 gauche de i dans w

C'est la donnée d'une telle famille étiquetée que K&L appellent "graphe",
p(v,w) &étant la multiplicité de 1l'ar@te (v,w)

A un graphe de K&L sont associés n-1 opérateurs Ti comme suit

soit E 1le Z-module libre de base e, v €W . Alors pour 1i : Igig¢n-1 , on définit
Ti ¢End(E) par

e, si w a 1'étiquette 1

]
!

Ti(ew)

Ti(ew) e + 3 u(v,w) e, si wn'a pas 1'étiquette i

w
somme sur tous les v qui ont 1'étiquette i

Définition. Le graphe représente le groupe symétrique si Ti———>Ti est une repré-
sentation (ol les T s 1gign-1 , sont les générateurs de Coxeter du groupe symé-
trique).

En d'autres termes, il suffit de vérifier les relations de commutation de Coxe-

ter pour les Ti : Ti Ti+l Ti = Ti+l Ti Ti+l et Ti Tj = Tj Ti si i, j ne

sont pas consécutifs (les relations Ti Ti = identité découlent de la construction).

Théoréme( K&L1 ). Il existe des polyndmes P:(q) indexés par toutes les paires

d'éléments de S, tels que le graphe ayant pour sommets les &léments de S,

pour multiplicité d'aréte pv,w) , vew , le coefficient du terme élgw - lgv -1)/2

dans P, (q), représente le groupe symétrique S ; de plus toute représentation

irréductible (en caractéristique O) peut s'obtenir par restriction 3 un sous-—ensemble

de sommets.

I1 a été conjecturé par K&L que la multiplicité M est O ou 1 (c'est-3-dire
que la construction est purement ensembliste).

Cette propriété découle dans le cas grassmannien de 1'interprétation combina-
toire donnée au §6 .

Dans le cas général, il est d'ailleurs possible de construire directement un
graphe de représentation (ensembliste) 3 partir du monoide plaxique, indépendamment
du calcul des polyndmes de K&L ; ces derniers n'interviennent alors que pour vérifier
1'identité de cet objet avec le graphe de K&L.

Dans tout ce qui suit, nous ne traitons plus que du cas grassmannien, qu'il nous

reste 3 définir.
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E. Graphe grassmannien.

Soit n = n'+n" des entiers, Wn, o 1'ensemble des mots de degrés respectifs

’
n' et n" en a et B .

On étiquette les mots de Wn, a" par :
’
* w a l'étiquette i ssi w a pour facteur af aux places 1i,i+l .

A toute paire de mots (v,w) de m@me degré, on associe une paire réduite

(Vred’wred) en effagant successivement les facteurs afl qui sont a& la méme place
dans les deux mgts. Par ezemple, g z Z g g g donne par réduction g Z : : g g
et finalement : : : : 8 .

On pose alors M(v,w) = M(w,v) =1 et 1'on dit que v et w sont liés si et
seulement si wred =w' fa w' , vred =w' af w"' , c'est-a-dire si et seulement si
wred et vred différent par le changement d'un facteur af en fa . On pose

en outre M(v,w) = O dans les autres cas.
Pour montrer que le graphe ainsi défini représente le groupe symétrique, nous
avons besoin de quelques généralités sur le monolde plaxique 3 deux lettres.
Remarquons, pour faire le lien avec le §2, que tout mot de wn',n" peut &tre
considéré comme une permutation (que nous dirons grassmannienne), en numérotant les

a de droite 3 gauche par 1, 2, ..., n', puis les f par n'+l, ..., n'+n"
g

L'étiquetage que nous choisissons ici est l'inverse de celui du §2.

4, Monoide cycliste

On sait depuis longtemps munir NXN d'une structure de monoide (monoide des

parenthéses de kfukasiewicz) : c'est le cas particulier du monoide plaxique (cf.[Las-

coux-Schutzenberger] ) lorsque 1'alphabet est réduit a deux lettres.

P . - . . w . *
Définition. Le monoide cycliste est le quotient du monoide libre {a,B} par les

relations aaf~afa et Baf~afp .
Sur 1'interprétation graphique donnée ci-aprés, on voit aisément :

. *
Lemme. Le centre (i.e. 1'ensemble des mots v tels que Y we{a,ﬂ} ,alors vwAwv)

est l'ensemble des mots équivalents 3 une puissance de aff . C'est le plus petit
sous-monoide qui, contenant w , contient aussi a wf .
Il n'est guére difficile de vérifier la

. . * N , .
Proposition. Soient v,we%a,ﬁ} deux mots de mémes degrés respectifs en a,B .

Alors v et w sont 1iés (au sens du §3) si et seulement si il existe un mot e

du centre tel que w=w, aefl w

1 , et v =w, Bea Lo

Interprétation graphique. Si 1'on représente un mot par un chemin dans ZXZ a

b

étant le segment (m,n)—> (m+l,n-1) et B 1le segment (m,n)—>(m+l,n+l1) , alors
un mot est dans le centre si et seulement si les points terminaux sont sur la méme

horizontale et si le chemin ne traverse pas cette derniére.
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5. Le graphe grassmannien représente le groupe symétrique.

Comme nous l'avons déja dit au §2, il suffit de vérifier les relations de Coxe-

ter pour les opérateurs Ti , c'est-a-dire :

5.1 1,2 = identite
5.2 Ti Tj = Tj Ti pour des orbites disjointes
>3 T T T3 7 Tin T Tiag

La propriété 5.1 est automatique pour des opérateurs associés 3 un graphe ; il
en est de méme de la relation 5.3 pour le cas grassmannien auquel nous nous limitons
ici.

En raison du fait qu'une liaison est une transposition de deux lettres, et donc
que 1'on n'a qu'un nombre fini de cas i considérer pour la composition de deux liai-
sons, on peut montrer une propriété plus forte que 5.2 :

Disons qu'un triple (ordonné) de mots : (wl, Vo5 w3) est un (i,j)-triple si
et seulement si (wl’ w2) et (wz, w3) sont des arétes du graphe grassmannien, et
si

LA les étiquettes 1 et j

2
s n'ani i ni j .
Alors, on a la proposition suivante :

w, a l'étiquette i et pas j

Proposition. Soit (wl,wz,w3) un (i,j)-triple. Alors il n'existe pas de mot w

tel que (w],w,w3) soit un autre (i,j)-triple, et il existe un seul w tel que_
(w],w,w3) soit un (j,i)-triple.
La proposition est en fait équivalente a la relation 5.2, plus le fait que la

ne comporte que des O, 1 ou -1 .

]

Ei Polyndmes d'emboitement

matrice représentant Ti T

6.1 Le graphe du §3 traduit une certaines propriété des paires de permutations gras-
smanniennes ; des propriétés plus fines se lisent sur un nouvel objet combinatoire
que l'on construit comme suit.

Soit w une permutation grassmannienne que nous considérerons comme un mot en
@ , B et représenterons par un chemin, ainsi qu'il est indiqué au §4. On lui associe
un schéma d'emboitement A(w) qui décrit ses factorisation successives en &éléments
du centre : chaque paire @ ... f en regard, c'est-id-dire telle que w = w'aefvw" ,

e appartenant au centre, correspond 3 un segment ; un facteur af (dit creux du

chemin w ) correspond 3 un segment terminal ; on définit par récurrence 1l'attache-

ment des segments par :

i) AB...fa...a) est le schéma vide
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ii) A( w' gaBf w") est le schéma obtenu en attachant un segment au segment
terminal de A( w' g8 w") correspondant au facteur gaf souligné

iii) A(w'w") est le "produit" des schémas A(w') et A(w") (i.e. les deux
schémas sont réunis par leur sommet) si w' ou w" appartient au centre.
6.2 Exemple

“ r'e

R N
olets e PG .@.?)]ez

mot schéma parcours du schéma

On notera qu'en fait, si w appartient au centre, ce qui est le cas de 1'exem-
ple, on retrouve le mot w en parcourant le schéma comme on le fait en recherche
systématique des données, @ marquant un déplacement vers le bas et f vers le
haut, et que dans le cas général, le mot ainsi obtenu en parcourant A(w) est le
plus grand sous-mot de w appartenant au centre.

6.3 Etant donnée une paire de mots (v,w) de mémes degrés respectifs ema , f ,
tels que vgw pour 1l'ordre de Bruhat (c'est—a-dire tels que le chemin v soit
en dessous du chemin w), étant donné un creux @f de w , on appelle capacité en

ce creux la distance verticale de ce creux 3 v , i.e. si w=w'af w' et v =

v' v" , avec |v'| = |w'a|] , alors la distance est [v"a - Iw'a}l = lv"b - Iﬁw"b ’
ol ‘vlﬁ désigne le degré en B . La capacité de w par rapport 3 v est la

collection des capacités des creux de w ; il est commode de faire figurer celles-
ci sur des disques accrochés aux segments terminaux de A(w) et de noter par A(w/v)
le schéma muni de ses disques.

Si v n'est pas en dessous de w , on pose : capacité de w/v = @

(ne pas confondre avec la capacité nulle).
W o= ﬁ;‘,\a(a(a B)a(a a 6 M@ a f 6)6)f @ ﬁ)ﬁ
« Mg e e e e s et e e see s see e eee e e e et g
Ny o g oo e \/ .........................

'

' * X R 2 POV
e VR e VY

|

1

!
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6.5 Un remplissage v du schéma A(w/v) est un remplissage de chaque segment par
un entier » 0 , de telle sorte que le remplissage soit décroissant (au sens large)
de bas en haut, et que le remplissage de tout segment terminal n'excé&de pas sa ca-
pacité.

Le poids |p| d'un remplissage est la somme des remplissages des segments.

La fonction génératrice des poids des remplissages, dite polyndme « d'emboTtement

du schéma A(w/v) et notée Qw(q) est par définition Zv JVI , somme sur tous
les remplissages de A(w/v) .

v' afv" v'Bov'" c wv'v" N
6.6 Lemme. Qw,agw,. = Ow'g,ﬁw" + q O‘W'w" , ol = !'l

est la capacité du creux distingué.
En effet, étant donné un segment terminal ¢f , 1'ensemble des remplissages
se décompose en deux familles, suivant que 1'on remplit ce segment par un entier
<c-1 ou par c¢ ; le premier ensemble a pour fonction génératrice des poids

v'Bay" c v'v"
Qw'aﬁw" et le second q Qw'w" N

P. Polyndmes de K&LJ

7.1 Pour toute paire de permutations (v,w) , K&L ont défini un polyndme P:(q)
en une variable q, de degré inférieur 3 (lgw - lgv -1)/2 , et posé

PZ(Q) = H(v,w) q(lgw—lgv—l)/Z + termes de degré inférieur .

D’aprés K&L 1, ces polyndmes sont déterminés par les propriétés suivantes,

*
que nous écrivons pour des mots grassmanniensfia,ﬁ} , avec l'ordre sur les lettres:
a<p

7.2 v = i
2.1 Pw(q) 0 si v’{w
s ecs s . 5 w'vw' v @

7.2.2 Simplification 3 droite et & gauche : Pw'ww" = I’W et P¢(q) =1
7.2.3 Normalisation. '

’’’’ - v'v]vzv" v'vyvyv" a B}

wowow"' waww avec vI’VZ’wl’wZe{ > » W2 Wy
172 172

7.2.4 Récurrence sur la longueur de w
o oV zxyv"! v'xzyv" v'zxyv" _ 3 (1gw-1lgu+l)/2 v Z Xy v"
1) P w'opt = P 'aﬁBw" qu'aﬁﬁw" w F(w) q P U u,ugu
avec x,y,z,ul,uz,u3e{a,3}, z3x , ]v'l = ,w'l= |u'| , somme sur tous les mots

u tels que u1>u2>/ ug .

1 " L} "
y v'yzxv v'yxzv
1i)  formule analogue pour y 4

=
w'agaw" w'aafw"

+ ...
7.3 Lla régle 7.2.3 entraine l'invariance des polyndmes P:(q) par l'action sur

v d'un sous-groupe de Schur (dépendant de w ) : au dessus d'une suite décroissante

de lettres de w , on a le droit de permuter arbitrairement les lettres de v
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sans changer le polyndme, i.e., si LIR AP RED A A alors

A} " 1 "
vivi...v oo
i v viuj...u v
w'w,.
1

(ul,...,un) étant une permutation quelconque de (vl,...,vn).

cow W' ww, ...oww"
n 1 n

Etant donné w , on choisit dans l'orbite de v sous l'action de ce groupe
1'élément Vv de plus grande longueur, c'est-3a-dire tel que tout facteur de VvV au
dessus d'un facteur décroissant de w soit décroissant ; V est dit le normalisé
(par rapport 3 w ) de v .

I1 est clair que si 1l'on considére les creux af plutdt que les suites décrois-
santes, on a la caractérisation suivante :

7.4 Lemme. v est normalisé par rapport 3 w si et seulement si tout facteur af

de v est au dessus d'un facteur aff de w.

= v' xaf v"

. v .
Soit de ots s que { . En appliquant la récurrence 7.2.4
deux mots tels q w = Baf w" ppliq u
aux mots v' xaf v" et v' xfa v" , et en soustrayant, on obtient le lemme fonda-

mental suivant qui permet le calcul effectif des polyndmes de K&L :

" 5 ' " [ "
.Z.:_S._I;‘_e_lm_le__' vvz;z_g:n - vvgﬁg:u = q ( P:'Zg;::" - P:’%E:"
avec 6 = x(x=a) , i.e. § =1si x=a ,=0si x#a.

En effet, d'aprés la régle de normalisation 7.2.3, les termes en u s'@liminent:

lg v'xa B v"' _ lg v'x B a v" .
Pu u1u2u3u - Z:u k(W) q u uluzuau' puisque U3 U,> Uz -

Si x =, on en tire, en n'écrivant que le triple de lettres permutées :

Z, n(u,w) q

pga ngz = 222 - pﬁgg + q( pgﬁ pﬁﬁﬁ ) = Pzgg Ppag d'aprés la regle 7.2.3 .
Si au contraire x =a , on obtient szg gﬁ; q( P Pﬁﬁﬁ ) , et le

lemme n'est autre qu'une &criture condensée de ces deux cas .

Symétriquement, on a :

v'aBxv" v'Baxv" v'xafv" 'xﬂav" )

7.6 Lemme. P w'aBaw" -p w'afay” = 9 (Pw'aaBW" - Pw aaBy

avec 1-6=x(x=8)=1-x(x=a) .
7.7 Au paragraphe 3, nous avons donnd le terme de degré maximum du polyndme P:(q)
en affirmant que la fonction M ne prenait que les valeurs O ou 1 , et en carac-
térisant les paires telles que p(v,w) = 1 . Ces propriétés découlent du théoréme
suivant, qui &tablit que les polyndmes de K&L pour les grassmanniennes ne sont autres

que les polyndmes d'emboitement du §6 .
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7.8 Theor2me. Soit deux permutations grassmanniennes v, w . Le polyndme de KL

P,(q) est la fonction génératrice des poids des remplissages du schéma d'em-

boitement A(w/v), c'est-3-dire, on a, avec les définitions du §6

v _ Vv _ vl
P(@ = Q) = % q

somme_sur tous_les remplissages de A(w/v)

Démonstration. On peut supposer que v est normalisé par rapport & w . Choisis-
sant un facteur of dans v (qui est donc au dessus d'un facteur af dans w ),

on peut le porter par application successive des lemmes 7.4 et 7.5 en début des

= v'afv"

v .
mots v et w : partant de { waBu" on obtient :

1,1 L] )

A " 1.1 1,1
v v'fav c v'v av'v c afv'v" _ c v'v _ ez
L Pw'aﬁw" =q (P W'y aﬁw'w") =q Pugoen =4 Poiw avec c = capacité
1"
R v'v .
du creux considéré = Iv' la - |w' |a. (le terme Pﬁﬁw'w" est nul puisque ﬂav'v“%aﬁw'w")

Les polyndmes d'emboitement vérifient la méme formule (Lemme 6.6) . Comme
lg(w'afuw") - lg(v'Bav") et 1lg(w'w") - 1lg(v'v") sont strictement inférieures 3
lg(w) - lg(v), le déplacement ci-dessus du facteur af prouve par récurrence sur
lg(w) - lg(v) 1'identité pz (@ = Q:(q) Q.E.D.

[}. Polyndme d'un ruban.l

8.1 On dit que w/v est un ruban lorsque toutes les capacités de w par rapport

3 v sont égales @ 0 ou 1, et que v est normalisé par rapport 3 w .

. v v' " . s . s ~ .
Si '{w = w'Zg:" et si la capacité en le creux aff distingué est 0 , il
Al "
est alors clair que Q:(q) = Qz.(q) . Q:"(q) , la capacité O partageant le

schéma A(w/v) en deux parties :

POV L

On peut donc supposer que le ruban est connexe, c'est-d-dire que toutes les

capacités sont &gales 3 1 . On &crira alors Pw(q) pour PZ(q) .

Les Pw(q) se calculent directement sur le parenthésage de w en éléments
du centre ; il est clair en effet que les fonctions génératrices des poids des
remplissages vérifient dans ce cas les r&gles suivantes qui les déterminent :

8.2.1 Pw, w = Pw, . Pw" si w' "

w

ou w'" appartient au centre

+1 _
8.2.2 By pogy o = B, +d’ , avec p = degré (2)
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Polyndme dans le cas de la liaison  ( o~ =T A1)
12 14 15
AA—+AV:+Q+A ) + nbv (1+4q) + q VA~+A~V +n~ + :+DVA—+nvv + q w (1+q) + ¢ tq
2 3 4 6 7 8 9 10 11

1 +7q+22q° +42q +57q +$%+mmn +47 9 +32q +18q +9q +4q +2gq

Exemple 8.3

——

12

+q

©
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8.4 On en déduit la régle de calcul suivante pour les valeurs Pw(l) qui inter-
viennent dans la théorie des modules de Verma (cf.[Brylinski]) :
1'algorithme consiste @ numéroter de bas en haut, par &tage horizontal, les

noeuds du schéma A(w) , et non plus les segments :

i) on porte 1 sur tous les noeuds terminaux du bas
ii) En un noeud N , on porte II(ni+l) , ol les n, sont les nombres portés

par les noeuds Ni de 1'étage inférieur, tels que N N.1 soit un segment de A(w),

par exemple .//,/’//SN)WE\\\\\\\\\\\-_>*AH“"'~§> ) (n1+1)(02+1)(n3+1)

(N n, (N,) n, (N3) n,

I1 est clair que cet algorithme est &quivalent aux relations 7.2 lorsque 1l'on
y pose q =1 , et donc on a le

Lemme. Pw(l) est le nombre porté par le noeud supérieur du schéma A(w) .

Dans le cas de 1'exemple 6.4 , on trouve

43
42 42
20 14 20 1
1 9 1 3
2 2 2 2
1 1 1 1

8.5 Du méme algorithme, on tire que

Lemme . Pw(—l) {= 0 si Pw(l) est pair

=1 sinon

8.6 Interprétation des coefficients de Pw(q)

Pw(q) est la fonction génératrice des poids des remplissages par les entiers
O oul du schéma A(w) . Chaque remplissage consiste 3 choisir des sous-schémas
terminaux de A(w) et 3 les remplir par 1 . Ceci entraine que les coefficients
de Pw(q) peuvent &tre interprétés comme dénombrant les sous-mots de w apparte-—
nant au centre :
q + a, q2 + ... , alors a, est le nombre de

1 1

facteurs af dans w , a, est le nombre de facteurs aaBf + le nombre de paires

Si 1'on pose Pw(q) =1+ a

de facteurs aff , etc...
[§:1rgépacités infinies
9.1 Un autre cas oll 1'écriture des P:(q) est immédiate est lorsque les capacités

. . alyfn
tendent vers 1'infini, c'est-3-dire, on remarque que lim P vB
N> Cgn
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existe en tant que série formelle et ne dépend pas de v (c'est la fonction géné-
ratrice des poids des remplissages de A(w) par des entiers > 0 ).
On peut noter cette limite

-0

LI CY)

et les régles 8.2 sont remplacées par

9.2.1 P—OO - P—OO P " ' " {ent ¢

.2. w'w" = Pyt + Pon si w' ou w" appartient au centre

9.2.2 P;:; = P;ai 1/(l—qp+1) oi p est le nombre de segments de A(w)
-0 - 80

9:2.3 T Bw..a = Py

9.3 De ces régles, on déduit 1'algorithme suivant, qui consiste 3 numéroter les
segments de A(w) de bas en haut :

Soit un segment B et soit p(B) le nombre de segments du schéma en dessous,
segment B compris . Alors

— - _.P(B) .
Lemme. P w(q) = II B 1/(1-q ) , produit sur tous les segments B de A(w).

Ceci est analogue au calcul des dimensions des représentations du groupe symé-
trique, ou du groupe linéaire GL(n) , pour n—>( les p(B) sont alors dits

"longueurs des &querres" ou "hook-lengths" ).

9.4 Un mot aP Bp donne P—;;p (@ =1/ (l—q)...(l—qp) , et donc, si p est
a

le nombre de segments de A(w), alors

-0 -0 - _ ) _ p(B)
P (@ /Papﬁp(q) (1-q)...(1-¢") / I (1-q ) .

Le rapport de ces deux séries est en fait un polyndme qui intervient dans la

belle théorie des Pw-partitions de R.Stanley, dont nous ne dirons rien ici, et

pour laquelle nous renvoyons au livre d'[Andrewd et aux exercices de [Knuth] .

10. Quelques propriétés des polyndmes de K&L

Dans la famille des polyndmes de K&L, on trouve les polyndmes fondamentaux que

sont les polynbmes de Gauss :

m N,N,m
aa 1+ + 1
10.1 Lemme. pmffm= (1-¢™™...(1-¢™") / (1-q)...(1-qM
BaBa N . +
polynOme dit polyndme de Gauss et noté (mnn)q
En effet, le schéma A(w/v) est dans ce cas } n dont il est bien
connu que les remplissages décroissants au sens large par des entiers
. P . +n
€ {1,2,...,m} ont pour fonction génératrice (mn >q (cf. [Andrews]).
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10.2 D'aprés la définition qu'en donnent K&L, le polyndme P:(q) a un
degré < (lgw - 1lgv = 1)/2 si v <w ; ce nombre est dit degré maximum pour le
couple (v,w). Il est commode de considérer que P:(q) (=1) n'est pas de degré
maximum. Le lemme suivant montre qu'il est facile de caractériser les polyndmes de
liaison, i.e. correspondant aux couples de degré maximum.

10.3 Lemme. P:(q) est de degré maximum si et seulement si w est 1lié 3 v (au

sens du §3), c'est-a-dire si et seulement si {v w'aef w avec e apparte-

A} "
W =W edw
nant au centre. B

Démonstration. Tout d'abord, d'aprés 7.2.3, v doit &tre normalisé dans le cas
du degré maximum, c'est-i-dire tout facteur af de v doit &tre au dessus d'un

facteur @B de w si 1gw - 1gv >1. Soit donc un facteur @ commun :
v =v' af v"
{w =w' af w"
sidéré. D'aprés le lemme 6.6 ,

et soit c¢ 1la capacité de w/v en le creux associé au facteur con-

_ o v' ”
degré Pz(q) = c + degré Pw.:"(q) .

Or, notant Vv =v,...v et W =Ww,...w , V., Wie{a,ﬁ} , alors si v<w,

1

i=n ' v .
celV. - CeeW, est i e les chemins v et w
1 ;v] vlla |w] 1|a (c 1'aire entre 1 )

lgw - 1lgv = Ei=
et donc

1gw - 1gv = 1g(w'w") - lg(v'v") + 2¢ .
I1 s'ensuit que pour que le polyndme Pz(q) soit de degré maximum, il faut et il
suffit que Pz.zn(q) le soit ; en particulier, il est nécessaire que v'v" soit

normalisé par rapport 4 w'w". Eliminant tous les facteurs successifs qf de v,

. e
on obtient donc le couple (vred,wr d) et 1'on a
- ou bien vred est 3 distance 1 de erd, et alors v et w sont liés
v . L . . yred ~ .
et Pw\q) est de degré maximum puisque P red(q) =1 est de degré maximum ;
w
- ou bien Vred n'a plus de facteur aff , i.e. vred =f...8a...a , et dans
red red . red _red . . _
ce cas, Ww =v (puisque wv=>w > v ), ce qui implique que w=v ,
cas exclu. Q.E.D.

On notera que les polynSmes d'emboitement sont tous unitaires, ce qui n'est pas
vrai pour les polyndmes de K&L généraux (pour le groupe symétrique), mais seulement
pour les polyndmes de liaison . Le lemme 10.3 assure que le graphe grassmannien

du $3 est biep le graphe de K&IL .

[1}. Grassmanniennes.l
11.1 I1 est bien connu que de nombreuses propriétés du groupe symétrique ont leur
contrepartie géométrique dans la théorie des varié&tés drapeaux sous le groupe li-
néaire, dont les grassmanniennes sont un cas particulier. De cette théorie, nous

n'aurons besoin ici que de considérations élémentaires.
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Soit E un espace vectoriel de dimension m+n sur C . L'ensemble des sous-
espaces vectoriels V de E de dimension n est de mani&re naturelle une variété
algébrique dite grassmannienne d'ordre n et notée Gn(E) .

Toute suite croissante A = OgAlg Azg ...gAn de sous-espaces vectoriels
de E (dite drapeau) définit une sous-variété de Gn(E) , appelée variété de Schu-

bert $S2(A ) : en tant qu'ensemble,
Q (A) = {v|Vi, dim( vnA)3i}

Il est clair qu'étant donné deux drapeaux A et B de mémes dimensions res-
pectives, il existe au moins un élément de GL(E) qui envoit A sur B , et donc,

3 isomorphisme prés, que X A ) ne dépend que des dimensions des Ai

On pose
I = (il”°°’in) = ( dimA] i dimAn - n)
( I est une partition, i.e. une suite croissante au sens large), et 1'on note o8
la variété de Schubert ( A ) 3 isomorphisme prés. Ainsi {% o est un point
et Sznl est la grassmannienne Gn(E) ;5 si dimA1 = 0, on pose SLP"= o .
La dimension de f& est le poids [I| = il+...+in de la partition I .
11.2 On représente usuellement une partition par un diagramme, qui, hors le

Royaume Uni et ses dépendances, consiste en un empilement de il,..., in boltes
rectifié & gauche, e.g.

Fe e

= 5.135**»*

ap

a

La frontiére nord-est du diagramme donne un mot w(I) e{a,B}*, lorsque 1'on
convient de coder un pas horizontal par B et par @ un pas vertical ; au §4, nous
avons représenté ce mot par un chemin, qui, de fait, est obtenu i partir de la fron-
tiére du diagramme par une rotation d'angle #/4 .

On dit qu'une partition J est contenue dans une autre I (JcI) si et seu-

lement si cela est vrai de leurs diagrammes respectifs, lorsque 1'on juxtapose leurs

origines > le chemin w(J) est en dessous de w(I)
< w(J)Lw(I) pour 1'ordre de Bruhat
<= fiJ est une cellule dans la décomposition cellulaire
naturelle de QI .
. J . w(J) eq s ) .
11.3 Ecrivant PI(q) au lieu de Pw(I) (@) , et en utilisantc la cohomologie

de Deligne-Goreski-MacPherson, on a alors :
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Théoréme ( [K8L1]).
J _ i L. 1021
PI(q) = Ei q dlm}{{2§ SII)

Nous donnons en annexe ces polyndmes pour les grassmanniennes Gn(m+n) , avec
m, n <4 . Certaines des propriétés des polyndmes de K&L apparaissent clairement
comme liées aux singularités des variétés de Schubert, sans qu'il soit nécessaire

de rien savoir de la théorie cohomologique qui justifie ce rapport :

11.4 P%(q) = 0 si et seulement si SleislI .
11.5 Pi(q) # 0, 1 si et seulement si SlJ est contenu dans le lieu singulier
Q
de 1"

En effet, le lieu singulier, en tant qu'ensemble, est la réunion des SlJ
tels qu'il existe au moins un creux du chemin w(I) qui soit a distance » 1 du
chemin w(J) (cf. [Svaned ou [Lascoux] ).
> w(J) est en dessous de w(I) et au moins une des capacités de w(I) par
rapport 2 w(J) est > 1 .
<&=> il existe au moins un remplissage de A( w(I)/w(J) ) de poids >0

11.6 Plus généralement, il est clair sur les schémas d'emboltement que si
HcJcI , alors P;(q) < P?(q) , et ces polyndmes sont différents si

au moins une des capacités de w(I)/w(J) est différente de la capacité correspon-

dante de w(I)/w(H)
11.7 Soit I = %B&%";ﬂig

Alors f& est une variété de Schubert dite spéciale (ou encore variété déterminan-
tale), qui peut @tre définie par un drapeau ayant un seul €lément : soit A un
espace vectoriel de dimension p+r = n dans E de dimension 2n ; alors

Q - {v ldim( vNA)> £} Co>C (B) .

I1 est facile de voir que le lieu singulier de $l_ est stratifié en la suite

I
ité Q_ <O o0 Do iété 9] =
emboItée < J]« Jze- des variétés I
{Vldlm( VNA) > r+k} avec Jk = pk...pkn...n .
r+k p-k
En fait (cf. Kleiman ), il existe une désingularisation de SlI telle que la
fibre au dessus d'un point de Sljk - SZJ soit isomorphe 3 la grassmannienne
+1

Qk(r+k). I1 est classique que le polyndme d'Euler-Poincaré de cette derniére va-
C a2 A +k . - J .
riété est le polyndme de Gauss (IL )q . Or c’est aussi le polyndme Plk(q} , pais-—

que le schéma d'emboitement A( w(I)/w(Jk) ) est dans ce cas .
r
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J
Les PIL(q) mesurent donc dans ce cas la désingularisation de Kleiman de SII

(cette désingularisation est "minimale" en un sens que nous ne préciserons pas).
11.8 Les composantes irréductibles du lieu singulier de SZI sont les SIJ
w(I) = w' B aP ﬁr a w"
w(lJ) = w'a aP ﬁr g w"

creux de w(I) et on l'abaisse d'une distance 1 ) . Or la variété 521 est de

J est toute partition telle que { ( on choisit un

Gorenstein (cf.[Svanes]) si et seulement si pour tout creux de w(I) , les longueurs

des versants droit et gauche sont égales, i.e.

b=t avee m/ﬁw

creux
(dans ce cas les syzygies canoniques de SII sont symétriques, cf. [Lascouxl]).
En d'autres termes, d'aprés le §9, on a la caractérisation suivante :

11.9 Proposition.  La variété de Schubert £, est de Gorenstein si et seulement

si_pour toute composante irréductible du lieu singulier, le polyndme P“IT (q) est

de degré maximum (et dans ce cas, il est symétrique).
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-~
POLYNOMES DANS LE CAS GRASSMANNIEN

Nous donnons tous les polyndmes Pz (q) pour w correspondant 3 une partition
I(w) = (il,...,i4): Osilé---$i4 (Grassmanniennes Gn (m+n) , myngé )
On n'a écrit les polyndmes que pour certains ve V(w), car l'on a pour les autres
P: (@) = Pv“(,u) (q) avec v(u) = inflvevV(w) , usv}

En d'autres termes, &tant donnée une partition u , on cherche dans la table

pour w fixé, la plus petite de celles qui la contiennent.

Si w est un rectangle (i.e. I(w) = 0,...,0,n,...,n ), alors P: (@9 =1
si vgw et = 0 sinon ; de plus, si w = v, w' w, et v =w, v' LS alors
P: (q) = P:, (q) . Moyennant ces deux remarques, la table est compléte.
G
3444 2244 : 1+q 1114 : l+q+q® 0000 : l+q+q>+q>
3344 2224 : 1+q 1111 : l+q+q>
2444 1144 : 1+4q 0004 : l+q+q>
2344 1144 : 14q 2224 : l+q 1124 : (1+q)% 0004 : (1+q) (l+q+q”) : 1111
3334 2222 : l4q 0001 : (l+qtq2)?
1444 0044 : 1+q
2244 1114 : 14q+q® 0000 : (1+q2) (1+q+q?)
2334 1134 : 14q 2222 : l+q 1122 : (1+Q)2 0004 : 1+q¥q> 0002 : (1+q)(1+q+q>)
1344 0044 : 1+4q 1224 : l+q 0024 : (1+q)> 1111 : 14q+¥q> 0011 : (1+q)(1+q+q>)
1334 0034 : 1+4q 1222 : l+q 0022 : (1+q)2
1244 0044 : 1+q 1144 : 1+4q 0014 : (1+q)2 0000 : (1+q)(l+q+q>)
2234 2222 : 1+4q 1114 : 14q 1112 : (1+q)% 0000 : (1+q) (1+q+q>)
1234 0034 : 1+q 1114 : 14q 1222 : 1+q 0014 : (l1+q)2 1112 : (1+q)°
0022 : (1+Q)2 0012 : (1+q)> 0000 : (1+q)%(1+q+q®)
2224 1111 : l+q+q?
1144 0004 : l+q+q>
1224 1111 : l+q+q® 0024 : 1+q 0011 : (1+q)(l+q+q2)
1134 0004 : l+q+q® 1122 : l+q 0002 : (1+q) (1+q+q?)
1124 0004 : l+q 111 : 14q 0001 : 1+2q+q’+q>
1114 0000 : l+q+q2+q>
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REPRESENTATION SUR UN ENSEMBLE DE MOTS

4 5
B 123
35
124
ﬁiff BSETZ- 25 . . 3 4
==\ afaap | 134 \\\\\\\\\ 125
ﬁ?xgggg 13ASI %[:;5
i) 3 5
112 jobe 1245 * 1234
4
1235
é 12345
oo Jpermutation sous-graphes irréductibles

légende : partition
****** mot

On a construit le graphe comme indiqué au §3 ; les deux liaisons non triviales

- af aaf a af af ca aff B
sont obtenues par déplacement de af : e ——2
aj a a aff Ba af af a
b ab N L
triviale non triviales
En remplagant ..a..a..a.. par ..3..2..1.. et ..B..B.. par ..5..4..,

on associe 3 chaque mot une permutation, et une partition en lisant le mot comme un

chemin dans Z x Z : a 0
' a 8 1 = partition (0,1,2) ,

e e

S SR

ou bien encore, en prenant les places de @ dans le mot et en leur soustrayant res-
pectivement 1,2,3 : afafa —> places (1,3,5) ———>partition (0,1,2) .

La représentation figurée ci-dessus est la somme des représentations irréducti-
bles de 85 indexées par les partitions (2,3) , (1,4) et (0,5) de dimensions res-
pectives 5, 4, 1 ; ces représentations correspondent aux trois sous-graphes dont les
sommets sont les tableaux de Young standard de formes respectives (2,3), (1,4) et (0,5),
les dits tableaux &tant dérivés des mots par les techniques appropriées du monoide

plaxique.
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